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Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Die  vorliegende  Abteilung  der  Statik  der  Baukanstruktionen  be- 
schäftigt sich  mit  einer  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Elastizitäts- 
lehre; sie  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Formänderungen  ebener  Each- 
werke  und  die  Theorie  des  statisch  unbestimmten  ebenen  Fachwerks 
möglichst  vollständig  darzustellen. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  hierbei  das  Gesetz  der  virtuellen  Ver- 
rückungen und  der  aus  diesem  gefolgerte  Maxwellsche  Satz  von  der 
Gegenseitigkeit  der  elastischen  Formänderungen,  eine  analytisclie  Grund- 
lage, die  auf  den  ersten  Blick  für  ein  Lehrbuch  der  graphischen  Statik 
nicht  recht  geeignet  erscheint  —  Wer  sich  aber  auf  das  Gebiet  der 
Elastizitätslehre  begibt,  ist  immer  gezwungen,  gewisse  Torarbeiten  durch 
Rechnung  zu  erledigen,  und  angesichts  dieser  Sachlage  ließe  es  sich 
kaum  rechtfertigen,  ein  so  vorti-effliches  Rüstzeug  wie  die  neuere  ana- 
lytische Theorie  beiseite  zu  legen  und  durch  umständlichere  Hilfsmittel 
zu  ersetzen.  Dem  zeichnerischen  Verfahren  bleibt  immer  noch  ein 
weites  Feld:  die  Auftragung  der  Verschiebungspläne  und  die  Benutzung 
dieser  Liniengebilde  zur  Herleitung  der  Einflußlinien  und  Einflußzahien, 
welche  auf  alle  bei  der  Untersuchung  eines  gegebenen  Fachwerks  zu 
stellenden  Fragen  die  bündigste  Antwort  geben. 

Unser  Buch  ist  folgendennaßen  gegliedert: 

In  der  Einleitung  werden  die  Grundgesetze  der  neueren  analy- 
tischen Theorie  unter  der  VoraiLssetzung  hergeleitet,  daß  für  den  Bau- 
stoff eine  Proportionalitätsgrenzo  besteht  luid  die  Beanspruchung  inner- 
halb dieser  Grenze  ÜQgt,  eine  Annahme,  welche  bei  den  hier  ausschlioß- 
üch  in  Betracht  kommenden  IVägoni  aus  Schweißeisen,  Flußeisen  und 
Stahl  zulässig  ist.  Der  Verfasser  hat  sich  hierbei  möglichster  Kürze 
befleißigt,  hofft  aber,   die  Schwierigkeiten,  welche  diese  allgemeinen 
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IV  Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Lehren  dem  Anfänger  zu  bieten  pflegen,  durch  Einflechtung  von  leicht 
zu  übei-schauenden  Sonderfällen  gehoben  zu  haben. 

Der  I.  Abschnitt  lehrt  in  den  §§  1 — 4  die  verschiedenen  Dar- 
stellungsweisen der  Kiiotenpunktsverschiebungen  ebener  Fach  werke  und 
zwar  in  erster  Linie  die  zeichnerischen  Verfahren,  nebenbei  aber  auch 
den  in  vielen  Fällen  einfacheren  rechnerischen  Weg.  Dieser  wichtigste 
Teil  des  Buches  ist  besonders  ausführlich  behandelt  worden;  es  wurden 
auch  schwierigere  Aufgaben  mit  Zuhilfenahme  der  Kinematik  behandelt. 
§  6  enthalt  sodann  als  Fortsetzung  der  Einleitung  eine  Beihe  von  Auf- 
gaben über  das  statisch  unbestimmte  Fachwerk  und  zeigt,  daß  sich  die 
Ermittlung  der  statisch  nicht  bestinunbaren  Größen  stets  mit  Hilfe 
von  einfachen  Verschiebungsplänen  durchführen  läßt  und  daß  der  vor- 
getragene Lehrstoff  selbst  bei  Behandlung  verwickelterer  Fälle  nicht 
im  Stiche  läßt  Damit  ist  die  Theorie  des  ebenen  Fachwerks  ab- 
geschlossen. 

Der  n,  Abschnitt  enthält  lediglich  Anwendungen;  es  werden  die 
wichtigsten  statisch  unbestinmiten  Träger  ausführlicher  betrachtet,  zuerst 
der  Zweigelenkbogen,  sodann  die  versteiften  Stabbögen,  der  beiderseits  ein- 
gespannte Bogen,  der  Balken  auf  mehreren  Stützen,  verschiedene  seltenere 
Anordnungen  statisch  unbestinunter  Balken-,  Bogen-  und  Kettenbrücken 
und  die  mehrteiligen  Fachwerkbalken.  Dieser  für  den  praktischen 
Ingenieur  bestimmte  Teü  des  Buches  hat  in  der  neuen  Auflage  erheb- 
liche Erweiterungen  erfahren.  Den  Schluß  der  reichhaltigen  Aufgaben- 
sanunlung  bildet  die  Untersuchung  eines  vierteiligen,  dreifach  statisch 
unbestinunten  Netzwerks;  sie  ist  besonders  wichtig,  da  Träger  dieser 
Art  für  zerlegbare  Brücken  gewisse  Vorzüge  besitzen.  Hier  galt  es, 
nicht  allein  durch  Vorführung  einer  strengen  Untersuchung  die  im 
I.  Bande  vorgetragene  bequeme  angenäherte  Berechnung  zu  prüfen  und 
zu  bestätigen,  sondern  auch  falsche  Ansichten  zu  bekämpfen,  die  neuer- 
dings auf  diesem  Gebiete  laut  geworden  sind. 

Alle  Untersuchungen  des  H.  Abschnitts  sind  als  Beispiele  zur 
Erläuterung  der  allgemeinen  Theorie  aufgefaßt  worden,  ein  Verfahren, 
welches  der  Verfasser  in  seinen  Vorträgen  an  der  hiesigen  technischen 
Hochschule  als  vorteilhaft  erkannt  hat  und  welches  die  Bewältigung 
dieses  wichtigen  Lehrstoffs  ohne  großen  Zeitaufwand  gestattet  Der 
Lernende  hat  in  der  Tat  nur  nötig,  ein  einziges  schwierigeres  Beispiel 
sorgfältig  durchzuarbeiten,  um  sich  volle  Sicherheit  auf  dem  ganzen 
Gebiete  zu  erwerben.  Daß  diese  auf  die  Beherrschung  der  allgemeinen 
Gesetze   hinzielende  Vortragsweise   seitens   des   Studierenden   anfangs 
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etwas  mehr  geistige  Anstrengung  verlangt  als  die  Beschränkung  auf 
die  einfachsten  Sonderfälle,  von  denen  jeder  von  Grund  aus  entwickelt 
wird,  ist  selbstverständlich.  Dafür  bietet  sie  aber  auch  mehr  als  eine 
Gebrauchsanweisung  für  die  Behandlung  leichter  Au^aben. 

Berlin,  im  Juni  1902. 

H.  Muller-Breslau. 


Vorwort  zur  vierten  Auflage. 


Von  der  vorigen  Auflage  unterscheidet  sich  die  vorliegende 
durch  eine  analytische  Ergänzung  des  kinematischen  Verfahrens,  die 
Gleichungen  zur  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Größen  X„^ 
JC*,  ...  so  zu  gestalten,  daß  jede  Gleichung  nur  eine  einzige  Unbe- 
kannte enthält,  femer  durch  eine  Umarbeitung  der  Untersuchung  des 
auf  mehreren  Stützen  ruhenden  Balkens;  hier  wurde  auch  ein  von 
verschiedenen  Seiten  gewünschtes  Zahlenbeispiel  eingeschaltet  Die 
Angaben  über  die  zur  Einleitung  gehörige  Literatur  wurden  durch  einen 
Auszug  aus  der  grundlegenden  Maxwellschen  Arbeit  ergänzt.  Hier- 
durch glaubt  der  Verfasser  am  wirksamsten  dem  von  anderer  Seite 
unternommenen  Versuche  entgegenzutreten,  die  Tragweite  der  Maxwell- 
schen Arbeit  herabzusetzen. 

Berlin,  im  Januar  1907. 

H.  Muller-Breslau. 
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Einleitung. 

Grundgesetze  der  Theorie  der  elastischen  Trägen 

A.  Das  Fachwerk. 

a.  Voraussebungen  und  Erklärungen.    Elastizitätsbedingungen.   Gesetz  von 

der  Zusammenzählung  der  einzelnen  Wirkungen. 

1.  —  Wird  ein  aus  elastischen  Stäben  gebildetes  und  auf  elasti- 
schen Stützen  ruhendes  Pachwerk  der  Eiawirkung  von  äußeren  Kräften 
und  Temperaturänderungen  ausgesetzt,  so  erfährt  es  vor  Eintritt  des 
Gleichgewichts,  dessen  scliließliches  Zustandekommen  vorausgesetzt 
werden  möge,  im  allgemeinen  eine  Formveränderung.  Die  Yerschie- 
bimgen,  welche  die  Knotenpunkte  dabei  erfahren,  bezeichnet  man  als 
elastische^  sobald  sie  nui*  eine  Folge  der  Dehnbarkeit  der  Stäbe  imd 
der  Elastizität  der  Widerlager  sind.  Ihre  Werte  sind  meistens  so  klein, 
daß  es  zulässig  ist,  sie  als  verschwindende  Größen  zu  behandeln  und 
bei  Aufetellung  der  Gleichgewichtsbedingungen  sämtliche  Kräfte  in  den 
für  starre  Stäbe  und  Stützen  gültigen  Lagen  zu  denken. 

Die  folgenden  Untersuchungen  sind  an  die  Annahme  ganz  allmäh- 
lich wachsender  Kräfte  gebunden,  setzen  also  voraus,  daß  der  Gleich- 
gewichtszustand eintritt,  ohne  daß  Schwingungen  entstehen.  Sie  be- 
schäftigen sich  mit  ebenen  imd  räumlichen  Fachwerken,  beschränken 
sich  aber  auf  den  Fall  sehr  kleiner  und  nur  elastischer  Formänderungen. 
Ihr  erstes  Ziel  ist  die  Herleitung  von  allgemeinen  Beziehungen  zwischen 
den  Änderungen  der  Stablängen  und  den  Vei-schiebungen  der  Knoten- 
punkte —  Beziehimgen,  die  nicht  allein  die  Bestimmung  der  Gestalt 
des  verschobenen  Fachw^erks  möglich  machen,  sondern  auch  die  Grund- 
lage für  die  Ermittelung  der  Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  der- 
jenigen statisch  unbestimmten  Fachwerke  bUden  werden,  welche  sich 
durch  Beseitigung  von  Stäben  oder  Auflagerbedingungen  in  statisch 
bestimmte  und  ausschließHöh  elastischen  Formänderungen  unterw'^orfene 
Stabgebüde  verwandeln  lassen. 

2.  — r  Es  wird  zunächst  angenommen,  daß  die  äußeren  Kräfte  nur 
in  den  Knotenpunkten  angi-eifen,  mithin  sämtliche  Stäbe  ausschließlich 
auf  Zi^  oder  auf  Druck  beansprucht  werden.    Die  Gewichte  der  Stäbe 
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sind  hierbei  auf  die  Knotenpunkte  verteilt  zu  denken.  Alle  gegebenen 
äußeren  Kräfte  werden  Lasten  genannt,  zur  Unterscheidung  derselben 
von  den  an  den  Auflagern  hervorgerufenen  Widerständen.  Eine  Last 
werden  wii*  allgemein  mit  P  bezeichnen,  hingegen  den  Buchstaben  Q 
anwenden,  wenn  es  dahingestellt  seia  soll,  ob  die  damit  gemeinte  äußere 
Kjaft  eiae  Last  oder  ein  Stützenwiderstand  ist  Vor  Einwirkung  der 
äußeren  Kräfte  und  der  Temperaturänderungen  seien  sämtliche  Stäbe 
spannungslos. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  für  den  Baustoff  eine  Proportionalitäts- 
grenze besteht  und  die  Beanspruchung  innerhalb  dieser  Grenze  liegt, 
eine  Annahme,  welche  bei  den  hier  ausschließlich  in  Betracht  kom- 
menden Trägem  aus  Schweißeisen,  Mußeisen  und  Stahl  zulässig  ist 
Bedeutet  dann 

S  die  Spannkraft  in  irgendeinem  Stabe, 

5  die  anfängliche  Länge  dieses  Stabes, 

As  die  Strecke,  um  welche  s  zunimmt  (sie  ist  negativ,  sobald  sich 

der  Stab  verkürzt), 

As 

—  das   Verlängerungsverhältnis  des  Stabes, 

F  den  Querschnitt  des  prismatisch  vorausgesetzten  Stabes, 
U  die  für  alle  Punkte  des  Stabes  gleich  groß  angenommene  Elasti- 
zitätsziffer (auch  Elastizitätskoeffizient  oder  Elastizitätsmodul  ge- 
nannt), 
/  die  für  alle  Punkte  des  Stabes  gleiche  Temperaturerhöhung, 

6  das   einer  Temperaturerhöhung  um   1**  Gels,   entsprechende  Ver- 

längerungsverhältnis, 

0  =  ^  die  im  Stabe  hervorgerufene  Spannung  - —  positiv,  sobald 
der  Stab  gezogen  wird,  so  ist 

(1)  T  =  E  +  '*  =  EF  +  '*- 

Schreibt  man  —  =  —^f^ — ,  so  erkennt  man,  daß  die  Temperatur- 
erhöhung denselben  Einfluß  auf  As  besitzt,  wie  eine  Zunahme  der 
Spannung  um  eEt^  ein  Gesetz,  von  dem  wir  später  öfter  Gebrauch 
machen  werden.     Man  darf  im  Mittel  annehmen 

für  Schweiß  eisen  jE'=  2000000  7,«^ 

„    Flußeism       £'=2150000    „ 

„    Stahldraht       A' =2160  000    ,, 

„    Flußstahl        J5;=  2200000    „ 

„    Stahlguß         £=2150000    „ 
femer  für 
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Schweißeisen 
6  =  0,0000121, 

=  240  V, 


FluBeisen  Stahl 

0,0000118,  0,0000124 

6^  =  25"/^        8^=27"/^ 
=  250  7^  =270'/^ 

3.  —  Ein  räumliches  Fachwerk  sei  auf  ein  rechtwinkliges  Koordi- 
natensystem x,  y,  z  bezogen,  i  und  k  seien  irgend  zwei  durch  einen 
Stab  von  der  I^ge  «<*  verbundene  Knotenpunkte.  Die  Koordinaten 
(xtiffZ^)^  te^*^)  derselben  mögen  infolge  der  Fonnänderung  des  Fach- 
werks um  {^Xi^yi^x^^  {^Xi^^y^^Xi)  zunehmen.  Dann  bestehen  die 
Gleichungen 
(2)  Sa^  =  {xj,  —  Xty  +  (3/t,  —  y,y  +  {xj,  —  z,y  und 

{S)iSa.  +  ä^^y  =  [(x,  +  £ix,)  —  (x,-{-^x,)y+[(yu-^^y,^^^ 


[(yk—yd + i^yk—^i)]  * 

{Xj,—  X,)  +  ( A%»—  ^y^) 


f 

und  man  erhält,  wenn  man  (2)  von  (3)  abzieht: 

(4)  2Sit  ^Sn,  +  As,**  =  2  (x»  —  Xi)  (AXfc  —  ^Xi)  +  (äx^  —  äx^y 

+  2(y^  —  y,)  (A2/*  —  ^y;)  +  (A^*  —  äy^y 

-{-2{xi,  —  Xt)  {^xj,  —  ^xt)  +  {^x^,  —  ^Xiy. 

Werden  nun  die  AVerte  Aa;,  Ay,  A;?:,  As  so  klein  vorausgesetzt, 
daß  es  zulässig  ist,  die  kleinen  Größen  zweiter  Ordnung  gegen  die- 
jenigen der  ersten  Ordnung  zu  vernachlässigen,  so  geht  (4)  über  in 

(5)  2s,j,  As«  =  2{xj,  —  Xi)  (AXfc  —  Aa;..)  +  2(yu  —  yt)  (Ay*  —  ^yi) 

+  2  (x*  —  Xi)  {^x^,  —  A^Oj 
d.  i.  in  eine  Gleichung,  welche  man  auch  erhalten  kann,  indem  man 
die  Gleichung  (2)  differentüert  imd  das  Differentialzeichen  d  durch  das 
Zeichen  A  ersetzt;  sie  ist  nur  dann  streng  rich- 
tig, wenn  Aa;,  Ay,  ^x^  As  imendüch  klein  sind. 
Bedeuten  o,*,  ß,*,  y,*  die  Winkel,  welche 
die  Richtung  des  Stabes  s<*  mit  den  Richtungen 
der  Achsen  x,  y,  x  einschließt,  so  ist: 

Xt,  —  cc,  =  s,*cosa,*, 

yh — y<  =  s<*  cos  ßifc, 

^*  —  Xi  =  Sfjg  cos  Y<fc, 
(vergL  Fig.  1,  welche  sich  auf  eia  ebenes  Fachwerk  bezieht)  und  es 
kann  deshalb  (5)  umgeformt  werden  in 

(6)  As«  =  (Aa;*  —  Aa:0  cos  a,*  +  (At/*  —  A«/,)  cos  ß« 

+  (A^j— A;^öcosYrt, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1)  in: 

(7)  '  -^^  +  6«  t,,  s«  =  (Ax,  -  Ax,)  cos  OL,,  +  (At/*  —  ly^)  cos  ß« 

'*     '*  +(A.-*  — A^,)cosY«, 


*j> 
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Wir  nennen  die  Gleichung  (7)  eine  Elasiixitätsbedifigung.  Ist  die 
Anzahl  der  Fachwerkstäbe  r,  so  lassen  sich  r  Elastizitätsbedingungen 
aufstellen. 

4.  —  Die  Aufgabe  der  Theorie  des  Fachwerks  besteht  in  der  Er- 
mittelung der  Stützenwiderstände  und  Spannkräfte,  sowie  in  der  Auf- 
suchung der  Gestalt  des  verschobenen  Fachwerks.  Der  letztere  TeU 
dieser  Aufgabe  ist  als  gelöst  zu  betrachten,  sobald  die  Seitenverschie- 
bungen Ax,  A^,  Ax  sämtlicher  Knotenpunkte  bekannt  sind. 

Als  gegeben  woUen  wir  außer  den  auf  das  Fachwerk  wirkenden 
Lasten  P  und  den  Temperataränderungen  t  vorläufig  auch  die  Ver- 
schiebungen der  Stützpunkte  annehmen;  denn  diese  können  meistens 
nur  geschätzt  oder  durch  Beobachtung  bestinmit  werden;  sie  lassen  sich 
in  den  seltensten  Fällen  durch  die  auf  die  Widerlager  wirkenden  Kräfte 
und  die  Temperaturänderungen  der  Stützen  ausdrücken,  da  wichtige 
Ursachen  jener  Verschiebungen,  wie  das  Nachgeben  des  Baugrundes 
und  die  Formänderung  der  Mauerwerkkörper,  bislang  noch  sehr  wenig 
erforscht  sind. 

Wir  setzen  zunächst  voraus,  daß  an  den  •  AuflagersteUen  keine 
Eeibungswiderstände  auftreten  und  unterscheiden  dann  drei  Arten  von 
Stützung: 

a)  Der  Stützpunkt  w  wird  in  einer  Fläche  geführt.  Der  Stützen- 
widerstand wirkt  rechtwinklig  zu  der  in  i^;  an  jene  Fläche  gelegten 
Berührungsebene;  seine  Bichtung  ist  gegeben,  seine  Größe  wird  gesucht 
Bei  ruhendem  Widerlager  ist  die  Verschiebung  von  w  in  der  Bichtung 
des  Auflagerdruckes  =  0;  im  Gegenfalle  möge  dieselbe  einen  durch  die 
Beobachtung  gefundenen,  gegebenen  Wert  annehmen. 

b)  Der  Stützpunkt  v^  wird  in  einer  Linie  geführt;  er  kann  sich 
in  der  Richtung  der  in  w  an  jene  Linie  gelegten  Tangente  frei  bewegen. 
Der  in  w  angreifende  Auflagerdruck  liegt  in  der  zur  Tangente  recht- 
winkligen Ebene  und  muß  durch  Angabe  zweier  Seitenkräfte  bestimmt 
werden.  Bei  ruhendem  Widerlager  sind  die  in  die  Richtungen  dieser 
Seitenkräfte  fallenden  Seitenverschiebungen  des  Punktes  w  gleich  Null. 
Gibt  das  Widerlager  nach,  so  mögen  jene  Verschiebungen  gegebene, 
durch  Beobachtung  gefundene  Werte  besitzen. 

c)  Kann  sich  ein  Stützpunkt  w  nach  keiner  Richtung  hin  frei  be- 
wegen, so  ist  zur  Bestimmung  des  an  demselben  angreifenden  Wider- 
standes die  Angabe  von  drei  Seitenkräften  erforderlich,  imd  diesen 
Kräften  stehen  bei  nachgebendem  Widerlager  drei  beobachtete  Seiten- 
verschiebungen gegenüber. 

Wie  also  die  Stützung  eiaes  Punktes  w  immer  beschaffen  seio 
mag  —  stets  ist  die  Anzahl  der  an  dem  Auflager  auftretenden  unbe- 
kannten   äußeren  Kräfte   ebenso  groß  wie  die  Anzahl  der  gegebenen 
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Seitenverschiebungen,  welche  letztere  die  Äuflagerbedingungen  genannt 
werden  sollen. 

Die  Anzahl  der  Knotenpunkte  sei  k^  diejenige  der  Stäbe  r. 
Ptrr  jeden  Knotenpunkt  lassen  sich  drei  Oleichgeiüiehtsbedingungen  auf- 
stellen. Bedeuten  nämlich  ö««.?  Q^m^  Qmm  die  den  Achsen  x,  y^  x  pa- 
rallelen Seitenkräfte  der  in  irgendeinem  Bjiotenpunkte  m  angreifenden 
äußeren  Kraft  Q^  femer  Sj,  S,, .  .  .  8^  die  Spannkräfte  in  den  von  m 
ausgehenden  Stäben  und  04,  ag,  .  .  .  otp,  ßi,  ßjj  .  •  •  ß,»j  Tu  Tj»  •  •  •  T* 
die  Neigungswinkel  der  Stabachsen  gegen  die  Achsen  x,  y^  x^  so 
muß  sein: 


(8) 


Q^  +  kScosa  =  0 


Öy«  +  S5cosß  =  0 
1 

ö^  +  SScos7  =  0. 
1 


Im  ganzen  stehen  beim  räumlichen  Eachwerk  zur  Verfügung: 

8  k  Gleichgewichtsbedingungen, 

r  Elastizitätsbedingungen  von  der  Art  der  Gleichung  (7), 

a  Äuflagerbedingungen, 
und  diese  Gleichungen  enthalten  als  Unbekannte: 

r  Spannkräfte  S, 

a  nach  bestimmten  Eichtungen  wirkende  Stützenwiderstände^ 

Sk  Seitenverschiebungen   Aa?,  Ay,  d^x  von  k  Knotenpunkten. 
(Beim  ebenen  Fachwerk  tritt  2  i  an  die  Stelle  von  3fc) 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  ist  also  ebenso  groß  wie  die  Anzahl 
der  Gleichungen.  Letztere  sind  durchweg  vom  ersten  Grade;  sie  lassen 
sich  eindeutig  auflösen,  sobald  ihre  Nennerdeterminante  einen  von  NuU 
verschiedenen  Wert  besitzt  —  was  hier  vorausgesetzt  werden  soll.  Eine 
nähere  Untersuchung  dieser  Nennerdeterminante  ist  überflüssig,  weil 
später  ein  anderer,  viel  einfacherer  Weg  zur  Lösung  der  gestellten  Auf- 
gabe eingeschlagen  und  aus  der  vorstehenden  Untersuchung  nur  gefolgert 
werden  soll, 

daß  sich  die  Spannkräfte  S,  femer  die  nach  bestimmten  Rieh- 
tungen vdrkenden  Stütxenmderstände  C  und  die  Seitenver- 
schiebungen Ax,  Ay,  Az  darstellen  lassen  als  lineare  Funk- 
tionen  der  den  Koordinatenachsen  parallelen  Seitenkräfte  P^, 
P^y  i^s  •  •  •  ^  Lasten,  der  Änd^nrungen  t^,  t^,  t^  ,  .  .  der 
anfänglichen  Stabtemperaturen  und  der  nach  bestimmten  Rieh- 
tungen  erfolgenden  Verschiebungen  h^^,  h^^,  S^s  •  •  •  der  Stütz- 
punkte w. 
Pur  jede  der  zu  suchenden  Unbekannten,  die  wir  allgemein  mit  Z 
bezeichnen  wollen,  ergibt  sich  hiemach  ein  Ausdruck  von  der  Form: 


6 


Emleitong. 


(9)  Z=K,P,+>C,P,+X,P3+... 

+  ^1  *.pi  +  vj  8^  +  V3  8^  +  . . ., 
wobei  X,  |ji,  V  Werte  sind,  welche  von  den  Abmessungen  und  Eich- 
tungen der  Stäbe,  den  Werten  E  und  e,  den  Koordinaten  cc,  y,  z  der 
Knotenpunkte  und  von  der  Art  der  Stützung  des  Fachwerkes  abhängen, 
nicht  aber  von  den  Größen  P,  if,  8^. 

Ist  insbesondere  die  Anzahl  der  Stäbe  und  der  Auflagerkräfte  zu- 
sammen Sk  für  das  räumliche  und  2k  für  das  ebene  Fachwerk,  und 
besitzt  die  Nennerdeterminante  der  Gleichgewichtsbedingungen  einen 
von  NuU  verschiedenen  Wert,  so  ist  es  möglich,  sämtliche  S  und  C 
mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  (oder  mittels  anderer  bequemerer  Ver- 
fahren, die  für  das  ebene  Fachwerk  im  ersten  Bande  mitgeteilt  worden 
sind  und  für  das  räumliche  im  dritten  Bande  folgen  werden)  als  lineare 
Funktionen  der  Lasten  P  darzustellen;  sie  sind  dann  unabhängig  von 
den  t  und  8«^  und  das  Fachwerk  ist  ein  statisch  bestinmites. 

5.  —  Wird  ein  Fachwerk  durch  bestinunte  Lasten  P  beansprucht, 
bestinmiten  Temperaturänderungen  unterworfen,  und  erleiden  die  Stütz- 
punkte bestünmte  Verschiebungen,  so  sagen  wir:  das  Fachwerk  tvird 
von  bestimmten  Ursachen  P,  t,  8^  angegriffen  und  sprechen  dann  kurz 
von  einer  bestimmten  Angriffsweise  des  Fachwerks. 

Erfolgt  die  Stützung  stets  in  denselben  Punkten  und  in  jedem 
dieser  Punkte  inuner  auf  dieselbe  Art,  so  nennen  wir  das  Fachwerk 
ein  solches  von  unveränderlicher  Stütxungsart, 


Kg.  3. 


Fig.  2. 


Fig.  4. 


Beispiele  für  veränderliche  Stützungsart  bieten  die  Figuren  2  bis  4.  An  dem 
in  Fig.  2.  abgebildeten  Auflager  eines  ebenen  Fachwerks  wirken  einer  Yerschiebung 
des  Stützpunktes  in  der  Richtung  des  Pfeiles  1  zwei  Widerstände  V  und  H  entgegen, 
ebier  Verschiebung  in  der  Richtung  3  nur  ein  Widerstand  F,  einer  solchen  in  der 
Richtung  3  nur  ein  W^iderstand  H,  während  sich  der  Punkt  w  in  der  Richtung  4 
frei  bewegen  kann. 

Der  Fachwerkbalken  in  Fig.  3  wird  bei  geringer  Belastung  der  Außenfelder 
nur   in   zwei  Punkten   gestützt  und   ist   dann   statisch   bestimmt.     Infolge  kleiner 


Veränderliche  Stützimgsart  und  Gliedeining. 


Senkungen  der  Enden  kann  er  in  einen  auf  vier  Stützen  luhenden,  mithin  zweifach 
statisch  unbestiminten  Balken  übergehen. 

iäne  mit  der  Angriffsweise  veränderliche  Art  der  Stützung  kann  auch  durch, 
größere  Beibungswiderstände  verursacht  werden.  Erhalt  z.  B.  der  in  Eig.  4  darge- 
stellte ebene  Träger  links  ein  festes  und  rechts ^ein  bewegliches  Auflager,  und  ist 
der  an  dem  letzteren  auftretende  Beibungswiderstand  groß  genug,  um  eine  Bewegung 
des  Stützpunktes  zu  hindern,  so  ist  der  Träger  statisch  unbestimmt  (Bogen  mit  zwei 
Gelenken).  Sonst  ist  er  statisch  bestimmt,  und  es  darf  dann  der  in  der  Auflagerbahn 
wirkende  Widerstand  C=^fB  angenommen  werden,  wo  f  die  Reibungsziffer  und  B 
den  zur  Auflagerbahn  rechtwinkligen  Widerstand  bedeutet.  Der  Sinn  von  C  ist 
entgegengesetzt  dem  Sinne  der  Verschiebung  des  Stützpunktes  w. 

Laßt  sich  ein  Fach  werk  in  Teile  zerlegen,  welche  im  Falle  un- 
elastischer Stäbe  starr  wären,  nnd  ist  die  gegenseitige  Stützung  dieser 
Teile  von  unveränderlicher  Art,  sind  femer  sämtliche  Stäbe  widerstands- 
fähig gegen  Zug  und  Druck,  so  bezeichnen  wir  das  Fachwerk  als  ein 

solches  von  unveränderUcher  Gliederung. 

Ein  Beispiel  von  veränderlicher  Gliederung  infolge  wechselnder  Art  der  gegen- 
seitigen Stützung  einzelner  Teile  zeigt  Fig.  5.  Dieselbe  stellt  zwei  durch  ein  Gelenk 
G  verbundene  gegliederte  Scheiben  eines  ebenen 
Fachwerks  dar.  Die  Scheiben  sind  so  geformt, 
daß  sie  sich  infolge  einer  sehr  kleinen,  im  Sinne 
der  beigefügten  Pfeile  erfolgenten  Di-ehung  in  den 
Punkten  m  berühren,  während  sie  bei  Eintritt 
einer  entg^engesetzten  Drehung  nur  in  O  auf- 
einander wirken.  Im  zweiten  Falle  sind  die 
beiden  Punkte  m  als  zwei  verschiedene  Knoten 
za  behandeln,  und  es  ergeben  sich  für  dieselben 

vier  Gleichgewichtsbedingungen.    Andernfalls  bilden  sie  einen  einzigen  Knotenpunkt, 
für  den  sich  nur  zwei  Gleichgewichtsbedingungen  aufstellen  lassen. 

Eine  veränderliche  Gliedeining  liegt  auch  vor,  wenn  das  Fachwerk  Stäbe  besitzt, 
die  nur  nach  einer  Richtung  widerstandsfähig  sind,  die  also  aus  Seilen  oder  Ketten 
bestehen  und  deshalb  nur  Zugkräfte  aufnehmen  können,  oder  die  sich  mit  halbzylin- 
diischen  Endflächen  gegen  die  in  den  Knoten  angeordneten  Gelenkbolzen  stützen  und 
infolgedessen  nur  Widerstand  gegen  Druck  leisten. 

Das  wichtigste  Beispiel  hierfür  ist  der  im  ersten  Bande  (§  M)  dieses  Buches 
untersuchte  Fachwerkbalken  mit  Gegendiagonalen.  Die  früher  fiir  diesen  Ti-äger  auf- 
gestellte Theorie  ist  durch  die  Bemerkung  zu  vervollständigen,  daß  zuweilen  in  allen 
oder  einzelnen  Feldern  beide  Diagonalen  gleichzeitig  gespannt  werden,  und  der  Träger 
infolgedessen  statisch  unbestimmt  wird,  daß  aber  die  genaueren  Werte  der  Spann- 
kräfte von  den  früher  angegebenen  stets  sehr  wenig  abweichen  und  die  schärfere 
Berechnung  deshalb  unterbleiben  darf. 

Ein  anderes  Beispiel  führt  die  Fig.  6  vor.  Das  hier  abgebildete  ebene  Fach- 
werk ist  im  allgemeinen  fünffach  statisch  unbestimmt,  weil  es  36  Knotenpunkte  und 
74  Stäbe  besitzt,  mithin  die  Anzahl  der  Stäbe  um  5  größer  ist  als  die  Zahl  2-36  —  3 
=  69,  wo  3  =  Anzahl  der  an  den  Widerlagern  auftretenden  Unbekannten*).  Sind 
die  Stäbe  1  bis  9  nur  imstande,  Zugkräfte  zu  übertragen,  und  wird  das  Fachwerk 
so  beansprucht,   daß  die  Stäbe  2  und  3  spannungslos  werden,   so  ist  es  für  die 
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*)  Man  erkennt  dies  auch  ohne  weiteres,  wenn  man  an  das  statisch  bestimmte 
Dreiecksystem  die  Knotenpunkte  e  und  f  mittels  der  Stäbe  1,  4,  6  und  9  anschließt. 
Die  Stäbe  2,  3,  5,  7,  8  sind  dann  überzählig. 
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fragliche  Angriffsweise  nur  dreifach  statisch  unbestimmt.  Werden  auch  noch  5,  7, 
8  spannungslos,  so  treten  1,  4,  6,  9  ebenfalls  außer  Tätigkeit  (weil  sonst  Gleich- 
gewicht an  den  Knoten  e  und  f  nicht 
möglich  ist)  'und  das  Fachwerk  geht  in 
ein  statisch  bestimmtes  über. 

Die  Untersuchimg  von  Fach- 
werken mit  veränderlicher  Gliede- 
rung  und  Stützungsart  kann  großen 
Schwierigkeiten  begegnen,  da  es 
häufig  nicht  möglich  ist,  von  vorn- 
herein die  bei  einer  bestimmten 
Rg.  6.  Angriffsweise  'in  Tätigkeit  treten- 

den einseitig  widerstehenden  Stäbe 
zu  bezeiclmen  und  die  augenblickliche  Art  der  gegenseitigen  Stützimg 
einzelner  Teile  des  Fachwerks,  sowie  die  Art  der  Stützung  durch  die 
Widerlager  anzugeben,  so  daß  man  vielfach  auf  den  Weg  des  Yersuchs 
angewiesen  ist. 

8.  —  Bei  einem  Fachwerke  von  unveränderlicher  Gliederung  und 
Stützungsart  sind  die  Zahlen  i,  r,  a  (vergL  S.  5),  femer  die  in  der 
Gleichung  (9)  auftretenden  Werte  x,  ji,  v  unabhängig  von  der  Angriffs- 
weise. Wirken  auf  das  Fachwerk  einmal  die  Ursachen,  P',  t\  hjj  hier- 
auf die  Ursachen  P",  t'\  hj\  und  entspricht  den  ersteren  der  Wert 
Z'  der  gesuchten  Unbekannten,  den  letzteren  der  Weil:  Z'\  so  folgt 
aus  den  linearen  Beziehungen  (9),  für  den  von  den  Ui-sachen  P',  t\ 
hj,  P"^  t'\  hj'  hervorgerufene  Wert  Z  die  Gleichung 

Es  ist  also  bei  der  Bestimmung  der  Spannkräfte  S^  sowie  der  nach 
bestimmten  Richtungen  wirkenden  Auflagerkräfte  und  der  nach  be- 
stimmten Richtungen  gebildeten  Seitenverschiebungen  der  Knotenpunkte 
zulässig,  die  Einflüsse  der  einzelnen  auf  das  Fachwerk  wirkenden  Ur- 
sachen geti-eimt  zu  ermitteln  und  schließlich  zusammen  zu  zählen  —  ein 
sehr  wichtiges  Gesetz,  welches  in  der  Folge  das  Gesetz  von  der  Zusammen- 
xählung  der  einzelnen  Wirkungen  genannt  werden  solL  Dasselbe  gilt 
nui"  für  Fachwerke  von  unveränderhcher  Gliederung  und  Stützungsali;. 
Hat  man  aber  bei  Untersuchung  eines  in  bestimmter  Weise  ange- 
griffenen Fachwerks  mit  einseitig  widerstehenden  Stäben  die  wirkungs- 
losen Stäbe  ausgeschieden,  so  darf  man  auf  das  übrig  bleibende  Stab- 
gebilde das  eben  bewiesene  Gesetz  anwenden.  Hierbei  dürfen  die 
Einflüsse  der  einzelnen  Ursachen  auf  die  Spannkraft  S  eines  nur  gegen 

i-p.    ^A  widerstandsfähigen  Stabes  I     ^,., .  ^  >   ausfallen.     Bedingujig   ist 

nur,  daß  sich  für  die  Summe  S  sämtlicher  Beiträge  ein    j^o^fj^^j.}  Wei-t 
ergibt.    Auch  wenn  die  Stützungsali  veränderlich  ist,  darf  jenes  Gesetz 


Gesetz  von  der  Zusammenzähliing  der  einzelnen  Wirkungen.  9 

—  falls  eine  bestimmte  Angriffeweise  vorliegt  —  angewendet  werden. 
Es  ist  dann  zunächst  die  Axt  der  augenblicklichen  Stützung  zu  er- 
mitteln, und  diese  Stützungsart  muß  der  Berechnung  sämtlicher  ein- 
zelner Wirkungen  zugrunde  gelegt  werden.  Dies  gilt  sowohl  für  die 
Stützung  durch  die  Widerlager,  als  auch  für  die  gegenseitige  Stützung 
einzelner  Teile  des  Fachwerks. 

b.  Geseb  der  virtuellen  Verschiebungen.    Arbeitsgleichungen. 

Clapeyronsches  Gesetz. 

7.  —  Um  zu  einer  sehr  einfachen  und  fruchtbaren  Beziehung 
zwischen  den  Änderungen  As  der  Stablängen  und  den  von  denselben 
Ursachen  herrührenden  Verschiebungen  der  Fachwerksknoten  zu  ge- 
langen, multiplizieren  wir  die  auf  Seite  8  abgeleitete  Gleichung 
A«,»  =  (äxj,  —  A«i)  cos  o,*  +  (A^»  —  Ay<)  cos  ß,*  -f  (A^*  —  A^,)  cos  y^k 
mit  einer  Spannkraft,  welche  im  Stabe  i  —  k  durch  irgendeinen  nur 
gedachten  Belastungszustand  des  Fachwerks  erzeugt  sein  möge,  und  die 
zur  Unterscheidung  von  der  wirkHchen  Spannkraft  8»,  mit  S«  bezeichnet 
werden  soll  Hierauf  stellen  wir  eine  ähnliche  Gleichung  für  jeden 
Stab  auf,  addieren  alle  diese  Gleichungen  und  erhalten: 

S  8,u  A5|*  =  S  [Sit,  (AXfc  —  Ax,)  cos  o,*  +  S,»  (Ay*  —  Ai/,)  cos  ß,» 

+  Sit,  (A;tfc  —  Aa^)  cos  YiJ, 
wofür  auch  geschiieben  werden  darf: 

(10)  2  S,fc As,*  =  —  2  [(Stu  cos  fl^jfc Ax,  +  Sij,  cos  ßi» Ay,  +  S^  cos  y,» Ax,) 

+  (S«  cos  a»,  Ax»+ S^i  cos  ßk<Ai/»  +  S»,  cosy*,  AxJ], 
deim  es  ist  cos  a«  =  —  cos  a<»,  cos  ß*,  =  —  cos  ß,*,  cos  y»,  =  —  cos  7<a., 
hingegen  /S^,  =  S,*.  Man  vergleiche  die  auf  ein  ebenes  Fach  werk  sich 
beziehende  Figur  7,  in  welcher  die  S  als  Kräfte  aufgefaßt  worden  sind, 
welche  an  den  Knotenpunkten  angrei- 
fen, also  den  weggenommenen  Stab  ^k  J 


I 


ersetzen. 

Das  Bildungsgesetz  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (10)  läßt  sich  wie  folgt 
aiLssprechen:  Man  zerlege  die  in  i 
wirkende  Kraft  Ä^*  in  die  den  Achsen 
X,  y,  X  parallelen  Seitenkräfte  Si^cos  a,*, 

S.tCos  ß<4,  Sil,  cos  Y<»i  multipliziere  diese       -4- ^a> 

Kräfte  der  Reihe  nach  mit  den  Seiten- 
Verschiebungen  Aa;,,  Ay,,  A^,  ihres  An-  ^^-  '^• 
griffepunktes    i,    verfahre    in    gleicher 

WeLse  mit  sämtlichen  Kräften  S  und  addiere  alle  diese  Produkte..  Ordnet 
man  nun  die  so  erhaltene  Summe  nach  den  Knotenpunkten  und  be- 
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zeichnet  die  OrdnungsziEfer  eines  beliebigen  Knotens  mit  m,  so  ge- 
langt  man  (wenn  man  auf  der  linken  Seite  den  jetzt  entbehrlichen 
Zeiger  ik  fortläßt)  zu  der  Gleichung 

(11)  S SA5  =  —  2(Ax^X5 cos  a  +  Ay^S^Ä cos  ß  +  A^^X^cos  y), 

in  welcher  sich  die  Summen  2^Scos*a,  S^Scosß,  S^Scosy  über 
alle  in  m  angreifenden  Spannkräfte  S  erstrecken. 

Die  äußeren  Kräfte  des  geduckten  Belastungszustandes  sollen,  da- 
mit sie  von  den  in  Wirklichkeit  auftretenden  äußeren  Kräften  Q^ 
imterschieden  werden,  mit  Q^  bezeichnet  werden;  sie  mögen  mit  den 
Achsen  a?,  y,  x  die  Winkel  ^,  t)^,  S^  eiaschließen.  Hinsichtlich  der 
Kräfte  Q  und  8  tvird  nur  vorausgesetzt,  daß  sie  miteinander  im 
Oleichgewichte  sind.  Für  den  Knotenpunkt  m  erhält  man  die  Be- 
dingungen: _         _  _ 

Qm  cos  ^  +  X  S  cos  a  =  0 
(12)  O.  cosif)^  +  XS  cos  ß  =  0 

Qm  cos  C^  4-  S^S  cos  Y  =  0, 
und  es  läßt  sich  mm  (11)  umformen  in; 

S  Q^  (Ax^  cos  $^  +  tiy^  cos  v  +  ^^m  cos  C^)  =  S  S As. 

Diese  Gleichung  kann  man  aber  noch  kürzer  fassen,  wenn  man 
beachtet,  daß  die  Projektion  h^  der  wirklichen  Verschiebung  mrn  des 
Knotens  m  auf  die  Richtung  der  gedachten  Kraft  Q^  durch  die  Formel 

8^  =  Ax^  cos  ^  +  Aj^^  cos  V  +  ^^m  cos  ^^ 
bestimmt  ist     Es  ergibt  sich  dann  die  Gleichung: 

(13)         2ä:».  =  SSAs, 
in  welche  die  Verschiebung  8^  als  positive  oder  negative  Größe  ein- 
zuführen ist,  je  nachdem  sie  denselben  oder  den  entgegengesetzten  Sinn 
hat  wie  die  Bj-aft  Q^, 

Das  Produkt  QJh^  läßt  sich  als  diejenige  mechanische  Arbeit 
deuten,  welche  die  Kraft  Q^  verrichtet,  wenn  ihr  Angriffspunkt  m  im 
Sinne  von  Q^  um  die  Strecke  h^  verschoben  wird.  Um  nun  auszu- 
drücken, daß  diese  Verschiebung  durch  Ursachen  erzeugt  wird,  welche 
von  den  Kräften  Q  ganz  unabhängig  sind,  bezeichnet  man  8^  als  eine 
virtuelle  Verschiebung  des  Angriffspunktes  m  der  Kraft  Q^  und  nennt 
das  Produkt  Q^h^  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  Q^.  Ebenso  bezeichnet 
man  den  Ausdruck  ( —  S^^^Sij)  als  die  virtuelle  Arbeit  der  beiden  in 
dem  Knotenpunkt  i  und  k  angreifenden,  gegeneinander  gerichteten 
Kräfte  S,*  (Kg.  7)  und  As^t  als  die  gegenseitige  virtuelle  Verschiebung 
ihrer  Angriffspunkte. 

Die  Gleichung 

2  0^8^  — SSAs  =  0 
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drückt  demnach  den  unter  dem  Namen  Prinzip  der  virtuellen  Oe- 
sckwindigkeiten  (oder  besser:  Oesetx  der  virttteüen  Verschiebungen) 
bekannten  Satz  aus: 

Die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  sämtlicher  in  den  Knoten- 
punkten angreifenden  äußeren ^und  inneren  Kräfte  Q  und  8  ist  im 
FaUe  einer  verschunndend  kleinen  Farmver- 
änderung  des  Ftichwerks  gleich  Nuü.  y^\  -y 

Man  nennt  auch  das  Produkt  (+  5,» As,»)  ^  ^y         \  y 

die  virtuelle  Formänderungsarbeit  des  durch 
die  beiden  Kräfte  Si^,  beanspruchten  Stabes  s^j, 
und  den  Ausdruck  2  SAs  die  virtuelle  Form- 
äaderongsarbeit  des  Fachwerks.  Die  Glei- 
chung (13)  sagt  also  aus:  daß  die  virtuelle  Ar-  "^  ^j>^ 
beit  der  äußeren  Kräfte  ebenso  groß  ist  une  die  jig.  8. 
virtueUe  Formänderungsarbeit  des  Fachwerks, 

Die  Anwendung  dieses  Gesetzes  auf  den  wirklichen  Belastungs- 
zustand und  den  wirklichen  Formänderungszustand  liefert  die  Gleichung: 

(14)         SÖ^8^  =  SSA5, 
in  welcher  jetzt  8^  die  Projektion  des  wirklichen  Weges  des  Ejiotens  m 
auf  die  Richtung  von  Q^  bedeutet 

Wir  werden  die  Gleichungen  (13)  und  (14)  auch  als  Arbeitsbe- 
dingungen oder  Arbeitsgleichungen  bezeichnen  und  z.  B.  die  am  häufig- 
sten benutzte  Gleichung  (13)  kurz  die  Arbeitsgleichung  für  den  Be- 
lasiungsxustand  (Q)  nennen,  wobei  wir  dann  stillschweigend  voraus- 
setzen, daß  es  sich  um  den  wirklichen  Verschiebungszustand  handelt 

8.  —  Für  die  Folge  ist  es  wichtig,  die  von  den  äußeren  Kräften  Q 
verrichtete  mechanische  Ai'beit  A  zu  bestimmen,  und  zwar  für  den 
Fall,  daß  das  anfangs  spannungslose  Fachwerk  keinen  Temperatur- 
änderungen unterworfen  wird 

Die  äußeren  und  inneren  Kräfte  wachsen  allmählich  von  Null  bis 
zu  ihren  Endwerten  Q  und  S  an.  Sind  ©.,  5,  gleichseitige  Zwischen- 
werte dieser  Kräfte,  und  nehmen  in  dem  Augenblicke,  in  welchem  die 
Q^  und  Ä,  wirken,  die  Yerschiebungen  8  und  A5  um  db  und  d{äs) 
zu,  80  ist  nach  (13): 

2Ö.d8  =  Sfi:.dAs, 
und  diese  Gleichung  gut  für  jedes  der  unendlich  kleinen  Zeitteilchen, 
in  welche  sich  die  ganze  Bewegungsdauer  zerlegen  läßt    Hieraus  folgt 

aber   (mit  äs  =  -^j  : 

Q  S  S 


(15)       ^JQ^dh  =  S  fsjäs  =  S  f  S, 

0  0  0 


dS^s       ^    S^s         1  ^o.. 
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Da  nun  nach  (14) 


iSÄA5  =  iS(?^»^ 


ist,  so  erhält  man  für  die  gesuchte  Arbeit  A  =  ^jQ^dh  den  Ausdruck: 

(16)         ^  =  iSÖ.». 

und  gelangt  zu  dem  zuerst  von  Clapeyron  bewiesenen  Gresetze: 

Wird  ein  anfangUch  spannungsloses  Fachwerk,  dessen  Tem- 
peratur sich  in  keinem  Punkte  ändert  y  von  äußeren  Kräften 
ergriffen,  welche  allmählich  von  Null  aus  amoaehsen,  so  ist 
die  mechanische  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  unabhängig  von 
dem  Gesetze,  nach  welchem  diese  Kräfte  zunehmen  und  auch 
unabhängig  von  der  Reihenfolge,  in  der  die  äußeren  Kräfte 
am  Fachwerke  angebracht  werden;  sie  ist  stets  halb  so  groß, 
als  wenn  sämtliche  Kräfte  Q  ioährend  der  ganzen  Form- 
änderung ihre  Endwerte  hätten. 


c)  Anwendung  der  Gleichung  .2QS  =  2/S'A^  auf  statisch  bestimmte  Fach- 

werice.    Die  Maxwellschen  Gleichungen. 

9.  -T-  Die  Ändeiiingen  As  der  Stablängen  s  eines  statisch  be- 
stimmten Fach  Werks  seien  bekannt;  auch  seien  die  durch  Nachgeben 
der  elastischen  Widerlager  entstandenen  Yerschiebungen  der  Stützpunkte 
gegeben.    Zu  lösen  seien  folgende  Aufgaben: 

i.  Aufgabe,  Gesucht  ist  die  Strecke  8^,  um  welche  sich  die  Ent- 
fernung zweier  Knotenpunkte  m  und  m^  ändert 

Man  nehme  in  m  und  m^  zwei  entgegengesetzt  gleiche,  zusammen- 
fallende Kräfte  von  der  Größe  eins  an  (Fig.  9)  und  wähle  ihren  Sinn 

so,  daß  sie  infolge  der  Vergröße- 
rung der  Entfernung  mm^  um 
8«  die  positive  virtuelle  Arbeit 
1  •  8^  veiTichten.  Hierauf  be- 
stimme man  mit  Hilfe  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen die  von 
jenen  Kräften  erzeugten  Stützen- 
widerstände C  und  Spannkräfte  S 
und  schreibe  für  diesen  gedach- 
ten  Belastungszustand   die   Ar- 


Fig.  9. 


beitsgleichung  2ö8  =  2ÄAsan.    Bezeichnet  man  die  virtuelle  Arbeit 
der  Kräfte  C  mit  L,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(17)         l-8^-fr=2SAÄ, 
aus  welcher  sich  8»  immittelbar  berechnen  läßt 


Formänderung  statisch  bestimmter  Fachwerke. 
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Diese  zuerst  von  MaxweU  (unter  der  Voraussetzung  L  =  0)  auf- 
gestellte Beziehung  zwischen  den  Änderungen  ^s  und  der  gegen- 
seitigen Verschiebung  zweier  Bjiotenpunkte  büdet  die  Grundlage  für 
alle  folgenden  Untersuchungen. 

Die  beiden  in  m  und  m^  angreifenden  Kräfte  Eins  mögen  die  Be- 
lastungseinheiten  des  Punktpaares  m,  m^  genannt  werden  und  8^  die  gegen- 
sdtige  Verschiebung  des  Punktpaares  m,  w^.  Ist  m^  ein  außerhalb 
des  Fachwerks  liegender  fester  Punkt,  so  gibt  die  Gleichung  (17)  die 
Verschiebung  h^  des  Knotens  m  im  Sinne  mim  an,  d.  h.  die  Projektion 
des  Weges  des  Kiiotens  m  auf  die  Rich- 
tung m^m,  Fig.  10  veranschaulicht  den 
Fall  zweier  anfänglich  senkrecht  übereinan- 
der liegender  Punkte  m,  m^ ;  sie  stellt  einen 
Teil  eines  OerberBchen  Balkens  vor,  dessen 
schwebender  Teil  (I)  bei  m  ein  bewegliches  ^S-  10- 

Auflager  erhält. 

Es  sei  beispielsweise  die  Angabe  gestellt,  für  den  in  der  Figur  11  angegebenen 

Belastungszustand  eines  Bogenträgers  mit  drei  Gelenken  die  wagerechte  Verschiebung 

8*  des  Scheitelgelenkes  O   zu   berechnen.    Infolge   der  Elastizität   der  Widerlager 

mögen  sich  die  Kämpfergelenke  Ä  und  B  in  wagerechter  Richtung  um  f^  beziehungs^ 

weise  £,  verschieben  und  in  senkrechter  Richtung  um  %  bezw.  t^.    Die  Richtungen 

dieser  Verschiebungen  sind  in  Fig.  11  durch  gestrichelte  Pfeile  angedeutet  worden. 

Ss 
Es  sollen  Temperaturveränderungen  berücksichtigt  werden.  Dann  ist  A»  =    „j^  -\-  tts^ 

welcher  Wert  nach  Ermittelung  der  wirklichen  Spannkräfte  S  für  jeden  Stab  des 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


Fachwerks  berechnet  wird.  Fig.  12  gibt  den  gedacfUen  Belastungszustand  an.  Die 
Verschiebung  8»  soU  nach  links  positiv  gezählt  werden,  und  es  wurde  daher  in  Q 
eine  nach  links  gerichtete  Last  Eins  angenommen;  diese  ruft  Kämpferdrücke  Äi  und 
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Kf  hervor,  welche  beziehungsweise  die  Richtungen  ÄG  und  GB  haben  und  durch 
das  Eräftedreieck  ORT  bestimmt  sind.  Ihre  wagerechten  und  senkrechten  Seiten- 
kiäfte  seien  ^|,  J9^,  J.,  B,    Die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  ist  dann: 

denn  die  Kräfte  -4.,  H^  haben  den  entgegengesetzten  Sinn  wie  die  Verschiebungen 
Tj,,  5n  während  5,  H^  von  gleichem  Sinne  sind  wie  die  Verschiebungen  r^^  £^ 
Die  Bedingung:  _         _ 

1 .  5*  +  r=  S  5A5  liefert 

In  gleicher  Weise  kann  man  die  senkrechte  Verschiebung  i5,  des  Scheitel- 
gelenkes G  bestimmen  und  hierauf  ^h  und  S«  zur  Gesamtverschiebung  des  Punktes 
G  zusamensetzen. 

2.  Aufgabe.  Es  wird  die  Änderung  h^  des  Winkel  9  gesucht, 
welchen  die  beiden  durch  die  Bjiotenpunkte  i,  k  bezw.  i^,  k^  bestimmten 
Geraden  (m)  und  (m^)  eines  ebenen  Fachwerks  miteinander  bilden. 
Mg.  13.  _ 

Um  8^  zu  erhalten,  wird  die  Gleichung  2Qh  =  2S^s  auf  den 
in  der  Figur  13  dargestellen  gedachten  Belastungszustand  und  den 
tüirklichen   Verschieimngsxustand  angewendet    In  i  und  k  sind  zwei 


zur  Geraden  (m)   rechtwinkUge,    entgegengesetzt   gleiche   Kräfte    von 

1*) 
der  Größe  —  '^  angenommen   worden,    und   in   i^    imd  k^  zwei    zur 

e 
Geraden  (m^)  rechtwinklige,  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  — .  Der  Sinn 


1 
dieser  Kräfte  wurde  so  gewählt,    daß  die  beiden  Kräftepaare  (deren 

Momente  gleich  —  c  =  1  und  gleich  —  e^  =  1  sind)  infolge  Vergröße- 


«1 


^,   1       ^1       Tr    *x  •  1    VL       Längeneinheit 

*)  —  =  1  —  =  KrafteiiiJieit  x ^^ , 

e  e  € 
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rung  des  Winkels  9  um  8^  die  positive  Arbeit  1  •  8„  verrichten.  Der 
Wert  dieser  Arbeit  ergibt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Dreht   sich   eine  unbegrenzte  Gerade  (w),   welche  die  Angriffs- 
punkte i  und  k  eines  zur  (w)  rechtwinkligen  Kräftepaares  enthält  (Fig.  14), 
um  den  verschwindend  kleinen  Winkel  t  in  die  Lage  {m\  und  sind  i\  k' 
die  schließlichen  Lagen  von  /,  Ä-, 
so  nehme  man,  behufs  Bestim- 
mung   der   Arbeit    des   Kräfte- 
paares, zunächst  an,  daß  i  und 
Ä:  die  Kreisbogenteilchen  ii"  und 
kk"  beschreiben,  deren  gemein- 
samer Mittelpunkt  der  Schnitt- 
punkt  von    (jn)   und   {jn)    ist. 
Hierauf  verschiebe  man  i"  und 

k"  in  die  Lagen  i  und  k\  Während  des  ersten  Teiles  dieser  verschwin- 
dend kleinen  Bewegung  verrichtet  das  Kräftepaar,  dessen  Moment  M=Qe 
sein  möge,  die  Arbeit  Qii'  —  Qkk"  =  Qex  =  JlfT,  und  während  des 
zweiten  Teiles  ist  die  geleistete  Arbeit  =  0,  weil  die  Yerschiebungen  i"i' 
und  k"k'  rechtwinklig  zu  Q  sind.  Mithin  gibt  Jfx  die  Gesamtarbeit 
des  Kräftepaares  an.  Drehen  sich  also  die  Geraden  (w)  und  {m^)  der 
Figur  13  im  Sinne  der  in  i  und  k  beziehungsweise  in  i^  und  k^  an- 
greifenden Kräftepaares  (deren  Momente  =  1  sind)  um  die  Winkel  t 
und  Tj,  so  ist,  wegen  x  +  Xj  =5«,  die  von  beiden  Paaren  verrichtete 
Arbeit  =  1  •  x  -j-  1  •  '^i  =  1  S«?  wobei  8^  als  Bogenlänge  für  den  Halb- 
messer 1  aufzufassen  ist. 

Bezeichnet  man  nun  die  virtuelle  Arbeit  der  von  den  beiden 
Kräftepaaren  etwa  erzeugten  Stützenwiderstände  mit  L  und  die  Spann- 
kräfte des  gedachten  Belastungszustandes  mit  S,  so  ergibt  sich  zur 
Bestimmung  von  8„  die  mit  (17)  der  Form  nach  übereinstimmende 
Gleichung: 

8«  +  L  =  25As. 

Sind  ij  und  k^  zwei  außerhalb  des  Fachwerks  gelegene  feste  Pimkte, 
so  liefert  die  vorstehende  Gleichung  den  Drehungswinkel  8^  der  Ge- 
raden m. 

Die  Änderung  8«  des  Winkels  9  in  Figui*  13  nennen  wir  die 
gegenseitige  Drehung  des  Oeradenpaares  {m)  {m^)  und  die  vier  in  i,  A:,  i^ ,  k^ 

angreifenden  Kräfte  ( — ,  — )  fassen  wir  unter  dem  Namen  Belastungs- 


einheit des  Oeradenpaares  (nt)  (m^)  zusanmieu.  Es  entsprechen  diese  Be- 
griffe den  auf  Seite  13  erklärten,  auf  das  Punktpaar  m,  ni^  sich  be- 
ziehenden. 

10.  —  Bei  Lösung  der  beiden  in  Nr.  9  vorgeführten  Aufgaben 
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ist  nach  folgender  Begel  verfahren  woi-den.  Um  die  Verschiebung  hez\\\ 
Drehung  8^  zu  bestimmen,  wurde  das  Fachwerk  so  belastet  gedacht, 
daß  die  angenonmienen  Lasten  zusammen  die  virtuelle  Arbeit  1  •  8^ 
verrichten.  Auf  diesen  gedachten  Belastungszustand  und  auf  den  wirk- 
lichen Verschiebungszustand  wurde  die  Bedingung  2Qh^  =  SiSA«  ange- 
wendet und  eine  Gleichung  erhalten,  aus  welcher  sich  8^  unmittelbar 
berechnen  ließ. 

Nach  dieser  Begel  lassen  sich  nun  die  verschiedenartigsten  Auf- 
gaben lösen. 

Soll  beispielsweise  für  ein  ebenes  Fachwerk  die  Änderung  8«  der 
in  bestimmter  Bichtung  gemessenen  Entfernung  mf  eines  Knotens  m 
von  einer  durch  zwei  Knoten  i  und  k  gehenden  Geraden  (m^)  er- 
mittelt werden,  so  denke  man  das  Fachwerk  auf  die  in  Fig.  15  an- 


Fig.  15. 

gegebene  Weise  belastet.  Die  in  m  angenommene  Last  Eins  hat  die 
Bichtung  fni]  die  ihr  parallelen,  in  i  und  k  wirksamen  Kräfte  1  -— 

V 

und  1  -j  besitzen  eine  mit  der  Geraden  7nf  zusammenfallende,  von  7n 

nach  f  gerichtete  Mittelkraft  von  der  Größe  eins.  Die  gesamte  vir- 
tuelle Arbeit  dieser  drei  Lasten  ist  =  1  •  8«,  und  es  ergibt  sich  daher 
nach  Berechnung  der  von  diesen  Lasten  hervorgerufenen  Spannkräfte  S 
und  Stützenwiderstände  (welche  letztere  die  Arbeit  L  verrichten  mögen) 
die  Arbeitsbedingung: 

1.8^  +  L  =  2SA5, 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  die  Gleichung  (17). 

Noch  verschiedenartiger  sind  die  bei  räumlichen  Fachwerken  zu 
stellenden  und  mit  Hilfe  der  oben  angegebenen  Begel  lösbaren  Auf- 
gaben. Wir  begnügen  uns  damit,  eine  derselben  anführen.  Es  sei 
die  Änderung  der  Länge  des  Lotes  gesucht,  welches  von  eioem  Knoten- 
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punkte  7fh  auf  die  durch  irgend  drei  Knotenpunkte  A,  i,  k  bestimmte 
Ebene  \ni^  gefällt  ist  und  dessen  Pußpunkt  f  seiu  möge.  Man  nehme 
in  7»  eine  von  f  nach  m  gerichtete  Last  Eins  an,  femer  drei  in  Ä,  i,  A- 
angreifende,  zur  Ebene  [m^]  rechtwinklige  Lasten,  deren  Mittelkraft  in 
die  Gerade  mf  fallt,  von  m  nach  f  gerichtet  ist  und  die  Größe  Eins 
besitzt  Die  Gtesamtarbeit  der  vier  Lasten  ist  dann  =  1-5^,  und  das 
oben  angegebene  Verfahren  ermöglicht  wieder  die  unmittelbare  Be- 
rechnung von  5«. 


d.  Anwendung  der  Gleichung  2QS  =  2/SA5  auf  statisch  unbestimmte 

Fachwerke. 

11.  —  Wir  leiten  die  Berechnung  der  statisch  unbestimmten  Fach- 
werke durch  Lösung  einer  einfachen  Aufgabe  eiu,  wenden  aber  hierbei 
ein  ganz  allgemeines,  stets»  zum  Ziele  führendes  Verfahren  an. 

Es  soll  der  in  Eig.  16  dargestellte,  über  drei  Öffnungen  gespannte 
ebene  Bogenträger  untei-sucht  werden.    Bei  A  imd  D  sind  feste,  bei 


Fig.  16. 

B  und  C  bewegliche  Auflagergelenke  angeordnet  In  den  auf  wage- 
rechten Geraden  geführten  Stützpunkten  B  und  C  greifen  senkrechte 
Widerstände  B  und  G  an.  Die  senkrechten  und  wagerechten  Seiten- 
kräfte der  in  A  und  D  wirksamen  Auflagerkräfte  seien  A  und  11^ 
beziehungsweise  B  und  X^, 

Die  Anzahl  der  an  den  Auflagern  auftretenden  unbekannten  Kräfte 
ist  =  6,  die  Anzahl  der  Stäbe  =  83,  diejenige  der  Knotenpunkte  =  43. 
Da  6  -f  83  >  2  .  43  ist,  so  ist  das  Fachwerk  (Bd.  I  Absch.  XHI) 
statisch  unbestimmt,  und  zwar  ist  es  dreifach  statisch  unbestimmt,  weü 
6  -j-  83  —  2  •  43  =  3  ist*).     Werden   drei    der  zu  berechnenden  Un- 


*)  Man  erkennt  auch  ohne  weiteres,  daß  der  aus  drei  gegiiedei-ten  Scheiben 
und  zwei  Stäben  hh^^  cc^  bestehende  Träger  statisch  bestinumt  wäre,  wenn  nur  drei 
Stötzenwiderstände  vorhanden  wären.  Nun  treten  aber  deren  6  auf,  so  daß  eine 
dreifache  Unbestimmtheit  vorliegt. 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  2 


18  Einleitung. 

bekannten  zunächst  als  gegeben  angenommen,  z.  B.  die  Auflagerkraft  -X. 
(deren  Angriffspunkt  die  Ordnimgsziffer  a  erhalten  möge)  und  die  Spann- 
kräfte Jfj  und  X^  der  beiden  Stäbe  bb^  und  cc^,  so  lassen  sich  die 
übrigen  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  für  jeden  Belastungszustand  mit 
Hilfe  der  Gleiehgewichtsbedingungen  eindeutig  berechnen.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  der  beiden  Stäbe  bb^ 
und  cci  und  durch  Umwandlung  des  festen  Auflagergelenkes  D  in  ein 
auf  wagerechter  Bahn  verschiebbares  statisch  bestimmt  gemacht,  imd 
hierauf  werden,  damit  der  Spannungszustand  des  Fachwerks  ungeändert 
bleibt,  die  Spannkräfte  Jf^,  X^  der  beseitigten  Stäbe  als  äußere  Kräfte 
wieder  hinzugefügt.  Auch  wird  in  a  die  wagerechte  Kiuft  X^  angebracht 
Fig.  17.  Die  Kräfte  JC„,  JYj,  X^  in  Fi{].  17  werden  vorübergetieiid  xit 
den  Lasten  gerechnet. 


Fig.  17. 

Das  in  Fig.  17  dargestellte  statisch  bestimmte  Fachwerk  nennen 
wir  das  Hauptsystem  des  fraglichen  Trägers;  seine  Stäbe  heißen  die 
Hauptstäbe  oder  auch  die  notwendigen  Stäbe,  während  bb^  und  cc^ 
in  Fig.  16  überzählige  Stäbe  genannt  werden.  In  gleicher  Weise  unter- 
scheidet man  notwendige  und  überzählige  Auflagerkräfte,  Eine  übei- 
zählige  Auflagerkraft  ist  X^  in  Fig.  16. 

Die  Spannkraft  S  in  irgend  einem  Hauptstabe  ist,  da  sämtliche 
Gleiehgewichtsbedingungen  vom  ersten  Grade  sind,  eine  lineare  Funktion 
der  Kräfte  P,  Jl^,  Jf^,  X^\  sie  läßt  sich  in  der  Form  darstellen: 

(18)        S  =  Sq  —  S„X„  —  Si,Xi,  —  ScXg^ 

worin  S«,  /S^,  S^  sowohl  von  den  Lasten  Pak  auch  von  den  KJräften  X 
unabhängig  sind,  während  Sq  eine  Funktion  ersten  Grades  der  gegebenen 
Lasten  P  ist.  Die  Weite  Sq,  Sa,  S^,  S^  können  wie  folgt  gedeutet 
werden. 

Das  Glied  Sq  stellt  diejenige  Spamikraft  vor,  welche  in  dem  frag- 
lichen Stabe  entsteht,  sobald  X^^  Xj,,  X^  gleich  Null  angenommen  werden, 
sobald  also  nur  die  Lasten  P  auf  das  Hauptnetz  wirken,  ein  Belastungs- 
zustand, welcher  in  Fig.  18  dargestellt  worden  ist  und  in  der  Folge 
kurz  der  „Zustand  X  =  ö"  heißen  möge. 
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S^  darf  als  diejenige  Spannkraft  aufgefaßt  werden,  welche  in  dem 
fraglichen  Stabe  erzeugt  wird,  sobald  sämtliche  Lasten  P  und  ebenso 


Fig.  18. 


die  Größen  Xj,,  X^  gleich  Null  angenommen  werden,  während  J5l«  =  —  1 
gesetzt  w^ird.  Dieser  Belastungszustand  möge  der  „Zustand  X.  =  —  T^ 
heißen;  er  ist  in  der  Kg.  19  angegeben  worden.  Die  im  Punkte  a  an- 
greifende wagerechte  Last  Xa  =  —  1  ruft  an  den  Auflagern  des  Haupt- 
netzes Widerstände  hervor,  über  deren  Größe  die  Fig.  19  Aufschluß 


'Tf/y^  xx/y'  xx//'  "na»/-^ 

"^  hf  W  5^ 

^ ^ ^ i  _ 5 ^ y 

Fig.  19. 

gibt    (Der  bei  A  erzeugte  Widei-stand  muß  die  Richtung  BA  und  eine 
wagerechte  Seitenkraft  von  der  Größe  1  haben;  seine  senkrechte  Seiten- 

kraft  besitzt  deshalb  die  Größe  l-p.    Ebenso  schließt  man  auf  den 

senkrechten  Widerstand  bei  D  und  findet  dann  die  in  B  imd  C  an- 
greifenden Auflagerkräfte.) 

In  gleicher  Weise  können  Si,  und  8^  als  die  den  Belastungs- 
zoständen:  -X*  =  —  1  und  Jf^  ==  —  1  entsprechenden  Spannkräfte  be- 
trachtet werden.  Diese  beiden  Zustände  sind  in  den  Figuren  20  und  21 
dargestellt  worden.  Größe  und  Richtung  der  Auflagerkräfte  sind  den 
Kguren  zu  entnehmen.  Im  Belastungsfalle  Rg.  20  sind  die  Stäbe  des 
Teiles  CD  spannungslos,  im  BelastungsfaUe  Kg.  21  diejenigen  des 
Teües  AB. 

Alle  diese  Spannkräfte  Sq,  aS«,  Äj,  S„  lassen  sich  mit  Hilfe  der  im 
ersten  Bande  unseres  Buches  entwickelten  Verfahren  bestimmen,  worauf  8 

2* 
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gegeben  ist  durch  Gleichung  (18),  während  für  die  notwendigen  Auf- 
lagerkräfte A,  B,  C,  H  die  folgenden  Werte  gefunden  werden: 


(19) 


e  h*) 

A  =  A^  -\-  A„  — JLj  j — 


B  =  B. 


c=a 


D  =  Z>o  +  ^.-^-X-^ 


Die  Aufgabe  der  Berechnung  des  Fachwerks  ist  jetzt  auf  diejenige 
zurückgeführt:  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  -X«,  X^,,  X^  zu 


f  /     6, 


r/HJ 


Fig.  20. 


ermitteln  j  und  diese  Aufgabe  kann  man  in  einfacher  Weise  lösen,  in- 
dem man  die  Arbeitsbedingung  SÖS  =  SSAs  der  Reihe  nach  auf  die 
drei  gedachten  Belastungszustände :  X„  =  —  1 ;  Xt,  =  —  1 ;  X^=^  —  1 
und  —  in  allen  drei  Fällen  —  auf  den  wirklichen  Verschiebungszustand 


'/    c 


Fig.  21. 

anwendet.    Man  gelangt  dann  zu  drei  Gleichungen  ersten  Grades,  welche 
nur  die  Unbekannten  X„,  J^,  -X"/ enthalten. 


')  Den  Zuständen  -X«  =  ~l;   -X6  =  — 1:   Xc 


1  müssen  entsprechen: 


^1  =  — -^;  A=z  +  ^y  Ä=iO.    Yergl.  Fig.  19,  20,  21.    Auf  dieselbe  Weise  prüfe 
man  die  Ausdmcke  für  B,  (7,  i),  H. 
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Nehmen  wir  an,  daß  sich  infolge  der  Nachgiebigkeit  der  Widerlager 
Stützpunkt  A  in  senkrechter  Richtung  um  i^  nach  abwärts  verschiebt, 
„         Ä  „  wagerechter       „         „    i^    ?,     links, 
„         B  „  senkrechter        „         „    hs     „     abwärts, 

„         Z>  „  wagerechter       „         „   \     „     rechts, 
so  lautet  die  Arbeitsgleichung  für  den  Zustand  JT.  =  —  1  *  (Kg.  19) : 

(I)  L.  +  1 . 8.  =  2  S.tkS,  wobei 

L.=  l-i-(8^  — &3- 8c-f  8d)  + 1 -Sh 

die  virtaelle  Arbeit   der   an   den  Auflagern   des    statisch   bestimmten 
Hauptnetzes  angreifenden  Stützenwiderstände  bedeutet 

Für  den  Zustand  JTt  =  —  1  ergibt  sich,  wenn  \  die  Änderung 
der  Länge  s^  des  überzähligen  Stabes  h\  bezeichnet; 

(II)  L,  +  1 .  8»  =  25»As,  wo 

1^6  =  —  1  -y-  8^+  1  (-/-  +  -j)  ^B —  1  -7-  8c  =  virtuelle  Arbeit  der 

Aufiagerkräfte,  und  für  den  Zustand  X^  ==  —  1  (wenn  8^  =  Änderung 
der  Stablänge  cci  =  5^) 

(EU)        L.  +  1.8,  =  2S,A5,  wo 

Wird  As  =  -=^  +  6^s  gesetzt  und  zur  Abkürzung  die  Bezeich- 

eingeführt,  so  gehen  mit  Berücksichtigung  von  (18)  die  Bedingungen 
(I),  (11),  (m)  über  in  die  ifoxi^eZfechen  Gleichungen*): 

p +  25.6  ^6- 

+2S,6^s. 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Summen  erstrecken  sich  über 
sämtliche  notwendigen  Stäbe. 

Bezeichnet  man  nun  mit  -Fi,  F^  die  Querschnitte  der  beiden  über- 
zähligen Stäbe,  mit  £i,  E^  die  Elastizitätsziffem,  mit  4^  ^#  die  Tem- 
peraturveränderungen, imd  mit  e^,  e.  die  Verlängerungsverhältnisse 
für  ^=1®,  so  hat  man  in  die  Gleichungen  (20)  zu  setzen: 

(21)        8,  =  ^  +  6,4^.;         8,  =  1^:^  +  6,^.,s-„ 

*)  Maxwell  nimmt  t  =  o  und  L  =  o  an. 
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und  ist  jetzt  imstande,  die  Unbekannten  Jl«,  J^^,  X^  zu  berechnen, 
vorausgesetzt,  daß  die  Formänderungen  der  Stützen  bekannt  oder  als 
Funktionen  von  X  darstellbar  sind.  Daß  die  letztere  Aufgabe  meistens 
auf  unüberwindliche  Schwierigkeiten  stößt,  wurde  bereits  auf  Seite  3 
angeführt  und  begründet  Infolgedessen  begnügt  man  sich  in  der 
Kegel  damit,  bei  der  Untersuchung  neuer  Arten  statisch  unbestimmter 
Träger  festzustellen,  welchen  Einfluß  die  gegenseitigen  Verschiebungen 
der  Stützpunkte  auf  den  Spannungszustand  des  Trägers  ausüben.  Ist 
dieser  Einfluß  ein  wesentlicher  und  schädlicher,  so  dürfen  die  fraglichen 
Träger  nur  dann  ausgeführt  werden,  wenn  auf  nahezu  unverschiebliche 
Stützen  gerechnet  werden  darf;  sie  sind  z.  B.  bei  unsicherem  Baugrunde 
zu  verwerfen;  auch  ist  in  diesem  Falle  bei  der  Aufstellung  der  Träger 
besonders  darauf  zu  achten,  daß  die  Stützpunkte  genau  die  in  der 
Kechnung  vorausgesetzte  Lage  erhalten. 

Zuweilen  aber  ist  es  möglich,  die  Formänderungen  der  Widerlager 
bei  der  Berechnung  der  Träger  teilweise  zu  berücksichtigen.  Wird 
z.  B.  der  in  der  Fig.  16  dargestellte  Träger  bei  B  und  C  durch  Säulen 
von  der  Länge  h'  gestützt,  und  entsprechen  diesen  Säulen  die  Werte 
E\  F\  t\  z\  so  ist  bei  Yemachlässigung  der  Formänderung  der 
Grundpfeiler  und  des  Baugrundes  zu  setzen: 

hs  gleich  der  durch  den  Druck  B  erzeugten  Verkürzung  der 
Säule,  vermindert  um  die  Delmung  dieser  Säule  infolge  der 
Temperaturerhöhung,  d.  i. 

Bh' 
E'r 

und  ebenso  ist  einzuführen: 

E'r 


B  =    -nif^i    tt'h' 


"C  ^^  Tif  -n' &  t  h  . 


Nun  drückt  man  B  und  C  mittels  (19)  durch  X„^  X^,  X^  aus  und  löst 
schließlich  die  Gleichungen  (20)  nach  den  drei  Unbekannten  X  auf. 
Dem  Einfluß  beobachteter  Stützenverschiebungen  kann  man  auch 
in  der  Weise  Eechnung  tragen,  daß  man  die  Stützen  durch  Stäbe 
ersetzt,  welche  die  Stützpunkte  mit  außerhalb  des  Fachwerks  liegenden 
festen  Punkten  verbinden,  und  diesen  Stäben,  die  wir  Aufjagerstäbe 
oder  Stütxstäbe  nennen  wollen,  solche  Werte  c  beilegt,  daß  die  Ände- 
rungen A«  ihrer  Längen  mit  den  beobachteten  Stützpunktverschiebimgen 
übereinstimmen.  Es  fallen  dann  die  Arbeiten  Z/.,  Z/^ .  .  .  .  fort;  dafür 
müssen  aber  die  in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summen  über  alle 
Stäbe  —  Fachwerkstäbe  und  Auflagerstäbe  —  ausgedehnt  werden.  Durch 
diese  Einführung  der  schon  von  Maxwell  benutzten  Auflagerstäbe  ge- 
winnt manche  allgemeine  Untersuchung  an  Kürze. 
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12.  —  Die  in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summenausdrücke 
lassen  sich  auf  eine  sehr  einfache  und  für  die  Folge  sehr  nützliche 
Weise  deuten.    Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  mit 

S..  die  Yerschiebung,    welche    der  Angiiffspunkt   ni   irgend   einer 
Last  P«  in  der  Eichtung  von  P^  erfährt,  sobald  auf  das  statisch 
bestimmte  Hauptnetz  nur  die  Belastung  A"«  =  —  1  wirkt  [Zu- 
stand -X.  =  —  1  (Kg.  19)], 
S»»  desgleichen  die  Yerschiebung  von  m  im  Sinne  von  P^  und  infolge 

von  X,  =  —  1  (Mg.  20), 
^mo  desgleichen  die  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P^  und  infolge 
von  X  =  —  1  (Fig.  21), 

femer  mit 

5..  die  nach  rechts  positiv  gezählte  wagerechte  Verschiebung  des 
Punktes  a^  für  den  Fall,  daß  auf  das  statisch  bestimmte  Haupt- 
netz nur  die  Belastung  X.  =  —  1  wirkt, 

8.5  die  wagerechte  Verschiebung  von  a  infolge  von  Aj  =  —  1, 

weiter  mit 

8».  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punktpaares  6,  t^,  d.  i.  die 
Änderung  der  Strecke  bb^  für  den  Fall,  daß  auf  das  statisch 
bestimmte  Hauptnetz  nur  die  Last  X^  =  —  1  wirkt, 

Sfcft  die  Änderung  der  Strecke  bb^^  infolge  von  X^  =  — 

%  er  X  — 

*'c*         "  11  '>')  ?1  ^^-1  -»l  ')')         -^^h  

"e*        V  11  "»"i  V  ^^1  11  11         -^e  ^^^ 

schließlich  mit 

8«,  die  nach  rechts  positive,  wagerechte  Verschiebung  des  Punktes  a, 
für  den  Fall,  daß  das  statisch  bestimmte,  unbelastete  Hauptnetz 
nur  einer  Temperaturänderimg  unterworfen  wird, 

85,  die  in  diesem  Falle  entstehende  Änderung  der  Strecke  66^, 

sodann  setzen  wir  fest,  daß  bei  der  Ermittelimg  aller  hier  aufgeführten 

Verschiebungen  8    die  Stützen    des   statisch   bestimmten   Hauptnetzes 

vollkommen  starr  angenommen  werden  sollen. 

Jetzt  schreiben  wir  die  Arbeitsbedingung  für  den  Belastungszustand 

^Y  =  0  (Fig.  18)  an,  setzen  in  dieselbe  die  dem  Zustande  -X«  =  —  1 

S  s 
(welcher  die  Spannkräfte  S„  mid  Ändemngen  A5„  =    ^^  hervoiTuft) 

entsprechenden  Verschiebungen  ein  und  erhalten 

Et 


2P.8^.=  2SoA5,  =  2Soi:.i,fi 


(23) 
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woraus,  init-^j^-  =  p: 

(22)        SSoS.p  =  2P«8^.; 
und  ebenso  finden  wir: 

SSo'SjP  =  SP^S^j;       SSoÄ^p  =  2P^8«^. 
Wird  die  Arbeitsbedingung  für  den  Belastungszustand  -X.  =  —  1  an- 
geschrieben, und  werden  in  dieselbe  der  Reihe  nach  die  den  Zuständen 
J«  =  —  1,  -Xfc  =  —  1,  X,  =  —  1  entsprechenden  Verschiebungen  ein- 
geführt, so  entstehen  die  Gleichungen 

1 .  &..  =  SÄ.A5.;       1 .  5.4  =  2S«A.s-,;       1  •  8.,  =  SS.A«,, 
und  aus  diesen  folgt 

2S.S.P  =  »..;       2S.Ä,p  =  8.,;       SS.S.p  =  8„. 
Ebenso  wird  erhalten: 

S5,S.p  =  8,.;       SS,S,p  =  8,,;       2S,S,p  =  8,,; 
25,S.p  =  8,.;       2S,S,p  =  8,,;       2S,S,p  =  8„. 
Schließlich  liefern  die  für  die  Belastungszustände  X^  =  —  1,  -X^  =  —  1, 
X^  =  —  1  angeschriebenen  und  jedesmal  auf  die  nur  von  den  Tem- 
peraturänderungen herrührenden  Verschiebungen  angewandten  Arbeits- 
bedingungen die  Gleichungen: 

(24)       2S.6^s  =  1.8.,;     25^6^5  =  1.8,,;      2S.e^5  =  1 -8,,. 
Die  drei  Bedingungen  (20)  lassen  sich  nun  umformen  in: 

L«  -f-  8.  =  2P^8^.  —  -Xa8«,  —  Xj,i^  —  -X^8«^  +  8^ 
Li,'-{-hb  =  2P^8^  —  -X,8j.  —  -Xj8»  —  -X,8^,  -}-  8« 

Lc'\-K=  2P^8^  -X.8«,  -^6  8^6  —  X^hce  +  8^, 

und  hierin  ist  nach  Gleichung  (23): 

(26)        8^  =  85.;        8«,  =  8«,;         8^  =  8^. 

Die  Gleichungen  (25)  werden  sich  später  in  vielen  FäUen  als  sehr 
nützlich  erweisen,  da  sich  die  Vei-schiebungen  8  der  Knotenpunkte  der 
meisten  Fachwerke  in  sehr  einfacher  Weise  durch  Zeichnung  feststellen 
lassen.  Wir  werden  die  Figuren,  welche  diese  Vei-schiebungen  liefern, 
in  der  Folge  Verschiebungspläne  nennen.  (Vergleiche  Abschnitt  I.) 
Um  die  Unbekannten  X^^  Jl,,  X^  mit  Hilfe  der  Gleichimgen  (25) 
bestimmen  zu  können,  genügt  es,  für  das  statisch  bestimmte  Hauptnetz 
vier  Verschiebungspläne  zu  zeichnen,  den  ersten  füi-  den  Belastungs- 
zustand X^  =  —  1,  den  zweiten  für  den  Zustand  Xj,  =  —  1,  den 
dritten  f üi'  X^  =  —  1  und  schließlich  den  vierten  für  das  unbelastete 
und  nur  Temperaturändei'ungen  ausgesetzte  Hauptnetz. 

13.  —  Das  in  No.  9  zur  Berechnung  eines  statisch  imbestimmten 
Fachwerks  benutzte  Verfahren  führt  stets  zimi  Ziele;  dasselbe  besteht 
darin,  die  Spannkräfte  der  überzähligen  Stäbe  und  die  überzähligen 
Stützenwiderstände  mit  Hufe  von  Arbeitsbedingungen  von  der  Art  der 
Gleichung  (13)  zu  bestimmen.     Zuweilen  stellt  es  sich  nun  ak  zweck- 


(25) 


Berechnung  statisch  unbestinmiter  Fachwerke.  25 

mäßiger  heraas,  zunächst  andere  Wei-te  X  als  Unbekannte  einzuführen 
und  die  Stabkräfte  und  Auflagerkräfte   als  lineare  Punktionen  dieser 
statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  darzustellen. 
Wir  sprechen  deshalb  allgemeiner  aus: 

SämtUche  Spannkräfte  S  und  nach  bestimmten  Richtungen 
tvirkenden  Auftagerhräfte  C  eines  staMsch  unbestimmten  Fach- 
Werks  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 

^^^)      c=c^  —  cx'  —  c'x"  —  a"x'" 

wobei  X',  X",  X'" ....  getmsse  statisch  nicht  bestimmbare 
Größen  bedeuten,  während  Sq,  S',  S"  ,  .  . .,  Cq,  C,  C  .  , ,  . 
Werte  vorstellen,  welche  von  den  Unbekannten  X  unabhängig 
sind.  Insbesondere  bedeuten  S^  und  Cq  die  Spannkräfte  und 
Auflagerkräfte  des  statisch  bestimmten  Hauptnetxes,  in  welches 
das  Fachwerk  übergeht,  sobald  sämtliche  Größen  X  verschwin- 
den; sie  sind  geradlinige  Funktionen  der  Lasten  P,  während 
die  S\  8"  .  .  ,  .,  C\  G" ,  ,  .  ,  von  den  P  unabhängig  sein 
sollen.  Beispielsweise  lassen  sich  S'  und  C  als  diejerdgen 
Werte  deuten,  welche  die  Spannkräfte  und  Auflagerkräfte  an- 
nehmen,  sobald  sämtliche  Lasten  P  und  sämtliche  X  ver- 
schwinden, ausgenommen  X',  welchem  der  Wert  ( — 1)  bei- 
zulegen  ist  —  ein  Belastungsxustand,  welcher  kiirx  der  Zu- 
stand X'  =  —  1  genannt  werden  soll. 
Weiter  darf  man  sagen: 

Die  durch  die    Ursache  X'  =  —  1  hervorgerufenen  Auf- 
lagerkräfte C  und  Spannkräfte  S'  sind  miteinander  im  Gleich- 
gewicht, und  ebenso  sind  die  C"  im  Oleichgewichte  mit  den  S'\ 
die  C"  mit  den  S"  u,  s,  w. 
Infolge  dieser  Auffassung  gelten  die  Gleichungen  (27)  nicht  nur 
für  die  notwendigen,  sondern  auch  für  die  überxähligen  Stäbe  und 
Auflagerkräfte.     Ist  z.  B.  X"  die  Spannkraft  ia  einem  überzahligen 
Stabe,  so  entsprechen  diesem  die  Werte: 

So  =0,     S'  =  0,     8"  =  —  1,     S"  =  0,     S""  =  0  u.  s.  w. 

und  es  folgt  dann  S  =  X", 

Schreibt  man  nun  die  Arbeitsbedingung  (13)  der  Reihe  nach  für 
die  Belastungszustände 

X'  =  —  l',     J["  =  — 1;     J['"  =  — 1;.... 

an  und  wendet  sie  jedesmal  auf  den  wii-klichen  Vei'schiebungszustand 
an,  so  gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

(28)         i'  =  SS'As;     L"  =  SS"A5;     L'"  =  SS'"As;  .  .  .  .  ' 
in  denen  L\  L'\  L"\  ....   die  beziehungsweise  von  den  Auflager- 
kräften (7,  C,  C",  ....  verrichteten  virtuellen  Arbeiten  bedeuten. 
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Die  Anzahl  der  Gleichungen  (28)  ist  ebenso  groß  wie  die  Anzahl 
der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen.     Führt  man  ein: 

drückt  S  mit  Hilfe   der  ereten  der  Gleichungen  (27)  aus  und  setzt 
schließlich  zur  Abkürzung:    ^^^7  =  9,   so   gelangt   man   zu   den   Be- 

dingungen: 

L'  — 2iS'  tts='2SoS'  p  — X'SÄ'«p     -X"SS'S"p 

— JC'"2S'S'"p— ... 

i"  —  2S"  6^5  =  SSo^'p  —  -^'25"  Ä'p  —  ^"SS"«p 
(29)    {  — Ji:'"2S"S'"p— ... 

—  ^'"2S'"»p— ... 

Alle  in  diesen  Gleichungen  stehenden  Simmienausdrücke  erstrecken 
sich  über  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks,  über  die  notwendigen  und 

überzähligen. 

Auf  den  letzten  Satz  ist  besonders  zu  achten.    "Wendet  man  z.  B.  die  Glei- 
chungen (29)  auf  den  in  No.  11  untersuchten  und  in  der  Fig.  16  dargestellten  Trager 
*an,  und  setzt  man  Z'  =  X«,  X"  =  Z»,  X'"  =  X»,  so  entsprechen  dem  überzähligen 
Stabe  bbi  die  "Werte: 

5-0  =  0;     >S'  =  0;    S"=z--U    >S'"  =  0 
und  dem  überzähligen  Stabe  ccj  die  "Werte: 

So  =  0;     5'  =  0;     Ä"  =  0;     Ä'"  =  — 1. 
Für  jeden  notwendigen  Stab  ist  aS"  =  Äi;     5"  =  iSj;     S'"  =  Sc. 

Die  Summen  SÄ"«p,  SiS""*p,  S>S'"e/s,  SiS"'e<«  unterscheiden  sich  von  den 
in  den  Gleichungen  (20)  stehenden  Summen:  "S&'p,  S^i^p,  S/S»e^«,  ^S^tts 
(tcelcfie  leUtere  sich  nur  auf  die  notwendigen  Stäbe  bexiehen)  um  die  den  Hberxähligen 
Stäben  entsprechenden  Glieder.    Es  ist  also 


»///«.  '^     CT    •  I  •'« 


25'">p  =  S^.«p+^^'^^ 

^S"zts  =  "SÄte^s  —  1  •  66^656;     SAS""e<«  =z^Sotts  —  1  •  e^J^eÄc. 

Hingegen  ist  S*5oiS"p=='2iS'oÄ6p;  ^S''S"'p  =  'S,SbSep,  weü  für  jeden  über- 
zähligen Stab  So  =  0  und  entweder  15"  =  0  oder  5""  =  0  ist,  und  ebenso  folgt, 
daß  in  allen  übrigen  Summen  6"  durch  Sa  ersetzt  werden  darf,  S"  durch  <S»  und 
S'"  durch  Äc 

Bei  der  Berechnung  von  L'  ist  die  im  Belastungsfalle  Xa  =  —  1  am  Stütz- 
punkte a  angreifende  wagerechte  Kraft  1  zu  den  Auflagerkräften  zu  rechnen,  weil 
Xa  eine  Auflagerkraft  ist,  imd  es  folgt  deshalb  L'  =  L«  + 1  •  5.,  während  L''=iL^ 
imd  L"*  =  Le  ist. 

Formt  man  nun  die  Gleichungen  (29)  für  den  vorliegenden  Fall  auf  diese 
AVeise  um,  und  beachtet  noch,  daß 

^b=    jp^-  +  ^tbSb    und    öc=    ^r-R.-  +6«?c«c 
ist,  so  erhält  man  die  auf  Seite  21  abgeleiteten  Gleichungen  (20). 
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Bei  der  Anwendung  der  Gleichungen  (29)  kommt  es  hauptsächlich 
darauf  an,  die  von  den  Lasten  P  abhängigen  Summen  möglichst  schnell 
zu  bestimmen.  In  der  Eegel  wird  es  sich  empfehlen,  den  in  No.  12 
eingeschlagenen  Weg  zu  wählen  und  zu  setzen: 

(30)         25o  S'p  =  SP^5«';     SSo S"p  =  2P^hJ';  u.  s.  w. 

wobei  8«',  hj'  ....  diejenigen  Yerschiebungen  bedeuten,  welche  der 
Angriffepnnkt  m  irgend  einer  Last  P^  in  der  Richtung  von  P^  erfährt, 
sobald  auf  das  Fachwerk  beziehungsweise  nur  die  Ursache  X'  =  —  1 
oder  nur  die  Ursache  X'  =  —  1,  u.  s.  w.  wirkt 

Alle  übrigen  (Sq  nicht  enthaltenden)  Summenausdrücke  sind  un- 
abhängig von  den  Lasten;  sie  brauchen  also  nur  einmal  bestimmt  zu 
werden  und  werden  häufig  am  schnellsten  durch  Rechnung  gefunden, 
nachdem  man  die  Spannkräfte  S\  S"  .  .  .  .  berechnet  oder  mit  Hilfe 
von  Kräfteplänen  ermittelt  hat  Es  lassen  sich  aber  diese  Summen 
auch  auf  dem  in  No.  13  angegebenen  Wege  als  Verechiebungen  deuten 
und  dann  oft  mit  Hilfe  einfacher  Yerschiebungspläne  angeben. 

14.  —  Hat  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  auf 
dem  in  No.  11  bis  13  beschriebenen  Wege  ermittelt  und  hierauf  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (18)  bezw.  (27)  die  Spannkräfte  S  berechnet, 
so  kann  man  die  Änderungen  As  sämtlicher  Stablängen  s  angeben  und 
ist  nun  imstande,  alle  die  in  Nr.  9  und  10  behandelten  Aufgaben  zu 
lösen  und  zwar  genau  nach  dem  früher  benutzten  Verfahren.    Dasselbe 

besteht  in  der  Anwendung  der  Gleichung  S^mS^  =  2äSAs  auf  den 
wirklichen  Yerschiebungszustand  und  auf  einen  gedachten  Belastungs- 
zostand,  welcher  letzterer  so  zu  wählen  ist,  daß  die  virtuelle  Gesamt- 
arbeit der  Lasten  =1.8^  ist,  wobei  8«  die  gesuchte  gegenseitige  Yer- 
schiebung  eines  Punktpaares  m,  m^  oder  die  gesuchte  gegenseitige 
Drehung  eines  Geradenpaares  u.  s.  w.  bedeutet  Hierbei  ist  zu  beachten, 
daß  zwischen  den  gedachten  äußeren  und  inneren  Kräften  Q  und  S 
nur  Gleichgewicht  zu  bestehen  braucht,  daß  also  die  Spannkräfte  in 
den  überzähligen  Stäben  und  die  überzähligen  Auflagerkräfte  gleich 
Null  gesetzt  werden  dürfen. 

Es  liege  beispielsweise  der  in  Kg.  16  dargestellte  Bogenträger  vor. 
Gesucht  sei  die  Yerschiebung  8^,  welche  irgend  ein  dem  mitüeren 
Bogen  angehörender  Knotenpunkt  m  in  der  Richtung  miVi  erfährt 
Die  auf  Seite  21  angegebenen  Yerschiebungen  der  Stützpunkte  sollen 
berücksichtigt  werden. 

Zuerst  wird  der  Träger  durch  Beseitigung  der  überzähligen  Stäbe 
und  Auflagerbedingungen  statisch  bestimmt  gemacht  (Rg.  22).  Hierauf 
wird  in  m  eine  von  w^  nach  in  gerichtete  Last  von  der  Größe  ei7is 
angebracht  und  zur  Berechnung  der  durch  diese  Last  an  den  Auflagern 
des  Hauptnetzes  hervorgerufenen  Widerstände  -4,  J9,  .  .  .  .  geschritten. 
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Bildet  m^  m  mit  der  Wagerechten  den  Winkel  a,  und  ist  der  lotrechte 
Abstand  des  Stützpunktes  B  von  der  mm^  gleich  r,  so  lauten  die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

^=l.cosa;       Al^ — He  =  0 

CT  — l.r  =  0;       Ä  +  B+G=l'SmaL 

und  aus  diesen  findet  man: 


Ä  =  l 


6C0sa 


C=l 


B 


^    /  .  6  cos  a        r\*) 


m^i 


Yig.  22. 

Nun  bestimmt  man  die  von  den  äußeren  Kräften  1,  J.,  B^  (7,  H 
in  den  Stäben  des  Hauptnetzes  hen'orgerufenen  Spannkräfte  S  und 
schreibt  die  Arbeitsgleichung  an: 

l'h^  —  Äh^  —  Bhs—Chc  —  Hhs  =  :SS^s, 

in  welche  die  vHrklichen  Änderungen  A«  der  Stablängen  einzuführen 
sind.     Es  ist  also  zu  setzen: 

Ss 

+  s^s  wo  S=  Sq  —  S^X^  —  St,Xt,  —  S,Xc^ 


^s  = 


EF 


Auf  diesem  Wege  erhält  man  stets  8^  als  lineare  Punktion  der 
Lasten  P,  der  Tempemturänderungen  ^,  der  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  X  und  der  nach  bestimmten  Eichtungen  erfolgenden  Ver- 
schiebungen der  Stützpunkte.  Da  nun  zwischen  den  X^  P,  f,  ebenfalls 
nur  Beziehungen  ersten  Grades  bestehen,  so  folgt,  daß  im  Falle  imver- 
änderlicher  Gliederung  und  Stützungsart  das  in  Nr.  6  ausgesprochene 
Gesetz  von  der  Zusammenzählung  der  einzelnen  Wirkungen  für  alle 
diejenigen  Größen  5«  gilt,  welche  sich  mittels  einer  Bedingung  von  der 
Form  l'h^-^  L=-^S^s  bestimmen  lassen. 

*)  Wir  empfehlen  dem  Leser,  diese  Kräfte  auch  durch  Zeichnung  zu  bestimmen. 
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16.  —  Es  möge  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  bei  der 
Auswahl  der  als  überzählig  zu  bezeichnenden  Stäbe  und  Auflager- 
bedingxmgen  innerhalb  gewisser  Grenzen  nach  Willkür  verfahren  wer- 
den darf. 

Führt  man  z.  B.  die  Widerstände  der  beiden  Mittelstützen  des  in 
der  Eig.  23  dargestellten  durchgehenden  Balkens  als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  (X)  ein,  so  erhält  man  das  in  der  Rg.  24  ab- 
gebildete Hauptnetz;  dasselbe  ist  ein  einfacher  Balken.  Hingegen  gelangt 
man  zu  dem  aus  drei  Einzelbalken  bestehenden  Hauptnetze  (Fig.  25)  oder 


Fig.  23. 


Fig.  24. 


Fig.  26. 


Fig.  26. 

zu  dem  einen  Oerberschen  Balken  vorstellenden  Hauptnetze  (Fig.  26), 
je  nachdem  man  die  beiden  Stäbe  bc  oder  die  beiden  Stäbe  ai  als 
überzählig  bezeichnet 

Auch  ist  hervorzuheben,  daß  bei  der  Ermittlung  der  Yerschie- 
bungen  &^  andere  Hauptnetze  gebildet  werden  dürfen,  wie  bei  der  Be- 
stimmung der  Spannkräfte. 

e.  Der  Maxwellsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
änderungen und  das  Gesetz  von  Betti. 

16.  —  Wir  betrachten  ein  auf  stan-en  Stützen  ruhendes,  ebenes  oder 
räumliches  Fachwerk  von  unveränderlicher  Gliederung  und  Stützungsart 
(Seite  6)  und  setzen  einen  spannungslosen  Anfangszustand  voraus.  Auch 
nehmen  wir  an,  daß  keine  Temperaturänderungen  entstehen.  Es  gilt 
dann   das  auf  Seite  12  nachgewiesene  Clajjeyransche  Gesetz,   und  es 
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ergibt  sich  für  die  mechanische  Arbeit  Ä  der  äußeren  Bj-äfte  der  nur 
von  den  Lasten  P  abhängige  Ausdruck: 

(31)        ^  =  i2P8  =  i(PA  +  PA +  ---  +  P-»8. +  •••), 

in  welchem  bis  jetzt  unter  P.,  Pj,  ...  P^  .  .  .  Einzellasten  verstanden 

wurden  und  unter  8<„  8j,  ...  8^  ...  die  wirklichen  Verschiebungen 

der  Angriffspunkte  a,  6,  .  .  .  .  //^  .  .  .  .  derselben,   im  Sinne   der 
p     p  p  

Für  die  Folge  ist  es  nun  nützlich,  den  Buchstaben  P  und  8  eine 
allgemeinere  Bedeutung  beizulegen  und  unter  jedem  der  in  der  Gleichung 
auftretenden  Produkte  ^  P8  die  mechanische  Arbeit  einer  ganzen  Gruppe 
von  Lasten  zu  verstehen. 

Solche  Gruppen  lassen  sich  leicht  an  der  Hand  der  Untereuchungen 
in  Xr.  9  und  Nr.  10  bilden. 

Werden  z.  B.  die  beiden  Lasten  Eins  in  der  Fig.  9  mit  P^  multi- 
pliziert (wobei  man  natürlich  entweder  Eins  oder  P^  als  Zahl  zu  be- 
trachten hat),  so  entsteht  eine  Lastengruppe,  deren  Beitrag  zur  Arbeit 
A  gleich  ^  P^h^  ist,  wenn  8^  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punkt- 
paares w,  mj  bedeutet 

Multipliziert  man  die  vier  Lasten  in  Fig.  13  mit  P^,  so  erhält  man 
eine  Gruppe,  deren  entsprechendes  8«  gleich  der  im  Bogenmaß  aus- 
gedrückten gegenseitigen  Drehung  des  Geradenpaares  (m),  (wj  ist 

In  gleicher  Weise  läßt  sich  aus  der  Figur  15  durch  Multiplikation 
der  dort  angenommenen  Lasten  mit  P^  eine  Lastengruppe  ableiten, 
deren  zugehöriges  8^  gleich  der  Änderung  der  Entfernung  mf  ist 

Die  vorliegenden  Beispiele  dürften  genügen,  um  die  Bildung  von 
I-ÄStengruppen  zu  erläutern,  und  es  sei  nur  noch  hervorgehoben,  daß 
jede  am  Fachwerk  vorkommende  Last  stets  nur  einer  einzigen  Gruppe 
zugewiesen  werden  darf.  Der  Kürze  wegen  nennen  wir  eine  solche 
Gruppe  von  Kräften  eine  Belastung  und  das  entsprechende  8  den  Weg 
dieser  Belastung,  Unter  anderem  werden  wir  in  der  Folge  öfter  von 
der  Belastung  P^  eines  Punktpaares  w,  m^  oder  eines  Geradenpaares 
(/w),  (m^)  sprechen,  Belastungen,  die  nach  der  vorstehenden  Erklärung 
durch  Multiplikation  der  auf  Seite  13  und  15  eingeführten  Belastungs- 
einheiten jener  Paare  mit  P^  entstehen. 

Sämtliche  8  sind  lineare  Funktionen  der  Belastungen  P;  sie  lassen 
sich  daher  auf  die  Form  bringen: 

Sa  =  KaPa  +  KbPb  + h  ^amPm  H 

8ft  =  ^baPa  +  KbPb  -\ h  ^bmPm  H 


(32) 


8«  =  8^.P„  -|-  h„j,Pb  H h  ^mmPm  + 


wobei   die    mit   einem   Doppelzeiger   behafteten  Werte   8   unabhängig 
sind  von  den  Belastungen  P.     Um  diese  Werte  zu  deuten,  setze  man 
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in  irgend  einer  der  Gleichungen  (32)  sämüielie  P  gleich  Null,  mit 
Ausnahme  eines  einzigen,  dem  man  den  Wert  Eins  beilege.  Dann 
ergibt  sich  beispielsweise  8«6  als  derjenige  Wert,  welchen  der  Weg  8^ 
für  den  Fall  annimmt,  daß  auf  das  Fachwerk  nur  die  Belastung  P^  =  1 
wirkt. 

17.  —  Wir  setzen  jetzt  voraus,  daß  nur  zwei  Belastungen  auf- 
treten, etwa  P«  und  P^.    Die  entsprechenden  Wege  sind 

=  K^P^  +  K^P^, 

Wird  zuerst  nur  die  Belastung  P^  aufgebracht,  so  ist  der  Weg 
derselben  =  8«,«P«,  und  es  verrichtet  deshalb  die  von  NuU  aus  all- 
mählich anwachsende  Belastung  P^  die  mechanische  Arbeit  ^  8««Pin*. 
Fügt  man  die  ebenfalls  von  Null  aus  anwachsende  Belastung  P^  hinzu, 
so  nimmt  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  erstens  mn  ^  8„„P„*  zu,  weil 
die  wachsende  Belastung  P^  den  Weg  KnPn  zurücklegt,  und  zweitens 
iini  P^  (8«»PJ,  weil  der  Weg  der  bereite  vorhandenen  Belastung  P„ 
die  Vergrößerung  8^„P«  erfährt     Im  ganzen  entsteht: 

Ä=^  h^^PJ  +  ^  8..P.«  +  8^.P^P.. 

Wird  zuerst  die  Belastung  P^  aufgebracht  und  nachher  P^,  so 
ergibt  sich  durch  Yertauschung  von  m  und  n: 

Nach  dem  Clapeyronschen  Gesetze  müssen  aber  die  beiden  für  Ä 
gewonnenen  Ausdrücke  übereinstimmen,  und  es  folgt  daher  die  wichtige 
Gleichung: 

(33)        8»«  =  8^^. 

Dieselbe  wurde  zuerst  von  Maxwell  bewiesen  und  soll  in  der  Folge 
stets  als  Maxwellscker  Lehrsatz  angeführt  werden. 

Yen  den  vielen  Sätzen,  welche  sich  aus  der  Gleichung  (33)  er- 
geben, sind  die  folgenden  füi*  die  späteren  Untersuchungen  von  be- 
sonderer Bedeutung. 

i.  Die  gegenseitige  Verschiebung  h^^  eifies  Punlctpaares  m, 
TWj  infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen  Piinktpaares 
Uy  Wj  ist  ebenso  groß  wie  die  gegenseitige  Verschiebung  8^„ 
des  Punktpaares  n,  n^  infolge  der  Belastungseinheit  des  Punkt- 
paares  m,  ?n^, 

2,  Die  gegenseitige  Drehung  8^»  eines  Oeradenpaares  (m), 

fmj    infolge  der  Belastungseinheit  eines  anderen   Oeraden- 

pam-es  (n),  fnj  ist  ebenso  groß  tvie  die  gegenseitige  Drehung 

8««,  des  Oeradenjyaares  (n),  (nj  infolge  der  Belastungseinheit 

des  Oeradenpaares  (m)j  (7?i^). 
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5.  Die  gegenseitige  Verschiebung  eines  Punktpaares  m,  m^ 
infolge  der  Belastungseinheit  eines  Qeradenpaares  (n)y  fn^J 
ist  ebenso  groß  vne  die  gegenseitige  Drehung  des  Oeraden- 
paar  es  (n)y  fnj  infolge  der  Belastungseinheit  des  Punkt- 
paares nij  m^. 

Die  Sätze  (2)  und  (3)  beziehen  sich  auf  ein  ebenes  Fachwerk.   Die 

Erklärungen  der  Begriffe:  Punktpaar,  Geradenpaar,  Belastungseinheit 

eines  Punkt-  oder  Geradenpaares  finden  sich  auf  Seite  13  und  16. 

Noch  sei  ein  Beispiel  angeführt,  welches  besonders  geeignet  sein  dürfte,  von 
der  Fnichtbarkeit  des  Maxwellschen  Satzes  zu  überzeugen.  Man  darf  nämlich  mit 
Hinweis  auf  die  Figuren  27  und  28,  welche  ein  und  dasselbe  Fachwerk  auf  ver- 


^J 


Fig.  27. 


Fig.  28. 


schiedenai-tige  Weise  belastet  dai-stellen,  aussprechen :  Die  Strecke,  \xm  welche  sich  der 
Abstand  mf  in  Fig.  28  ändert,  sobald  auf  das  Fachwerk  nur  die  in  der  Fig.  27  an- 
genommenen Lasten —  und  —  wirken,  ist  ebenso  groß  wie  die  im  Bogenmaß  ausge- 

e  fj 

drückte  Änderung,  welche  der  Winkel  9  (Fig.  27)  erfährt,  falls  das  Fachwerk  auf 
die  in  Fig.  28  angegebene  Ai-t  belastet  wird.  (Die  gleichbezeichneten  Strecken  c,  c^ 
der  Figuren  27  und  28  brauchen  nicht  gleich  groß  zu  sein.) 
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18.  —  Zu  einem  anderen  Beweise  für  den  Maxwellschen  Satz 
fuhrt  die  folgende  Betrachtung. 

Ein  Fachwerk,  welches  den  in  Nr.  16  angeführten  Voraussetzungen 
genügt,  werde  von  beliebigen  Belastungen  P^  ergriffen.  Infolgedessen 
entstehen     Spannkräfte    S^    und    Änderungen     der    Stablängen    um 

As    = • 

Nach  Entfernung  der  P^  mögen  andere  Belastungen  P^  auf  das 
Fachwerk  wirken  und  die  Spannkräfte  8^  sowie  die  Ijängenänderungen 

A5,  =  ^~=  hervorbringen. 

Es  bedeute  nun  (8^^)  den  "Wert,  welchen  der  Weg  8«  irgend- 
einer Belastung  P„  aonimmt,  wenn  auf  das  Fach  werk  nur  die  Be- 
lastungen P«  wirken,  femer  (5«,^)  den  nur  durch  die  Belastungen  P^ 
hervorgerufenen  Weg  irgend  einer  Belastung  P«.  Die  "Vierte  8  wurden 
durch  Klammem  ausgezeichnet,  da  sie  eine  andere  Bedeutung  haben 
als  die  früher  erklärten  8„,  und  8„«,  deren  ersteres  z.  B.  den  Wert 
von  8^  für  den  Fall  vorstellte,  daß  nur  eine  Belastung  P^  wirkt  und 
diese  die  Größe  Eins  besitzt. 

Schreibt  man  nun  die  Arbeitsbedingung  (13)  einmal  an 

für  den  Kräftezustand  (P«,  SJ)  und  den  hiervon  unabhängigen 

Verschiebungszustand  [(8^,)  AsJ 
und  hierauf 

für  den  Kräftezustand  (P„,  S^  und  den  hiervon  unabhängigen 

Verschiebungszustand  [(8««)  As«], 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

2P.(8^,)  =  SS^A5.  =  S6U-|:|^  und 

und  gelangt  zu  dem  zuei^st  von  Betti  nachgewiesenen  Gesetze 

(34)        2P^(8^0  =  2P.(8.J. 

Wirkt  auf  das  Fachwerk  das  eine  Mal  nur  eine  Belastung  P^  =  1, 
sodann  nur  eine  Belastung  P„=  1,  so  entsteht  aus  (34): 

5  4 

und  hieraus  folgt,  daß  der  Maxwelhohe  Satz  nui*  ein  besonderer  Fall 
des  viel  allgemeineren,  aber  erst  später  entdeckten  Pe^schen  Satzes  ist 

19.  —  Um  die  Anwendung  des  Maxwellschen  Satzes  auf  die  Be- 
rechnumg  statisch  unbestimmter  Fachwerke  zu  erläutern,  behandeln  wir 
zunächst  die  in  Nr.  11  und  13  bereits  auf  anderem  Wege  gelöste  Auf- 
gabe: die  überzählige  Äuflagerkraft  X^  und  die  Spannkräfte  Jl^,  X^ 

Mflller-Breslau,  Graphische  Stntik.   II.  1.  3 
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der  überzähligen  Stäbe  des  in  der  Mg.  16  dargestellten  Bogenträgers 
XU  bestimmen. 

Es  sollen  sowohl  Temperaturänderuiigen  als  auch  die  auf  Seite  21 
angeführten  Verschiebungen  der  Stützpunkte  berücksichtigt  werden. 

Wir  rechnen  (wie  in  Mg.  17  auf  Seite  18)  die  Kräfte  X^  X^^  X^ 
zu  den  auf  das  Hauptnetz  wirkenden  Lasten  und  erhalten  für  die  Wege 
8«j  8t,  8^  der  Belastungen  JC«,  X^  X„  die  Werte: 

8«  =  SP^S«^  —  8..-Z«  —  h^hXi —  \cXo  +  \t  -\-  \^ 
(36)        8ft  =  SP^Sfc«  —  86.-X.  —  S^fcX^  —  ^b»X^  -\-  85,  -|-  8^^ 

8c  =  ^Pm^em   ^caX^  ^ehX^  8^^^^  +  8^^ -|-  8«^ 

Hierbei  bezeichnet: 

8.«  den  Einfluß  der  Ursache  P«  =  1  auf  den  Weg  8., 

8«.  desgl.  den  Einfluß  der  Ursache  -X«  =  —  1, 
L         •  X  1 

'9b  77  ?7  «  11  17  -^^h  •■'» 

'•«  ?7  7?  77  7''  71  -^e  •'■7 

8a<  desgL  den  Einfluß  von  Temperaturänderungen, 

8«^     „        „         „  „     Verschiebungen    der    Stützpunkte, 

und  ebenso  lassen  sich  die  übrigen,  mit  Doppelzeigem  behafteten  Werte 
8  deuten. 

Um  8««,  zu  bestimmen,  wird  die  Arbeitsbediagung  für  den  Be- 
lastungszustand X^  =  —  1  (Mg.  19)  angeschrieben  und  dabei  jedem 
Stabe  die  Läugenänderung  A«  =  0  beigelegt.    Es  ergibt  sich  dami 

1-8.^  +  1.8h+1-  f  (8^  — 8b-8c+8^)  =  0 

und  hieraus  und  aus  ähnlichen,  für  die  Belastungszustände  X^  =  —  1, 
-X,  =  —  1  aufgestellten  Gleichungen  folgt 

K^  =  —  L.;    \„  =  —  L^\    K^  =  —  L,  (vergL  Seite  21). 

Setzt  man  nun  diese  Werte  ia  (35)  ein  und  beachtet,  daß  die 
Buchstaben  der  Doppelzeiger  miteinander  vertauscht  werden  dürfen, 
daß  also  8.«  =  8««,  8^^  =  8«^,  8««  =  8«^,  8^  =  8ta,  •  .  .  ist,  so  ge- 
langt man  zu  den  auf  Seite  (24)  erhaltenen  Gleichungen  (25). 

Der  eben  eiageschlagene  Weg  führt  immer  zum  Ziele.  Man  dai-f 
aussprechen: 

Jedes  statisch  unbestimmte  Pachwerk  läßt  sich  durch  Beseitigung 
von  überzähligen  Stäben  und  Auflagerkräften  in  ein  statisch  bestimmtes 
Fachwerk  (Hauptnetz  genannt)  verwandeln.  Auf  dieses  Hauptnetz  wir- 
ken außer  den  gegebenen  Lasten  P^  imd  den  Temperaturänderungen 
noch  gewisse  vorläufig  unbekannte  Belastungen  -X«,  T^,  JC^,  ^^  .  .  . 
deren  Wege  8«,  8j,  8^,  8, . .  .,  jedoch  bestimmten  Bedingungen  unter- 
worfen, sind.    Es  gelten  die  Gleichungen: 


(36) 
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L^ hat  +  8.  =  SP^8^a 8..  JL« ^ha^b hea^c ^äa^d *  *  * 

^h 8^,  -|-  8t  =  2  P,„8«  6 ^ah^a \h  ^h 8^6  X^. h^h^^ *  '  * 

I^c  —  8^,  -|-  8,  =  2  P^h^c  —  8.,  Xa — 8j^  X^ — 8^e  X^ — h^cX^—^  •  •  • 
L^  —  8rf,-|-  8tf  =  SP^8«rf  —  8«rfX. — hhdX^ — ^cdX^ — ^ddX^ —  •  ■  • 


welche  eine  schnelle  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen 
X  gestatten,  sobald  sich  die  den  Belastungszuständen  -3l„  =  —  1, 
Xj,  =  —  1,  X^  =  —  1,  ...  entsprechenden  Formänderungen  des  Haupt- 
netzes bequem  darstellen  lassen,  und  ebenso  die  von  den  Temperatur- 
änderungen henührenden  Werte  8.,,  8^,,  ...  Begegnet  die  Ermittelung 
dieser  Yerschiebungen  Schwierigkeiten,  so  wende  man  die  in  Nr.  11 
und  13  abgeleiteten  Gleichungen  (20)  oder  (29)  an. 


f.  Einflub  unrichtiger  Ablängimg  Überzähliger  Stäbe.  Künstliche  Anspannung. 

20.  —  Die  bisherigen  Untersuchungen  setzten  voraus,  daß  jeder 
Stab  genau  diejenige  Länge  erhält,  welche  dem  spannimgslosen  Zu- 
stande des  Fachwerks  entspricht.  In  statisch  unbestimmten  Fachwerken 
können  jedoch  geringfügige  Fehler  bei  der  Ablängung  der  überzähligen 
Stäbe  wesentliche  Änderungen  der  Spannkräfte  zur  Folge  haben. 

Soll  z.  B.  in  ein  aus  5  Stäben  gebildetes  ebenes  Viereck  (Fig.  29) 
ein  sechster  Stab  ab  eingefügt  werden,  welcher  die  zw  geringe  Länge 
aftj  besitzt,  so  ist  dieser  Stab  vorher  so  anzu- 
spannen, daß  er  sich  um  b^b  verlängert.  In- 
folgedessen aber  wird  er  auf  das  ursprüngliche 
Fachwerk  in  a  und  b  gewisse  Kräfte  ausüben, 
wdche  in  den  Stäben  desselben  Spannungen 
hervorrufen. 

Damit  man  die  früher  entwickelten  Glei- 
chungen auch  unmittelbar  zur  Berechnung  von  ^„  29. 
statisch    unbestimmten   Fachwerken    benutzen 

kann,  deren  überzählige  Stäbe  wegen  unrichtiger  Ablängung  mit  Anfangs- 
spannimgen  eingesetzt  werden  müssen,  stelle  man  sich  vor,  es  seien 
jene  Herstellungsfehler  durch  Abkühlung  beziehungsweise  Envärmung 
der  unrichtig  bearbeiteten  Stäbe  beseitigt  worden  und  zwar  vor  Ein- 
fügung dieser  Stäbe  in  das  Fachwerk.  Die  Länge  s  eines  Stabes,  dessen 
Temperatur  um  t'  zunimmt,  wächst  um  e^'s,  und  es  muß  deshalb  die 

Temperatur  eines  um  05  zu  kurzen  Stabes  um  t'  =  erhöht,  die- 
jenige eines  imi  (äS  zu  langen  Stabes  iim  f  =  —  erniedrigt   werden. 

G 


Q* 
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Nach  Einsetzen  sämtlicher  Stäbe  denke  man  die  ursprünglichen 
Stabtemperaturen  wieder  hergestellt,  schreibe  also  den  erwärmten  Stäben 
die  Temperaturänderung  ( —  ^'),  den  abgekühlten  die  Temperaturerhöhung 
(-|-  f)  zu.  Man  erkennt  dann,  daß  man  den  fraglichen  Bearbeitungs- 
Fehlem  Rechnung  trägt,  wenn  man  die  in  die  früheren  Entwickelungen 
eingeführten  Temperaturänderungen  t  für  die  um  os  zu.  langen  oder 

zu  kurzen  Stäbe  um  /'  =  -      vergrößert   beziehungsweise   verkleinert 

e 

Werden  überzahlige  Stäbe  absichtlich  mit  unrichtigen  Längen  ein- 
gesetzt, so  bezeichnet  man  das  Stabgebilde  als  ein  Fachiverk  7mt  künst- 
Ucher  Anspannung. 


g.  Ausnahmefälle. 

21.  —  Alle  vorstehenden  Entwickelungen  sind  an  die  Voraussetzung 
gebunden,  daß  es  zulässig  sei,  bei  der  Aufetellung  der  Gleichgewichts- 
bedingungen die  Formänderung  des  Pachwerks  zu  vernachlässigen;  sie 
gelten  also  nur  für  Stabgebilde,  deren  Knoten  sehr  geringe  Yerschie- 
bungen  erleiden,  und  führen,  auf  Träger  von  ungenügender  Steifigkeit 
(z.  B.  mangelhaft  versteifte  Kettenbrücken)  angewendet,  mitunter  zu 
ganz  unrichtigen  Ergebnissen.  Es  gibt  aber  auch  FäUe,  in  denen  be- 
reits sehr  geringe  elastische  Formänderungen  die  angenäherte  Berech- 
nungsweise unbrauchbar  machen,  und  hierzu  gehören  die  im  ersten 
Bande,  Abschnitt  XITI,  als  Fachwerke  von  unendlich  kleiner  Verschieb- 
barkeit bezeichneten  Stabgebilde,  deren 
Knotenpunkte  sich  selbst  dann  gegen- 
einander (wenn  auch  nur  unendlich 
wenig)  verschieben  würden,  wenn  sämt- 
liche Stäbe  und  Stützen  starr  wären. 
Ein  besonders  einfaches  Fachwerk  dieser 
Art  stellt  Fig.  30  dar.  Die  Achsen  der 
beiden  wagerechten  Stäbe  ac  und  bc 
fallen  in  dieselbe  Gerade,  a  und  b  sind 
feste  Auflagergelenke.  Die  um  a  und  b 
mit  den  Halbmessern  ä  geschlagenen 
Kreise  haben  ein  Bogenelement  gemein, 
innerhalb  dessen  sich  c  frei  bewegen 
kaim.  Wird  das  Fachwerk  durch  eine  senkrechte  Last  P  beansprucht, 
und  verschiebt  sich  jedes  der  beiden  Auflagergelenke  um  die  gleiche 
wagerechte  Strecke  $,  so  entstehen  in  den  Stäben  ac  und  bc  gleich 
große  Spannki'äfte  S.    Man  erhält: 


Fig.  30. 
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sinAa  =  Vi  —  cos^Aa;    eosAa  =  — ; — — -;     A.v  =  ^s-W;    al^o 

und  diese  Gleichung  liefert  füi*  S  einen  bestimmten  endlichen  Wert, 
welcher  desto  größer  ist,  je  größer  E  und  F  sind.  Werden  die  AVider- 
lager  und  die  Stäbe  vollkommen  starr  angenommen,  so  ergibt  sich 
(wegen  ^'=0,  A5  =  0,  sia  Aa  =  0)  für  die  Spannkraft  /?,  selbst  bei 
sehr  kleiner  Last  P,  der  unrichtige  Wert  5=00. 

Zu  einem  älmlichen  Ergebnisse  führt  die  genauere  Berechnujig 
des  auf  Seite  460  des  ersten  Bandes  angeführten  Paskalschen  Sechsecks. 
Oleichgewicht  tritt  hier  selbst  bei  starren  Stäben  im  allgemeinen  erst 
nach  einer  gegenseitigen  Yerschiebimg  der  Knotenpunkte  ein.  Da  diese 
Fomiändening  aber  unendlich  klein  ist,  so  darf  bei  Aufstellung  der 
Gleichgewichtsbedingungen  die  ursprüngliche  Gestalt  des  Fachwerks 
beibehalten  werden,  und  es  ergeben  sich  dann  (nach  Band  I,  Ab- 
schnitt Xm)  für  die  Spannkräfte  S  unendlich  große  oder  unbestinmite 
Werte.  Werden  aber  die  elastischen  Verschiebungen  berücksichtigt, 
so  Hefeni  die  Gleichgewichtsbedingungen  für  jede  Spannkraft  S  einen 
ganz  bestimmten  endlichen  Wert  Immerhin  ist  es  ratsam,  derartige 
bereits  ausgeführte  Fach  werke  zu  vermeiden,  wegen  der  verhältnis- 
mäßig großen  Anstrengungen,  welche  die  Stäbe  selbst  bei  geringer 
Belastung  erleiden. 


B.  Gesetze  für  beliebige  isotrope,  feste  Körper. 

a.  Voraussetzungen  und  Erklärungen.    Geseb  der  virtuellen  Verschiebungen. 

22.  —  Wir  werden  in  diesem  Buche  außer  Fach  werken  noch  Träger 
untersuchen,  die  aus  irgendwie  miteinander  befestigten  geraden  oder 
krummen  Stäben  zusammengesetzt  sind  und  Stabwerke  genannt  werden 
mögen.  Die  Theorie  derselben  leiten  wir  durch  Entwickelung  einiger 
Gesetze  ein,  welche  für  beliebige  feste  Körper,  die  nur  elastische,  ver- 
schwindend kleine  Formänderungen  erleiden,  gelten. 

23.  —  An  irgendeiner  Stelle  eines  im  Gleichgewichte  befindlichen 
festen  Körpers  denken  wir  uns  ein  unendlich  kleines  Teilchen  abge- 
grenzt Die  auf  die  Seitenflächen  desselben  wirkenden  Kräfte  sollen 
Flächenkräfte  genannt  und  insbesondere  als  innere  Kräfte  oder  Ober- 
fiächenkräfte  bezeichnet  werden,  je  nachdem  die  durch  sie  beanspruch- 
ten Flächen  im  Innern  des  Körpers  liegen  oder  zur  Oberfläche  gehören; 
außer    ihnen    wird   an   dem   Körperteilchen  im   allgemeinen  noch  eine 
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auf  die  Masse  desselben  wirkende  äußere  Ki-aft  angreifen,  welche  eine 
Massenkraft  heißt  (z.  B.  die  Erdanziehung,  Ergänzungskräfte  der  rela- 
tiven Bewegung). 

Nehmen  wir  nun  an,  es  erleide  ein  anfänglich  im  Gleichgewichte 
befindlicher  Körper  durch  Hinzutreten  äußerer  Kräfte  und  durch  Tem- 
peraturänderung eine  Umgestaltung.  Dieselbe  hört  auf,  sobald  sich  ein 
neuer  Gleichgewichtszustand  gebildet  hat  und  bestehen  bleibt;  während 
ihrer  Erzeugung  werden  die  Flächenkräfte  des  betrachteten  Körper- 
teilchens eine  bestimmte  Arbeitssumme  verrichten,  und  von  dieser  ist 
besonders  derjenige  Teil  von  Wichtigkeit,  der  nur  von  der  Formänderung 
des  Körperteilchens  abhängig  ist,  der  also  verschwindet,  wenn  sich  das 
Teilchen  bewegt,  ohne  seine  Gestalt  zu  ändern.  Man  nennt  diesen 
Teil  der  Gesamtarbeit  der  Flächenkräfte  die  ForTnänderungsarbeit  des 
Körperteilchens;  ihre  Integration  über  den  ganzen  Körper  liefert  die 
Formänderungsarbeit  des  Körpers.  Bei  der  Berechnung  dieser  Arbeit 
ist  zu  beachten,  daß  die  Flächenkräfte,  deren  schließliche  Werte  wir 
ganz  allgemein  mit  R  bezeichnen  wollen,  sich  im  Verlaufe  jener  Um- 
gestaltung ändern. 

Denkt  man  sich  hingegen  die  Flächenkräfte  während  der  ganzen 
Dauer  der  Formänderung  mit  ihren  Endwerten  R  wirkend  und  be- 
stimmt die  von  den  R  geleistete  Formänderungsarbeit  unter  der  Yoraus- 
setzung  einer  vrillkürUchen  Formänderung,  die  man  sich  zwar  als  mög- 
lich vorstellen  kann,  die  aber  nicht  von  den  die  Kräfte  R  erzeugenden, 
sondern  von  irgendwelchen  anderen  Ursachen  herrührt,  so  erhalt  man 
einen  Ausdruck  rf-4,,  welcher  die  virtuelle  FormWfiderungsarbeit  des 
Körperteilchens  heißt,  während  jene  willkürliche,  mögliche  Umgestaltung 
eine  mrtuelle  Formänderung  genannt  werden  soll. 

Wir  fassen  jetzt  eine  unendlich  kleine  virtuelle  Formänderung 
eines  im  Gleichgewichte  befindlichen  Körpers  und  insbesondere  die  Be- 
wegung und  Umgestaltung  eines  Körperteilchens  ins  Auge  und  be- 
zeichnen die  virtuelle  Arbeit  der  auf  dieses  Körperteüchen  wirkenden 
Massenkiaft  mit  dA^^  diejenige  der  Flächenkräfte  mit  dAf.  Letztere 
Arbeit  besteht  aus  zwei  Teilen;  der  eine,  d-4.,  hängt  nur  von  der 
Umgestaltung  des  Körperteilchens  ab,  der  andere,  nämlich  dAy  —  dA^ 
von  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  der  Drehung  des 
Körperteüchens  um  diesen  Punkt.  Somit  stellt  dA^  -\-  dAf —  dA^  die- 
jenige virtuelle  Arbeit  vor,  welche  sämtliche  auf  das  Körperteilchen 
wirkenden  Kräfte  verrichten,  wenn  dessen  Bewegung  ohne  eine  Form- 
veränderung vor  sich  geht.  Diese  Arbeit  muß  aber  =  NuU  sein,  da 
die  Mittelkraft  der  auf  das  Köi-perteüchen  wirkenden  Kräfte  (des  voraus- 
gesetzten Gleichgewichtszustandes  wegen)  zu  Anfang  =  Null  ist  und 
auch  während  der  ganzen  Dauer  der  gedachten  unendlich  kleinen  Be- 
wegung bis  auf  eine  vei-schwindende  Größe  den  Wert  Null  behält 
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Es  folgt  mithin  dJ«  +  ^-4r  =  ^ A  ^^^^  wenn  entsprechende 
Gleichungen  für  sämtliche  Körperteilchen  gebildet  und  hierauf  addiert 
werden, 

(37)  A^-\-Ay  =  A^ 

Da  sich  nun  in  dem  Ausdrucke  Af  die  Arbeiten  der  inneren 
Flächenkräfte  gegenseitig  tilgen,  weil  auf  die  Flächen,  in  denen  an- 
einander grenzende  Körperteilchen  zusammenhängen,  bei  gleichen  Yer- 
schiebungen  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  wirken,  so  leuchtet  ein,  daß 
-4r  die  virtuelle  Arbeit  der  Oberflächenkräfte,  mithin  4^  +  Xi  die  vir- 
tuelle Arbeit  sämtlicher  äußeren  Kräfte  vorstellt,  und  es  drückt  deshalb 
die  Gleichung  (37)  das  Gesetz  aus: 

Bei  einer  verschwindend  kleinen  virtuellen  Farmänderung 
eines  im  Oleichgevrichte  befindlichen  Körpers  ist  die  virtuelle 
Arbeit  der  äußeren  Kräfte  gleich  der  virtuellen  Formänderungs- 
Arbeit. 

Die  Ableitung  dieses  Satzes  nimmt  an,  daß  alle  anfänglich  sich 
deckenden  Seitenflächen  von  aneinander  grenzenden  Körperteilchen  auch 
während  des  ganzen  Yerlaufe  der  Formänderung  sich  decken,  weil  nur 
dann  die  Arbeiten  der  auf  diese  Flächen  wirkenden  Bjäfte  sich  auf- 
heben. Besteht  nun  der  betrachtete  Körper  aus  mehreren  einander 
berührenden  Teilen,  von  denen  jeder  einzelne  der  gemachten  Annahme 
entspricht,  und  finden  gegenseitige  Verschiebungen  von  anfänglich  zu- 
sammenliegenden Berührungsflächen  je  zweier  Teile  statt,  so  müssen, 
wenn  das  bewiesene  Gesetz  gelten  soll,  alle  diese  Flächen  zur  Ober- 
fläche gezählt  werden,  d.  h.  es  sind  die  auf  diese  Flächen  wirkenden 
Kräfte,  soweit  sich  ihre  Arbeiten  nicht  tilgen,  zu  den  äußeren  Kräften 
zu  rechnen.  So  sind  z.  B.  bei  aufeinander  reibenden  Teilen  eines  Körpers 
die  an  den  Berühi-ungsstellen  wirkenden  Eeibungswiderstände  als  äußere 
Kräfte  aufzufassen. 

24.  —  Um  einen  allgemeinen  Ausdruck  für  A^  abzuleiten,  be- 
ziehen wir  deji  Körper  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  imd 
denken  an  irgendeiner  Stelle,  aber  innerhalb  eines  Körperteiles,  dessen 
Spannungen  sich  stetig  ändern,  ein  Parallelopipedon  von  den  anfäng- 
lichen Kantenlängen  dx,  dy^  dx  abgegrenzt. 

Die  Spannung  in  der  zur  aj- Achse  senkrechten,  den  Punkt  (x,  y,  z) 
enthaltenden  Seitenfläche  dydx  sei  in  die  Seitenspannungen 

c,,  parallel  der  x-Achse  und  positiv,  wenn  im  Sinne  von  ( — x)  wirkend, 

'^*»?      ?7        !?  y~        71       V  ??         V  r     ^^      7?   \  y)  37 

'^«*7      *7        77  ^''         77       77        77         77      71      77       77    V     ^)  77 

zerlegt  und  in  gleicher  Weise  mögen  die  Spannungen  in  den  dem 
Punkte  (ic,  y,  z)  anliegenden  Seitenflächen  dxdx  und  dxdy  durch  ihre 
Seitenspannungen 
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gegeben  werden. 
Spannungen. 


Wjr^        '^j/g' 


"vr^ 


0/i7        Tel?        ^«y 

Die  c  sind  Zug-  oder  Druckspannungen,  die  t  Schub- 


—  «.x 


Fig.  31. 

Durch  Multiplikation  dieser  Spannungen  niit  den  entsprechenden 
Flächeninhalten  gelangt  man  zu  den  Kräften,  welche  jene  Flächen  be- 
anspruchen.    Auf  die  Fläche  dydx  wirken  z.  B.  die  drei  Kräfte: 

Crdydx^     T^ydydx,     T,,dydx, 
Wird  die  Monientensumnie  aller  am  Parallelopipedon  dx  dy  dz  an- 

gi'eifenden  Kräfte  in  bezug  auf  die 
der  y-Achse  parallele  Schwerachse 
des  Körperteilchens  gleich  Null  ge- 
setzt imd  hierbei  davon  abgesehen, 
daß  sich  die  Spannimgen  in  gegen- 
überliegenden Seitenflächen  um 
Differentiale  unterscheiden,  weil 
die  Berücksichtigung  dieser  Unter- 
schiede zu  unendlich  kleinen  Größen 
der  vieii:en  Ordnung  führen  würde, 
welche  gegen  die  der  dritten  Ord- 
nung verschwinden,  so  erhält  man 
(mit  Hinweis  auf  Fig.  32,  in  der  die  Projektion  des  Körperteilchens 
auf  die  (zx)-Ebene  dargestellt  ist)  die  Gleichung: 

(y,tdx  dy)  dx  =  {y^^dy  dx)  dx 
und  hieraus  und  aus  ähnlichen  Momentengleichungen  füi*  die  der  ^r- Achse 
und  ;?- Achse  parallelen  Schwerachsen  des  Köipeii^ilchens  folgt: 

T       —  T  T       — —  T  T       — r  T 

••ar  *x*7  •0|r  ^yz'>  ^jcy  'yj*? 


i 

1  11 

^ 

X 

dm 

tOxdy 

' 

' 

' 

Fig.  32. 
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weshalb  die  ktii'zere  Bezeichnung  eingeführt  werden  soll: 

T,  Tjfg  —  T^y^       Ty  —  Tgg  —  ^xm^       ^»  ■"""  '^j»  —   V«» 

^\obei  zu  bemerken  ist,  daß 

Es  ändere  sich  nun  die  anfängliche  Länge  dx  um  die  Strecke 
^dx  =  A'  ( -ö~  )  +  ^"  (~9~)  ^^  zwai-,  daß  sie  die  dem  Punkte  (as,  y,  ä) 
anliegende  Mäche  gegen  den  Massenmittelpunkt  M  im  Sinne  der  ( —  x) 
um  A'  (  -  9- )  verschiebt  und   die  gegenüberliegende  Fläche  im  Sinne 

der  (-f-^)  ^ni  A''(— ^V    Die  auf  jene  Flächen  wirkenden  Kräfte: 

c^dydx   und  ys^-\'—~-dxjdydix 

liefern  dann  ziu*  virtuellen  Formänderungsarbeit  den  Beitrag: 

c,dy  dx  A'  (^  )  +  (a,  +  -^  dx)  dy  dx  A"  (  -^  ) 

und  hierfür  darf  man  nach  Streichung  der  kleinen  Größe  vierter  Ord- 
nung :   --,--  dx  dy  dx  A"  ( -^  dxj  setzen : 

a^dy  dx  ^dx  =  a,—  ,  —dV 
^  dx 

worin  dV=dxdy  dz  den  Inhalt  des  Körpei-teilchens  bedeutet. 

Hieraus  und  aus  ähnlichen  Betrachtungen  folgt:  Ändern  sich  die 
anfanglichen  Längen  rfx,  dy,  dx  um  Strecken  Arfa:,  Ady,  ^dx  und 
bezeichnet  man  die  in  der  Folge  Dehnungmi  genannton  Yerlängerungs- 
verhältnisse  mit 

(38)         e.--^-,       ''-    djj'       ''—Tx' 

so  ist  der  von  den  Spannungen  a,,  a^,  a,  abhängige  Teil  der  virtuellen 
Fonnäaderungsarbeit  dA,  des  Körpertoilchens  {dx  dy  dx)  gleich 

'  (39)        (a,6,  +  a,6,  +  a.6.)rfF. 

Gleichzeitig  mit  den  Dehnimgen  entstehen  Winkeländerungen  und 
infolgedessen  leisten  auch  die  Schubkräfte  Arbeit.  Es  sei,  mit  Bezug- 
nahme auf  Fig.  31 

Y,  die  Änderimg  des  Winkels  FOZ, 
Y,    .,  „  ,,  ,,         Z0\, 


42  Einleitung. 

Man  nennt  -y,,  -y^,  y,  die  Oleitungen  im  Punkte  x^  y^  x\  sie  seien 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  sie  Yerkleinerungen  oder  Yergröße- 
rungen  der  Winkel  YOZ^  ZOX^  XOY  vorstellen.  Bei  Berechnung 
der  infolge  der  Gleitungen  von  den  Schubkräften  verrichteten  virtuellen 
Formänderungsarbeit  darf  man  wieder  die  Spannungsunterschiede  in 
den  eioander  gegenüberliegenden  Flächen  vernachlässigen  und  den 
Punkt  x^^  an  Stelle  des  Massenmittelpunktes  als  ruhend  annehmen. 

Ändert  sich  der  Winkel  TOZ  um  y«,  so  verschiebt  sich  die 
Fläche  YO'  im  Sinne  OZ  gegen  die  Fläche  OY'  um  y^dy^  wobei  die 
in  YO'  nnd  senkrecht  zu  dx  wirksame  Schubkraft  x^dxdx  die  vir- 
tuelle Arbeit  x^dxdxy^dy  verrichtet,  oder  es  verschiebt  sich  die 
Fläche  ZO'  im  Sinne  OY  gegen  die  Fläche  OZ'  um  die  Strecke  Y^rf«, 
bei  welcher  Bewegung  die  in  ZO'  und  senkrecht  zu  dx  wirkende 
Schubkraft  x^dxdy  die  Arbeit  x^dxdyy^dx  leistet  In  beiden  Fällen 
wird  die  Arbeit 

x^'^^dx  dy  d%  =  T^Y^dF 

erhalten,  und  ebenso  ergeben  sich  für  die  den  Gleitungen  y,,  -y,  ent- 
sprechenden Arbeiten  die  Ausdrücke  T^-y^dF  und  T.y.dF,  so  daß  die 
gesamte  virtuelle  Formänderungsarbeit  der  an  dem  Teilchen  {dx  dy  dx) 
angreifenden  Flächenkräfte  gleich 

dA,  =  (a,s,  +  a,e,  +  a,6.  +  t.y.  +  t,y^  +  t.y.)  dV 

ist     Für  den  ganzen  Körper  erhält  man: 

(40)  A^  =  K(j«6,  +  (J,6,  +  (j.s.  +  T.Y,  +  T„Y„  +  T.Y.)  dV. 

Bei  unstetigen  Spannungen  muß  der  Körper  in  Teüe  zerlegt  werden, 
innerhalb  welcher  alle  Spannungen  stetig  sind.  Die  Werte  A^  werden 
für  die  einzelnen  Teile  gesondert  berechnet  und  schließlich  addiert 

Setzt  man  (nach  Nr.  23)  A^  gleich  der  virtuellen  Arbeit  der  äußeren 
Kräfte  Q^  so  erhält  man: 

(41)  2  Q^h^  =  l(a^&,  +  <y»Sir  +  <J*e.  +  ^xYx  +  ^^-y,  +  t.y.)  d  F, 

wo  8^  die  den  Dehnungen  s,,  Sy,  s,  und  Gleitungen  y»,  y^,  y,  ent- 
sprechende Yerschiebung  des  Angriffspunktes  m  der  Kraft  Q^  im 
Sinne  von  Q^  bedeutet,  d.  i.  die  Projektion  des  Weges  von  7n  auf 
die  Richtimg  von  ö-.-  Zu  erinnern  ist  daran,  daß  bei  Ableitung 
der  Gleichung  (41)  hinsichtlich  der  äußeren  und  inneren  Ki'äfte  nur 
die  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungen  vorausgesetzt  wurde,  und 
daß  die  Dehnungen,  die  Gleitungen  und  die  ihnen  entsprechenden 
Verschiebungen  8  von  den  Kräften  Q  und  den  Spannungen  c  und  x 
unabhängig  zu  denken  sind  und  von  irgendwelchen  anderen  Ursachen 
herrühren  können. 
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25.  — Wir  setzen  jetzt  fest,  daß  e,,  s„  e,,  y,,  y„  y,  die  bei  einer 
gegebenen  Angriffeweise  des  Körpers  entstehenden  vnrkUchen  Dehnungen 
und  Oleihmgen  sind,  bezeichnen  mit  Q^  a,,  o,,  a„  t^^  t^,  t,  die  äußeren 
Kräfte  und  Spannungen  eines  nur  gedachten  Belastungszustandes,  wenden 
auf  den  letzteren  und  auf  den  wirklichen  Formänderungszustand  die 
Gleichung  (41)  an,  und  erhalten  die  Beziehung: 

(42)       S  Q^b^  =j  ((J.6,  +  a^Sy  +  (j.s.  +  T.-y.  +  r,y,  +  T.-y.)  dV, 

welche  der  für  das  Fachwerk  abgeleiteten  Gleichung  (13)  gegenüber 
zu  stellen  ist,  und  in  welcher  8^  die  Projektion  des  wirklichen  Weges 
des  Punktes  m  auf  die  gedachte  Kraft  Q^  bedeutet 

Die  wirklichen  Dehnungen  und  Gleitungen  sollen  hier  nur  für  den 
isotropen  (d.  h.  in  allen  Punkten  gleich  beschaffenen)  Körper  angegeben 
werden.  Es  wird  ein  spannungsloser  Anfangszustand  angenommen.  Die 
anfangliche  Temperatur  ändere  sich  im  Punkte  (a:,  j/,  z)  um  t. 

Die  Seite  dx  des  KöiTperteilchens  (dxdydx)  erleidet,  wenn  die 

Spannung  a,   allein   wirkt,    die  Dehnung  —z —  =  -^,  während  die 

\dx 
Temperaturänderung  den  Einfluß  — ^ —  =  ef  erzeugt  und  infolge  von 

a,  und  a,  entstellt:  — = —  = — ^r*.  wobei  —  die  Wertziffer  der 

'  dx  mE    '  m 

Querdehnxmg  (abgerundet  \  für  Eisen  und  Stahl)  bedeutet*)  Das  Zu- 
sammenwirken aller  Ursachen  ruft  die  Dehnung  hervor: 

6,  =  -^ ^     jj,"  +6^  und  ebenso  ergibt  sich: 


(43) 


*        E  7nL       '      ' 

E  mE       '      ' 


während  die  nur  von  den  Schubspannungen  abhängigen  Gleitungen  die 
Werte  annehmen: 

T  T  T 

(44)         Y j.  =  -^ ,  Yy  =  -^ ,  ^'  ^^   Ö  ' 

wobei 

(45)         G=        ^^ 


2  (m  +  1) 
die  Schub- Elastixitätsxiffer  (auch  Oleitmodul  genannt)  bedeutet**) 


*)  Vergl.  Band  I,  §  12. 

*♦)  Vergl.  u.  a.   Qrashof,   Theorie   der  Elastizität  und  Festigkeit,   2.  Auflage, 
Berlin  1878,  Seite  24  und  30. 
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b.  Anwendung  der  Gleichung  (42). 

26.  —  Wir  werden  bei  Berechnung  der  Stab  werke  die  Gleichung  (42) 
in  derselben  Weise  benutzen  wie  die  Gleichung  (13)  bei  Untersuchung 
des  Fachwerks.  Zunächst  werden  wir  die  nach  bestimmten  Richtungen 
wirkenden  Seitenkräfte  C  der  Stützenwiderstände  sowie  die  Spannungen 
(5  und  T  als  lineare  Funktionen  der  gegebenen  Lasten  P  und  gewisser 
statisch  nicht  bestimmbarer  Größen  X'^  X'\  X'"  .  .  .  darstellen,  und 
zwar  in  der  Form: 


(46) 


c 

c. 

CA" 

■C" 

A" 

C" 

A'" 

c. 

ff»» 

ej 

X' 

a" 

A" 

ff/" 

A'" 

Cg 



ff»o 

o/ 

X' 

ff»" 

X" 

ff» 

A'" 

a. 

= 

0.0 

0.' 

X' 

ff." 

X" 

T, 

T.0 

t/ 

X' 

T," 

X" 

x'" 

Ty 

t,o 

< 

X' 

X" 

^» 

A"' 

T, 



T.O 

T^/ 

X' 

T," 

X" 

— 

Itt 

A"" 

Die  mit  dem  Zeiger  0  behafteten  Werte  sind  Funktionen  ersten  Grades 
der  Lasten  P  und  unabhängig  von  den  Größen  X\  X'\  ....  Die 
Werte  (7,  C  .  .  .  ,  a',  a"  .  .  .  ,  x\  t"  .  .  .  sind  unabhängig  von  den 
P  und  X 

Es  bedeuten: 

(7,  q\  t'  die  Stützen  widerstände  und  Spannungen 

für  den  Zustand  -X'  =  —  1 , 
C\  c\  t"  die  Stützen  widerstände  und  Spannungen 

für  den  Zustand  X"  =  —  1  u.  s.  w. 

Wird  nun  die  Gleichung  (42)  der  Reihe  nach  auf  die  Belastungs- 
zustände:  X'  =  —  1,  X"  =  —  1,  .  .  .  angewendet  imd  jedesmal  auf 
den  wirklichen  Verschiebungszustand,  so  ergeben  sich  die  zur  Berech- 
nung der  Größen  X\  X'\  .  .  .  ausreichenden  Bedingungen: 

L'  =  Aa/e,  +  (j/e,  +  a/e.  +  t/y,  +  t/y,  +  t/t.)  d  V 
(47)     i  r=j{c:\.  +  a/e,  +  a/'e.  +  t/'t.  +  VW.  +  VW.)  d  V 


unter  L\  L"  .  .  .  die  den  Zuständen  X' =  —  1,  X"  ^  —  1,  .  .  . 
entsprechenden  virtuellen  Ai'beiten  der  Auflagerkräfte  verstanden. 

27.  —  Wird  die  durch  bestimmte  Dehnungen  und  Gleitungen 
e„  e,,  6.,  y,,  f^,  y.  bedingte  gegenseitige  Verschiebung  8^  zweier 
Punkte  m  und  m^  des  Körpers  gesucht,  so  bringe  man  in  m  und  m^ 
zwei  entgegengesetzt  gleiche,  in  die  Gerade  mm^  fallende  und  von- 
einander weg  gerichtete  Kräfte  Eins  an  (Fig.  9)  imd  stelle  für  diesen 
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gedachten  Belastungszustand  und  für  den  wirklichen  Verschiebungs- 
zustand die  Gleichung  (42)  auf.    Man  erhält: 

(48)  1 .  8^  +  L  =J  ((j,s,  +  a^e,  +  a,e.  -f  t, y,  +  t„ y^  +  r^-y.)  d  F, 

worin  ö,  T  und  C  Spannungen  und  Stützenwiderstände  bedeuten,  welche 
mit  der  Belastungseinheit  des  Punktpaares  7n,  m^  im  Gleichgewichte 
sind. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  alle  die  Aufgaben  behandeln,  welche 
in  Nr.  9,  10,  14  für  das  Fach  werk  gelöst  worden  sind. 


c.  Das  Clapeyronsche  Gesetz  und  die  Sätze  von  Maxwell  und  Betti. 

28.  —  Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  äußeren  und  inneren  Kräfte 
allmählich  von  Null  aus  wachsen,  daß  also  auch  die  Umgestaltung  des 
Körpers  allmählich  vor  sich  geht,  ohne  daß  Schwingungen  entstehen. 
Für  jede  der  unendlich  kleinen  Formänderungen,  in  welche  sich  die 
ganze  Formänderung  zerlegen  läßt,  gilt  die  Gleichung  (42)  und  es  er- 
gibt sich  daher  die  Beziehung 

(49)     ^JQdi  = /jf(Me,+a,de,+a.ds.+T,dT.  +  T,rfY,+T.rfY.)dF, 

^'0  (?,  a„  a,,  a,,  t,,  t^,  t,  die  Wei-te  der  äußeren  Bjäfte  und  Span- 
nungen in  dem  Augenblicke  bedeiiten,  in  welchem  die  Verschiebungen 
5  und  di  zunehmen  imd  die  Dehnungen  und  Gleitungen  um  de,,  de^, 
de.,  dY„  dy,,  df,. 

Der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (48)  gibt  die 
mechanische  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  Q  an,  der  Ausdruck  rechts 
die  ivirkUchs  Formänderungsarbeit  A  des  Körpers.  Behält  der  Körper 
in  jedem  Punkte  die  anfängliche  Temperatur,  ist  also  ^  =  0,  so  er- 
gibt sich: 

de,  =  -^(da,--^da,-i^da.);        d-i^^^d^., 

de,  =  -^(da,-l-da,-^da,);        dT,  =  -^dT„ 

de.  =  ^  (da^ —  —  da,—  ^  da^  ;        dy.  =  -^  dx.  also 
(j.de,  +  c.dty  +  a.de.  +  r^d-y,  +  T^dy,  +  x.dy. 


dV 
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und  hieraus  durch  Integration: 

(50)    A  =  -|-/[fl.*  +  ff,»  +  ff/  -  ^  (ff,ff.  +  ff-ff«  +  ff.ff»)]  E 

1    r  dV 

+  ^/(T.*  +  V  +  V)-J- 

Nun  gilt  aber  auch  andererseits  die  Gleichung: 

und  diese  läßt  sich  leicht  umformen  in 

S08==2J. 

Da  nun,  nach  (60),  S  /  Qdh  =  -4  ist,  so  ergibt  sich: 


\fQdh 


2  -2  - 


und   hieraus   folgt,   daß   das  in  Nr.  8   für   das  Fachwerk   bewiesene 
Clapeyronsche  Oesetz  auch  für  den  isotropen  festen  Körper  gilt 

Aus  der  Gültigkeit  des  Clapeyronschen  Gesetzes  folgt  aber  auch 
ohne  weiteres  diejenige  des  in  Nr.  17  für  den  Fall  f  =  0  und  L  =  0 
abgeleiteten  Maxwellschen  Lehrsatzes, 

29.  —  Um  den  Maxwellschen  Satz  noch  auf  eine  ähnliche  Weise 
wie  in  Nr.  18  als  besonderen  Fall  des  allgemeineren  Gesetzes  von  Betti 
herzuleiten,  nehmen  wir  an,  daß  auf  den  Körper  zuerst  beliebige  Be- 
lastungen P^  wirken.  Den  Körper  denken  wir  durch  drei  einander 
rechtwinklig  schneidende  Flächenscharen  in  unendlich  kleine  Teilchen 
zerlegt,  in  deren  Seitenflächen  nur  Normalspannungen  auftreten,  welche 
dann  Hauptspannungen  heißen  und  mit  c^\  a,',  c^'  bezeichnet  werden 
sollen.    Die  entsprechenden  Dehnungen  sind  (wegen  ^  =  0) 


(51) 


'i'=[ff.'-^(ff/  +  ff,')]4 
die  Gleitungen  sind  =  0. 


•s 
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Jetzt  ersetzen  wir  die  Belastungen  P^  durch  andere  Belastungen 
P,,  behalten  aber  die  vorhin  angenommene  Zerlegung  des  Körpers  bei. 
Ei?  treten  dann  Normalspannungen  a^",  a,",  c^"  auf,  und  diese  erzeugen 
Dehnungen : 


(52) 


r         1  11 

[1  11 


Außerdem  werden  durch  die  P»  Schubspannungen  r"  und  Gleitungen  -{' 
hervoi^rufen. 

Bezeichnen  wii-  nun  mit  (5^,)  den  Weg  irgendeiner  Belastung  P^ 
für  den  Fall,  daß  auf  den  Körper  nnr  die  Belastungen  P^  wirken,  und 
mit  (^nm)  den  Weg  irgendeiner  Belastung  P,  infolge  ausschließlicher 
Wirkung  der  P«,  und  wenden  wir  die  Gleichung  (42)  zuerst  an 

auf  den  Belastungszustand  (P^)  und  den  hiervon  unabhängigen, 
den  Belastungen  P.  entsprechenden  Versclüebungszustand, 
sodann: 

auf  den  Belastungszustand  (P.)  und  den  hieivon  unabhängigen, 
den  P^  entsprechenden  A^erschiebungszustand, 
so  erhalten  wir,  da  die  Stützenwiderstände,  der  Voraussetzung  gemäß, 
keine  Arbeit  verrichten,  die  Gleichungen: 

2P»  (8„,)  =|(<i,'e."  +  ff,'s,"  +  a,'6,")  dV 

2P.  (8.«)  =  /■((!, "e/  +  o,"e,'  +  Oj-'e,')  dV, 

bei  deren  Aufstellung  zu  beachten  ist,  daß  den  Gleitungeu  y"  die  Schub- 
spannungen  t'  =  0  gegenüberstehen  und  den  Schubspannungen  t"  die 
Gleitungen  y'  =  0. 

Mit  Hilfe  von  (51)  und  (52)  läßt  sich  nun  leicht  nachweisen,  daI5 

ist  und  deshalb  auch 

2P.(&..)  =  2P,(8.J. 
Hieraus  aber  folgt,  wie  auf  Seite  34,  als  besonderer  Fall: 
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d.  Die  Castiglianosohen  Säbe. 

30.  —  Setzt  man  in  Gleichung  (41): 

wobei  SP« 8«  die  virtuelle  Arbeit  der  Belastungen  P^  und  L  diejenige 
der  Stützenwiderstände  bedeutet,  und  beachtet,  daß  Gleichung  (41)  auch 
für  den  Fall  gilt,  daß  die  8,  e,,  e^,  e„  t„  t,,  t,,  von  den  Kräften  Q 
unabhängig  sind,  so  findet  man  durch  teilweise  Differentiation  jener 
Gleichung  nach  P«,  bei  unveränderlich  angenommener  Formänderung: 

^'^  dP^  ~J  V'  dP„  ^ ''  SP.  ^ ''  »P. 

imd  diese  Beziehung  läßt  sich  umformen  in 

(53)        8«=,p^-,-p^, 

(54)        A,  =  A  +|((;,  +  a,  +  a.)  MV 

und  A  gleich  der  wirklichen  Formänderungsarbeit  ist  (Siehe  Glei- 
chung 66.) 

Gleichung  (63)  üefeit,  falls  die  Stützen  widerstände  keine  Arbeit 
leisten  und  f  =  0  ist,  das  zuerst  von  Castigliano  bewiesene  Gesetz: 

(56)       K^^^- 

Dasselbe  läßt  sich  auch  wie  folgt  ableiten.  Auf  einen  Körper  mögen 
die  Belastungen  P„  Pj,  ....  P«,  ...  .  wirken;  ihre  Wege  seien  8., 
85,  .  .  .  8«,  .  .  .  (vergL  Seite  31).    Im  Falle  L  =  0  und  f  =  0  ist 

K=KaPa  +  K.P.^ VKn.P^  +  '- 

86  =  ihaP<»  +  \hPh  -\ h  KmPm  H 


WO 


8.=  8^.P.  +  8.,P,  +  ...  +  8_P.  +  ... 

Wächst  P^  um  3P^,  während  die  übrigen  Belastungen  ungeändert 
bleiben,  so  nehmen  8.,  8^,  ...  8«  ...  zu  um 

88.  =  8.«^P«:  a84  =  8t«8P^;  .  .  .  88«  =  8«^3P«;  .  .  . 

und  die  Formänderungsarbeit  -4,  welche  ebenso  groß  ist  wie  die  me- 
chanische Arbeit  der  äußeren  Kräfte,  wächst  um 

^^  =  P.?8.  +  P,88,  +  ...  +  P«a8«  +  ... 
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3Ian  erhält 

?^  =  (5.^P.  +  8»^P»  +  . . .  +  8^^P^  +  . . .)  ^P-, 
wofür  man  (nach  dem  Gesetze:  5««  =  8^«)  auch  schreiben  darf: 

dÄ 


^P« 


=  8^.P«  +  »-.6P.  +  ---  +  ».-P.  +  ---  =  8-. 


Da  die  Gleichung  (41)  hinsichtlich  der  äußeren  und  inneren  Kräfte 
nur  die  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungen  verlangt,  so  ist  es 
erlaubt,  bei  Anwendung  der  Formeln  (53)  und  (65)  die  statisch  nicht 
bestimmbaren  Größen  X  als  willkürliche  YeränderUche  aufzufassen. 
Differentiiert  man  also  nach  P^,  so  darf  man  nicht  nur  alle  übrigen 
Belastungen,  sondern  auch  sämtliche  X  als  unveränderlich  ansehen. 

Betrachtet  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  X  (welche 
sich  stets  auf  Kräfte  zurückführen  lassen)  ebenso  wie  die  P  als  un- 
abhängige YeränderUche  der  Gleichungen  (46),  d.  h.  rechnet  man  die  X 
vorübergehend  zu  den  Belastungen,  so  dürfen  die  Werte  a',  a", .  . .  r', 
t",  ...  als  Differentialquotienten  der  <y  und  t  aufgefaßt  werden;  denn 
es  ist 


y  -.'.*•**•  -.'.     ^"^   -' 


Die  Gleichungen  (47)  lassen  sich  dann  auf  die  gemeinsame  Form 
bringen 

<")      -^-/(-IxH-'fe  +  '-ls 

wobei  X  irgendeine  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  und  Lx 
die  virtuelle  Arbeit  der  Auflagerkräfte  für  den  Zustand  X  =  —  1  be- 
deutet Führt  man  für  die  Dehnungen  und  Gleitungen  die  durch  (43) 
und  (44)  gegebenen  Werte  ein,  so  gelangt  man  zu  dem  übersichtlichen 
Gesetze: 

(67,       |^-i,=0. 

Verrichten  die  Stützenwiderstände  keine  Arbeit  (Lx=  0)  und  findet 
an  keiner  Stelle  des  Körpers  eine  Änderung  der  anfänglichen  Tempe- 
ratur statt  {t  =  0),  so  geht  (54)  über  in 

dA 
(58)        1^.  =  0 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  4 


50  Einleitung. 

und  diese  Gleichung  sagt  aus: 

daß  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Orößen  X  die  Form- 

änderungsarbeit  Ä,  welche  als  Funktion  der  zuerst  unabhänffig 

veränderlich  gedachten  Werte  X  darzustellen  ist,   xu  einem 

Minimum  machen. 

Wendet  m^   die  6ii9%{ea;20schen  Sätze   auf   das  Fachwerk    an, 

welches  ja  nur  ein  besonderer  Fall  des  eben  untersuchten  Körpers  ist, 

so  hat  man  zu  setzen: 

(59)        A  =  2  2^  +  S6<5«. 


Literatur  zur  Einleitung. 


Die  Grundlagen  für  die  in  der  Einleitung  vorgeti-agenen  Untersuchungen  hat 
Clerk  Maxwell  in  der  im  Philosophical  Magazine,  Band  27,  Seite  294  abgedruckten 
Abhandlung:  „On  the  caleulation  of  the  equilibrium  atid  stiffness  of  frames^^ 
geschaffen. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung  wendet  sich  Maxwell  zur  Lösung  der  Aufgabe: 
Gesucht  ist  die  Änderung  ^  der  Entfernung  5  C  zweier  Knotenpunkte  5  und  C  einas 
Fachwerks  infolge  der  Änderung  A«  der  Länge  s  irgendeines  Stabes  A.    Er  biingt 
zwischen  den  Punkten  B  und   C  einen  Zug  P  an,  er- 
mittelt die  im  Stabe  A  hierdurch  hervorgerufene  Spann- 
kraft S  und  beti-achtet  das  Fachwerk  als  eine  Maschine, 
an  welcher  die  beiden  Kräfte  P  einen  Widerstand  S  über- 
winden.   Das  Clapeyron^htö  Gesetz  liefert  die  Arbeits- 
bedingung 

a)    ypn-\-\s!iis=Q. 

Bedeutet  nun  S'  die  im  Stabe  A  durch  den  Zug  P=l  erzeugte  Spannki-aft,  so  ist 
S=zPS\  und  es  ergibt  sich  aas  (I)  die  Grundgleichung 

(II)        5  =  —  5' As. 
Aus  ihr  folgert  Maawell  den  Satz: 

Ist  S'  die  Spannkraft  im  Stabe  A  infolge  einer  ZugeinJwit  zwischen 

den  Punkten  B  und   C,  so  bringt  eine  Dehnung  des  Stabes  A  von  der 

Qröße  ^s=zl  die  Punkte  B  und  C  einander  näher  um  eifie  Strecke  S'. 

Dieser  Satz  liefert  die  zu  einer  willkürlich  gewählten  Längenänderung  A« 

gehörige  Knotenpunktverschiebung  8.    Wei*den  sämtliche  Stablängen  um  willkürliche 

Werte  A«  geändert,  so  entsteht 

(m)        8  =  — 26"A5. 
Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  entwickelt  nun  Maxwell  die  Bedingungen  zur  Be- 
rechnung der  Spannkräfte  in  den  überzähligen  Stäben  eines  statisch  unbestimmten 
Fachwerks.   Die  wichtigsten  Stellen  seiner  Arbeit  mögen  hier  wörtlich  wiedergegeben 
werden: 

Theorem.  If  S'  be  the  tension  of  the  piece  A  due  to  a  tension-unity  between 
the  points  B  and  C,  then  an  extension-unity  taking  place  in  A  will  bring  B  and  0 
nearer  by  a  distance  S\  P 

For  let  ^%e  the  tension  and  A«  the  extension  of  A,  $  ]>e  the  tension  and 
Ö  the  extension  of  the  line  BC\  then  supposing  all  the  other  pieces  inextensible, 
no  work  will  be  done  except  in  stretching  A,  or 

i-P8  +  -2-5A.  =  0. 


But  S=rPS\  therefore 
which  was  to  be  proved. 


1 


8  =  —  5'A.v, 
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Problem  I.  A  tension  P«  is  applied  between  the  points  Wj  and  w,  of  a  fi*aine, 
which  is  simply  stiff;  to  find  the  extension  of  the  line  joining  n,  and  ti,,  all  the 
pieces  except  A  being  inextensible,  the  extensibility  of  A  being  p. 

Beteimine  the  tension  in  each  piece  due  to  iinit  tension  between  m^  and  m,, 
and  let  Sm  be  the  tension  in  A  due  to  this  cause. 

Determine  also  the  tension  in  each  piece  due  to  unit  tension  between  n^  and 
fi,  and  let  Sn  be  the  tension  in  the  piece  Ä  due  to  this  cause. 

Then  the  actual  tension  ot  Ä  is  PmSm  and  its  extension  is  P^tS^p  and  the 
extension  of  the  line  n^Ti,  due  to  this  cause  is  — PmSmSnP  by  the  last  theorem. 

Cor.  If  the  other  pieces  of  the  frame  are  extensible,  the  complete  vaJue  of 
the  extension  ia  n^n^  due  to  a  tension  Pm  in  tnitn^  is 

(IV)        =-~P«.SPi„&,p, 

where  ^SmSnp  means  the  sum  of  the  pi-oducts  of  iSi„6«p,  which  are  to  be  found 
for  each  piece  in  the  same  way,  as  they  were  found  for  A, 
Mit  P«  =  1  entsteht 

9«i  M  =  —  S  Sm  Sm  p. 

Aus  dem  Ausdrucke  (IV)  folgert  Maxwell  den  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der 
Verschiebungen,  8Mm  =  8MN,  dem  Verfasser  den  Namen  Jfaaare^/ scher  Satz  beigelegt 
hat,  ein  Benennung,  die  sich  schnell  eingebürgert  hat. 

Die  Gleichungen  zur  Bei-echnung  der  Spannkräfte  in  den  überzähligen  Stäben 
JSi,  Xtt  Xc  .  .  .  .  eines  statisch  unbestimmten  Fachwerks,  an  welchem  zwischen 
irgend  zwei  Punkten  B  und  C  ein  Zug  P  angreift,  entwickelt  Maocwell  wie  folgt: 

Let  Sat  Ä,  Ä,  .  .  .  .  be  the  tensions  in  Ä  due  to  imit  tension  in  Xi,  X», 
Xe^f  .  .  .  .;  also  let  ^,  X^^  Xe  ....  he  the  tensions  of  ^,  X^^  Xc  .  ,  .  .  and  p«, 
p»,  p«,  .  .  .  .  their  extensibilities.    Then  the  tensions  in  Ä 

=  PS   -{-  Xa  Sa  ~j-  Xh  Oft  -|-  Xe  Sc  -p  .  .  .  .  ^ 

the  extension  of  A 

/\3z^p  (PS'  +  XaSa  +  Xt,Sö  +  XcS,  +  .  .  .  .); 

the  extension  of  X^, 

=  —  P-^S'SaP  —  -X«SÄ.8p  — X*  2.9„Ä  p  —  Xc^SaScP  —  ....  =  X^pa 
the  extension  of  Xb 

=  —  PSÄ'Ä'ftp  —  X^'S.SaSbP  —  -X*  SÄ6  «p  —  Xc^ScStp  —  ....=  A'ft  P6 

u.  s.  w. 

Hier  haben  wii*  die  Anwendung  der  Gleichung  1'8  =  — 25'/\5  auf  die  ge- 
dachten Belastungszustände  -X«=l,  Xi,  =  l  .  .  .  .^  und  die  hiervon  unabhängigen 
wirklichen  Formändeningen  8  und  As. 

Stützenverschiebungen  müssen  bei  der  Benutzung  der  Gleichungen  (V)  mit  Hilfe 
von  Auflagerstäben  bemcksichtigt  werden,  vergl.  Seite  22.  Die  hiermit  verbundene 
Auffassung  der  Verschiebungen  von  Knotenpunkten  als  Längenänderungen  von  Stäben, 
welche  diese  Stabe  mit  außerhalb  des  Fachwerks  liegenden  festen  Punkten  verbinden, 
findet  sich  ebenfalls  bereits  bei  Maxwell.    Die  fragliche  Stelle  lautet: 

In  structui'es  acted  on  by  weights,  in  which  we  wish  to  determine  the  deflection 
at  any  point,  we  may  regard  the  points  of  support  as  the  extremities  of  pieces,  con- 
necting  the  stnictui-e  with  the  centre  of  the  earth;  and  if  the  Supports  are  capable 
of  resisting  a  horizontal  thrust,  we  must  suppose  them  connected  by  a  piece  of  equi- 
valent  elasticity  *).  The  deflection  is  then  the  shoiiening  of  a  piece,  extending  from 
the  given  point  to  the  centre  of  the  eaiHii. 


(V) 


*)  Beispiel:  Verbindung  der  Kämpfergelenke  eines  Zweigelenkbogens  durch  eine 
Zugstange,  deren  Verlängerung  gleich  der  beobachteten  Änderung  Ai  der  Stütz- 
weite ist 
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Die  ersten  praktischen  Anwendungen  der  Maxwell fichen  Gleichungen  (III)  und 
(V)  zur  Berechnung  von  statisch  unbestimmten  Fachwerken  gab  Mohr*);  er  beginnt 
seine  Untersuchungen  mit  der  Berechnung  das  Horizontalschubes  eines  Zweigelenk- 
bogens  und  bestimmt  die  von  der  Längenänderung  As**)  eines  Stabes  A  erzeugte 
Änderung  ^  der  Stützweite  /  wie  folgt: 

,,Man  kann  diese  Bewegung  auch  hervornifen  durch  einen  Horizontalschub  X 
gegen  die  Auflager,  welcher  in  der  elastischen  Stange  A  die  Spannung  S'  X  erzeugt 
Während  die  Kraft  X  den  Weg  8  zurücklegt  und  sonach  die  mechanische  Arbeit 
—  X8  leistet,  wird  die  widerstehende  Spannung  S'X  der  Stange  A  auf  dem  Wege 
As  überwunden  und  dadurch  die  meohanische  Arbeit  S'X  As  absorbiert.  Nach 
dem  Prinzip  der  virtuellen  Gaschwindigkeit  sind  diase  Arbeiten  gleich  groß  und 
demnach 

oder 

—  8  =  Ä'A5." 

In  diese  über  alle  Stäbe  ausgedehnte  Mcuncellsche  Grundgleichung  setzt  Mohr 
die  wirklichen  liuigenänderungen  As  ein  und  erhält  eine  Gleichung  zur  Berechnung 
von  X***) 

La  seiner  zweiten  Abhandlung  untersucht  Mohr  mit  Hilfe  der  Maxwellscheji 
Gleichungen  (V)  das  Balkenfachwerk  mit  überzähligen  Stäben  (mit  Vertikalen  und 
zwei  sich  kreuzenden  steifen  Diagonalen  in  jedem  Felde)  und  den  Fachwerkbalken 
auf  mehreren  Stützen.  Li  dieser  zweiten  Arbeit  zeigt  Mohr  auch  die  Benutzung 
des  Ifoxtre/Zschen  Satzes  S.,»  =  ^nm  zur  Bestimmung  der  Einflußlinie  für  die  lotrechte 
Verschiebung  eines  Fachwerkknotens  imd  deren  Verwertung  zur  Ermittlung  der  Ein- 
flußlinien für  die  Stützenwideretände  eines  Balkens  auf  mehreren  Stützen.  Li  der 
dritten  Arbeit  (1881)  behandelt  Mohr  den  beiderseits  eingespannten  symmetrischen 
Fachwerkbogen. 

Mohr  verfolgt  auch  den  von  Maxwell  nicht  berücksichtigten  Einfluß  von  Tem- 
peraturänderungen. Wenn  er  aber  später  —  im  Zivilingenieur,  1885  t)  —  die  Trag- 
weite der  MaxvrelhahQR  Arbeit  durch  den  Ausspruch  herabzudrücken  sucht:  IHe 
Nainr  des  Clapeyronschen  Theorems  gestattet  nicht  ohne  weiteres,  die  Betrachtung 
auf  die  Bestimmung  der  Temperatureinwirhtngen  auszudehnen,  so  stellt  er  damit 
eine  Behauptung  auf,  die  durch  den  klaren  Lihalt  des  Satzes  widerlegt  wird,  den 
Maxwell  aus  seiner  Grundgleichung  I  folgert.    Denn,  sobald  eine  Längenänderung 

*)  Mohr,  Beitrag  xur  Theorie  der  Bogenfacfiwerkträger,  Zeitschrift  des  Archi- 
tekten- und  Ligenieurvereins  zu  Hannover  1874,  Seite  223. 
— ,  Beitrag  xur  Theorie  des  Fachwerks,  dieselbe  Zeitschrift  1874,  Seite  509, 

und  1875,  Seite  17. 
— ,  Beitrag    xur    Theorie  des   Bogenfachwerks ,    dieselbe   Zeitschrift    1881, 
Seite  243. 
**)  Die  von  Mohr  angewandten  Bezeichnungen  habe  ich  durch  die  in  diesem 
Buche  benutzten  ersetzt. 

***)  Die  aus  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  folgende  allgemeine  • 
und  einzige  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  zwischen  den  inneren  und  äußeren 
Kräften  eines  elastischen  Körpers  hat  bereits  Navier  benutzt.  Beachtenswert  ist,  daß 
auch  Clapeyron  von  dieser  allgemeinen  Gleichimg  ausgegangen  ist;  die  virtuellen 
Verschiebungen  ereetzte  er  durch  die  wirklichen.  Eine  Anwendung  des  Clapeyron- 
sehen  Gesetzes  auf  Körper,  welche  sich  in  Prismen  zerlegen  lassen,  die  nur  auf  Zug 
oder  Druck  beansprucht  werden,  findet  man  schon  in  dem  bekannten  Werke: 

Lame,  Le^ons  sur  la  theorie  mathematique  et  l'ela^ticitS  des  corps  solides, 

Paris  (1852,  1866),  Seite  87. 
t)  Mohr,  Beitrag  xur  Theorie  des  Fachwerks.    Zivilingenieur  1885,  Seite  308. 
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A*  =  1  eine  Knotenpunktverschiebung  J5=  —  Ä'  verursacht,  wie  dies  Maxwell  klipp 
und  klar  ausspricht,  so  erzeugt  A«  =  e<«  die  Verschiebung  9  =  —  S'zts.  Was 
hätte  wohl  Maxwell  mit  der  Qleichung  (I)  anfangen  sollen,  wenn  er  für  A«  nur  die 
von  der  Spannkraft  S'  erzeugte  lÄngenÄnderung  A«  =  iS'p  hätte  einsetzen  dürfen. 

Aus  Maxwells  Entwicklungen  geht  vielmehr  deutlich  hervor,  daß  er  die  ^  und 
A«  als  virtuelle  Verrücktmgen  verwertet;  er  wendet  Gleichung  (II)  auf  Belastungs- 
und YerschiebungBzustände  an,  die  voneinander  ganx  tmabhängig  sind,  genau  so, 
wie  dies  —  10  Jahre  später  —  Mohr  getan  hat*) 

Im  Jahre  1884  veröffentlichte  Krohn  eine  Herleitung  des  MaaweUsic^en.  Satzes 
von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  (Sm»  =  ^m)  und  zeigte  seine  Anwendung 
auf  die  Ermittlung  der  EinfluBIinie  für  den  Horizontalschub  eines  Zweigelenl:- 
bogens**),  und  1885  gab  der  Verfasser  die  allgemeine  Deutung  der  Einflußlinien  der 
"Werte  SiSoSip,  SÄcÄ^p,  ....  als  Biegungslinien,  ohne  hierzu  den  Satz  von  der 
Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  zu  benutzen  und  ohne  hinsichtlich  der  Großen  X 
einschränkende  Voraussetzungen  zu  machen.***)  Sodann  stellte  der  Verfasser  1886t) 
die  allgemeinen  Elastizitätsgleichungen 

auf,  deren  Gültigkeit  nicht  auf  das  Fachwerk  beschränkt  ist,  und  zeigte  deren  An- 
wendung zur  Berechnung  verschiedener  Tragwerke,  die  aus  geraden  und  krummen, 
auf  Biegung  beanspruchten  Stäben  bestehen. 

Neben  den  Maxwell^ohem  Sätzen  bilden  die  Sätze  von  Castigliano  die  Grund- 
pfeiler, auf  denen  sich  die  gegenwärtige  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Konstruk- 
tionen aufgebaut  hat.  Castigliano  ist  in  seinem  hervorragenden  Werke  „Theorie  de 
l'equilibre  des  systemes  elastiques",  Turin  1879,  sogar  einen  wesentlichen  Schritt 
weiter  gegangen  als  Maxwell,  insofern  er  seine  Untersuchungen  nicht  auf  die  ver- 
hältnismäßig einfache  Theorie  des  Fachwerks  beschränkte,  sondern  auch  die  auf 
Biegung  und  Abscherung  beanspruchten  Tragwerke  behandelte.  Den  Einfluß  der 
Temperaturänderungen  hat  er  ebenfalls  bestimmt,  sowohl  beim  Fachwerk  als  auch 
bei  den  biegungsfesten  Trägem.  Die  Wirkung  von  Stützenverschiebungen  läßt  sich 
bei  der  Anwendung  des  (hatigliano^aliQn  Verfahi*ens  mit  Hilfe  des  Satzes  von  der 
Abgeleiteten  der  Formänderungsarbeit,  unter  Umständen  mit  Benutzung  von  Stütz- 
stäben leicht  untersuchen. -j-f-) 

Den  aus  dem  Satze  von  der  Abgeleiteten  der  Formänderungsarbeit  folgenden 
Satz  von  der  kleinsten  Formänderungsarbeit   gab  bereits   früher  Menabrea  in  der 


*)  In  seinen  vor  kui'zem  erschienenen  „Abhandlungen  aus  dem  Gebiete  der 
technischen  Mechanik"  (1906)  wiederholt  Mohr  seinen  oben  wiedergegebenen  Aus- 
spruch über  das  Clapeyronsche  Theorem  und  bezeichnet  des  Verfassers  gegenteilige 
Behauptung  als  falsch  und  irreführend.  Verfasser  ist  dieser  und  anderen  Stellen 
der  ^oÄrschen  „Abhandlungen"  bereits  in  einer  Beilage  zu  seinem  Buche  „Erddruck 
auf  Stützmauern"  entgegengeti-eten  u.  a.  auch  mit  der  oben  wiederholten  wörtlichen 
Wiedergabe  der  wichtigsten  Teile  der  Maxwellschen  Arbeit. 

**)  Krohn,  Der  Satx  von  der  Gegenseitigkeit  der  Verschiebungen  und  Anwen- 
dung desselben  zur  Berechnung  statisch  unbestimmter  Fachwerkti-äger. 
Zeitschrift  des  Arch.-  u.  Ing. -Vereins  zu  Hannover  1884.   Seite  269. 

***)  Müller-Breslau,  Beitrag  xur  Theorie  des  Fachwerks,  dieselbe  Zeitschrift 
1885. 

t)  Müll  er -Breslau,  Die  steueren  Methoden  der  Festigkeitslehre  und  der  Statik 
der  Baukonstruktionen.    Dritte  Auflage  1904. 

tt)  Mehrfens  erklärt  im  HI.  Bande  seiner  „Vorlesungen  über  Statik  der  Bau- 
konstruktionen" 1905,  S.  435 :  man  könne  mit  Hilfe  der  Verfahren  von  Maxwell  und 
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Abhandlung:   Nouveau  principe  sur  la  distribution  des  tensions  dans  les  systemes 
elastiques,  Gomptee  rendus  1868,  I.   8.  1066.*) 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  Verfahren  von  Maxwell  und  Castigliano 
zeigte  der  Verfasser,  indem  er  die  MaopweUaohe  Grundgleichung  8  =  —  ^S'As  auf 
einen  beliebig  gestalteten  elastischen  Körper  anwendete  und  aus  der  so  erhaltenen 
Gleichung 


=h 


C  +  ^p'h  +  ^•'«*  +  "^''y*  +  fy'Yy  +  ^-'y*)  ^^ 


den  Satz  « =  4^  ableitete.**) 

Außer  den  in  der  vorstehenden  Darstellung  genannten  Schriften  führen  wir 
noch  an: 

1.  Fränkel,   Das  Prinxip  der  kleinsten  Arbeit  der  inneren  Kräfte  elastischer 

Systeme  und  seine  Anwendimg  auf  die  Lösung  baustatischer  Aufgaben  (Zeit- 
schrift des  Hanno V.  Arch.-  u.  Ing. -Vereins  1882).  Es  wird  der  Satz  von  der 
Ideinsten  Fonnänderungsarbeit  zuerst  für  das  Fachwerk,  dann  aber  auch  für 
den  isotropen  festen  Körper  bewiesen. 

2.  Castigliano,  Iniomo  ad  una  proprietä  dei  sistemi  elastici,  Atti  della  Academia 
delle  Scienzi  di  Torino,  Band  17  (1882)  Seite  706;  enthält  die  erste  allgemeine 
(d.  h.  für  den  beliebig  geformten  isotropen  elastischen  Körper  gültige)  Ent- 
wicklung des  MaxweUschen  Satzes,  sowie  einen  Bericht  über  das  auf  Seite  34 
und  48  unseres  Buches  abgeleitete  Oesetz  von  Betti.  Letzteres  schließt  den 
MaxweUschen  Satz  als  besonderen  Fall  ein  und  wird  von  Betti  in  der  Form 
gegeben: 

U  {Xu+  Yv'+  Zw')  dS+  f(Lu+  Mv+  Nw')  ds 

S  a 

=  L  (X'u  +  Tv  +  Z'w) dS+  \(Uu  +  M'v  +  N'w)  ds. 

Dabei  bedeuten:  pXdiS^  pYdS^  pZdS  die  an  einem  Körperteilchen 
dS  =  dxdydx  angreifenden,  den  Koordinatenachsen  x,  y^  x  parallelen  Massen- 
kräfte  (p  =  Dichtigkeit  an  der  Stelle  xyx)^  femer  Lds^  Mds^  Nds  die  auf 
ein  Oberflächenteilchen  ds  wirkenden  ebenfalls  den  Koordinatenachsen  x,  y^  x 
parallelen  äußeren  Kräfte,  und  m,  v,  w  die  von  allen  diesen  Kräften  her- 
rührenden Verschiebungen  eines  Punktes  (xyx)  im  Sinne  der  x,  y,  «,  während 
u%  v\  w'  durch  die  Kräfte  pX*dS,  pT'dS,  pZ'dS,  Uds,  M'ds,  N'ds  erzeugt 
werden. 


Oastigliafio  die  Einwirkungen  der  Temperatur  und  der  Stützlage  nicht  angeben,  und 
es  sei  daher  des  Verfassers  Behauptung,  die  Sätze  von  Maxwell  und  Castigliano 
bilden  die  Grundpfeiler  der  gegenwärtigen  Theorie  der  statisch  unbestimmten  Kon- 
struktionen, unwahr.  "Wer  sich  von  der  oberflächlichen  Urteilsweise  des  Herrn 
Mehrtens  überzeugen  will,  schlage  das  10.  Kapitel  des  ersten  Teiles  des  Castigliano- 
sehen  Werkes  nach.  Die  Überschrift  von  Nr.  6  lautet:  Lehrsatx  über  den  Einfluß 
von  Temperaheränderungen.  Verfasser  verweist  noch  auf  die  Beilage  zu  seinem 
Buche  „Erddruck  auf  Stütxmauem" ;  dort  hat  er  sich  etwas  eingehender  mit  Herrn 
Mehrtens  beschäftigt.  Auch  ein  Hinweis  auf  den  Schluß  des  §  18  des  vorliegenden 
Buches  dürfte  hier  am  Platze  sein. 

*)  Man  sehe  auch  Gomptes  rendus  1884.   Seite  174. 

**)  Müller-Breslau,  Der  Satx  von  der  Abgeleiteten  der  ideelief i  Fonnänderungs- 
arbeit   Zeitschrift  des  Aroh.-  u.  Ing. -Vereins  zu  Hannover  1884.  Seite  211. 
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3.  Sw &in ^  On  the  appUcation  of  the  principle  of  Virtual  veloeities  to  the  deter- 
mincUicn  of  the  deflecOon  and  stresses  of  frames,  Journal  of  the  Franklin 
Institute,  1883,  Febr.  bis  Apiil.    Seite  102,  194,  250. 

4.  Melan,  Über  den  Einfluß  der  Wärme  auf  elasHache  Systeme.  Wochenschrift 
des  Österreich.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  1883.   Seite  183  u.  202. 

5.  Melan,  Beitrag  xur  Berechnung  statisch  unbestimnUer  Stabsysteme.  Zeitschrift 
des  Österreich.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  1884.   Seite  100. 

6.  "Weyrauch,  Arbeitsbedingungen  für  statisch  unbestimmte  Systeme.  Wochen- 
blatt für  Arch.  u.  Ing.  1884.   Seite  200. 

7.  Müller-Breslau,  Bedingungsgleichungen  für  statisch  unbestimmte  Korper, 
Wochenblatt  für  Arch.  u.  Ing.  1884. 

8.  Weyrauch,  Theorie  elastischer  Körper.   Leipzig  1884. 

9.  Forchheimer,  Die  Oegenseitigkeit  der  Verschiebungen.  Zeitschrift  des  Öster- 
reich. Ing.-  u.  Arch.-yereins  1886;  gibt  u.  a.  eine  sehr  übersichtliche,  auf  das 
Glapeyronsche  Gesetz  sich  stützende  und  auf  Seite  32  dieses  Buches  wieder- 
gegebene Ableitung  des  Maxwellschen  Satzes. 

10.   Land,   Die  Oegenseitigkeit  elastischer  Formänderungen  u.  s.  w.    Wochenblatt 
für  Baukunde  1887.    Seite  14. 


ERSTE  ABTEILUNÖ. 

Formänderung  ebener  Fachwerke.  —  Untersuchung  der  ebenen, 

statisch  unbestimmten  Fachwerke. 


I.  Abschnitt. 

Bestimmung  der  Formveränderungen  ebener  Fach- 
werke, mit  Anwendungen  auf  die  Untersucliung 

statisch  unbestimmter  Träger. 

§1- 

Verschiebunsspläae  nach  dem  Verfabren  von  Williot. 

4 

31.  —  Ein  statisch  bestimmtes  ebenes  Fachwerk  sei  durch  ge- 
gebene Lasten  beansprucht  und  gegebenen  Temperaturänderungen  aus- 
gesetzt Die  in  den  Stäben  hervorgerufenen  Spannkräfte  S,  welche 
(nach  Seite  6)  von  den  Temperaturänderungen  unabhängig  sind,  seien 
mit  Hilfe  der  im  ersten  Bande  unseres  Buches  entwickelten  Verfahren 
gefunden,  auch  seien  die  Änderungen  As  sämtlicher  Stablängen  s  mittels 
der  Gleichung 

Ss 
^s=^j^^-\-ets  (vergl.  S.  2) 

berechnet  Gesucht  seien  die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte.  — 
So  lautet  die  Aufgabe,  deren  geometrische  Lösung  das  Ziel  unserer 
nächsten  Untersuchungen  ist 

Die  Knotenpunkte  werden  wir  mit  kleinen  Buchstaben,  welche  die 
Stelle  von  Ordnungsziffem  vertreten,  bezeichnen,  die  Stäbe  hingegen 
mit  arabischen  Ziffern.  Die  Längen  der  Stäbe  1,  2, . . .  seien  =  s^,  s^, . . .; 
für  ihre  Änderungen  ASj,  As,,  . .  .  mögen,  um  übersichtliche  Eigoren 
zu  erhalten,  die  kürzeren  Zeichen  AI,  a2,  ...  eingeführt  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Behandlung  des  einfachsten  und  wichtigsten, 
fast  aUe  Anwendungen  umfassenden  Falles,  nämlich  mit  der  Unter- 
suchung eines  Fachwerks,  welches  man  in  der  Weise  erzeugen  kann, 
dafi  man  zu  einem  Stabdreieck  abc  (Fig.  33)  zwei  neue  Stäbe  fügt, 
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Ei-ste  Abteilung.    Erster  Abschnitt. 


die  in  einem  neuen  Knoten  d  miteinander  verbunden  sind,  hierauf  an 
zwei  beliebige  Knoten  dieses  Stabgebildes  wieder  zwei  neue  Stäbe  mit 

einem  neuen  Knoten  e  anschließt  u.  s.  f.  Die 
Bestimmung  der  durch  gegebene  Änderungen 
der  Stablängen  hervorgerufenen  Verschiebungen 
der  Knotenpunkte  eines  derartigen  Pachwerks 
stützt  sich  auf  die  Lösung  der  folgenden  Auf- 
gabe. 

32.  Erste  Hauptaufgabe.  Der  Knotenpunkt 
c  ist  mit  den  Knoten  a  und  b  durch  zwei  Stäbe 
1  und  2  verbunden,  deren  Längen  s^  und  s^ 
sich  um  die  gegebenen  Strecken  AI  und  A2  ändern,  während  sich  die 
Punkte  a  und  6  in  die  neuen  Lagen  a  und  6'  bewegen.  Gresucht  ist 
die  Verschiebung  cc'  des  Punktes  c  (der  mit  a  und  b  nicht  in  der- 
selben Geraden  liegen  darf).    Kg.  34  a. 

Um  die  neue  Lage  von  c  durch  Zeichnimg  zu  bestimmen,  löse 
man  bei  c  die  Verbindung  beider  Stäbe,  verschiebe  den  Stab  1  parallel 


Fig.  33. 


:=öc' 


Fig.  34  a. 


Rg.  34b. 


mit  sich  selbst  m  die  Lage  ac^  und  den  Stab  2  parallel  mit  sich 
selbst  in  die  Lage  fc'cj.  Hierauf  ändere  man  die  Längen  der  Stäbe 
in  der  vorgeschriebenen  Weise.  Wird  z.  B.  der  Stab  1  gedehnt,  der 
Stab  2  verkürzt,  so  verlängere  man  ac^  um  c^c,  =  Al  und  bringe 
von  6'cg  die  Strecke  c^c^  =  A2  in  Abzug.  Nun  schlage  man  mit  den 
neuen  Stablängen  ac^  und  b'c^^  als  Halbmesser  Kreisbögen,  deren 
Mittelpunkte  a  und  b'  sind.  Der  Schnittpunkt  c  jener  Bögen  gibt 
die  gesuchte  neue  Lage  des  Punktes  c  an.  In  dem  hier  vorausgesetzten 
Falle  verschwindend  kleiner  Verschiebungen  dürfen  die  Kreisbögen  Cj  c' 
und  c^c'  durch  die  auf  den  Geraden  ac^  und  b'c^^  errichteten  Lote 
ersetzt  werden. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Verschiebung  cc    in  einer  besonderen 
Kgur  und  in  geköriger  Vergrößeriuig  darzustellen.    Von  einem  beliebig 
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gewählten  Punkte  0  aus  (welcher  der  Ursprung  oder  der  Pol  genannt 
wird,  Kg.  34b)  trage  man  die  gegebenen  Verschiebungen  Oa  =  aa 
und  Ob'  =  bb'  der  Punkte  a  und  6  nach  Größe,  Eichtung  und  Sinn 
auf.  Au  die  Polstrahlen  Oa'  und  Ob'  füge  man  in  a'  und  b'  die  den 
Stäben  1  und  2  parallelen  Längenänderungen  Al  und  A2  und  enichte 
in  den  Endpunkten  der  letzteren  Lote,  deren  Schnittpunkt  c'  dann  die 
Terlangte  Verschiebung  des  Punktes  c  bestimmt;  dieselbe  wird  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  den  Polstrahl  Oc    dargestellt 

Besonders  zu  achten  ist  auf  den  Sinn,  in  welchem  die  Längen- 
änderungen  Al  und  A2  anzutragen  süid.     Man  merke  folgendes: 

Ist   der  Knoten  c  mit  a  durch  einen  Stab  1  verbunden^ 

ivelcher  gedehnt  wird,  so  verschiebt  sieh  c  gegen  a  im  Sinne 

ac,  und  es  muß  deshalb  äl  an  a'  im  Sinne  ac  gefügt  werden, 

Ist  der  Knoten  c  mit  b  durch  einen  Stab  2  verbunden, 

welcher  verkürzt  wird,  so  verschiebt  sich  c  gegen  b  im  Sinne 

cb,  und  es  muß  deshalb  A2  an  b'  im  Sinne  cb  angetragen 

werden. 

Durch  wiederholte  Lösung  der  eben  behandelten  Aufgabe  ist  man 

imstande,    die   Verschiebungen    der  Knotenpunkte    einer   gegliederten 

Scheibe  von  der  in  Nr.  31  beschriebenen  Art  für  den  Fall  zu  bestimmen, 

daß    die  Richtungslinie  eines  Stabes  (der  im  allgemeinen  einem  der 

beiden  Dreiecke  abc  und  aftd.  Kg.  33,  angehören  muß)  ungeändert 

bleibt  und  die  Verschiebung  eines  Punktes  der  Mittellinie  dieses  Stabes 


.  !^4 


■^j 


t.. 


'~-«-   V  0' 


Fig.  35  a.  Fig.  35  b. 

gleich  Null  ist  Als  Beispiel  wählen  wir  das  in  der  Eigur  35  a  dar- 
gestellte Fachwerk  und  setzen  voraus,  daß  der  Punkt  a  und  die  Richtung 
des  Stabes  1  festliegen.  Die  in  der  Figur  mit  dem  Zeichen  (+)  ver- 
sehenen Stäbe  3,  5,  6  mögen  Dehnungen,  alle  übrigen  aber  Verkür- 
zangen  erleiden. 


Ö2  Erste  Abteilung.    Erster  Absohnitt. 

Punkt  0  in  Eig.  36  b  ist  der  beKebig  angenommene  PoL  Die 
Verschiebmig  von  a  ist  gleich  Null,  mithin  fallt  der  Punkt  a  mit  0 
zusammen.  Die  Verschiebung  Ob'  des  Punktes  b  ist  gleich  der  Yer- 
küTzung  Al  des  Stabes  1.  Der  Knoten  c  wird  mit  a  durch  den  Stab  2 
und  mit  b  durch  den  Stab  3  verbunden,  er  nähert  sich  a  um  a2  und 
entfernt  sieh  von  b  um  A3.  Trägt  man  also  an  a'  im  Sinne  ca  die 
Strecke  A2  ||  2  an  und  an  6'  im  Sinne  bc  die  Strecke  A3  ||  3  und 
errichtet  auf  diesen  Strecken  in  ihren  Endpunkten  Lote,  so  bestimmt 
deren  Schnittpunkt  die  Verschiebung  Oc  des  Punktes  c.  Der 'Knoten 
d  ist  mit  a  und  b  durch  4  bezw.  5  verbunden,  seine  Verschiebung 
Od'  erhält  man,  wenn  man  A4  ||  4  an  a'  im  Sinne  da  anträgt,  femer 
A5  II  5  an  c'  im  Sinne  cd  und  auf  A4  imd  A5  in  deren  Endpunkten 
Lote  errichtet,  deren  Schnittpimkt  der  Punkt  d'  ist  Auf  dieselbe 
Weise  wird  Punkt  e    bestinmit 

Die  Mgur  35b,  deren  Polstrahlen  Oft',  Oc\  ....  nach  Größe, 
Kichtung  imd  Sinn  die  Verschiebungen  der  Knoten  fe,  c,  .  .  .  .  dar- 
stellen, nennen  wir  den  Verschiebungsplan  des  Fachwerks  abcde  oder 
auch  —  nach  dem  Erfinder  des  vorstehenden  Verfahrens  —  einen 
Williotschen  Verschiebungsplan. 

33.  Zasammensetznng  der  Verschiebimgen  infolge  von  zwei  ge- 
trennt betrachteten,  verschwindend  kleinen  Bewegongen.  —  Bewegung 
einer  starren  Scheibe.  Will  man  die  Pormveränderung  einer  irgendwie 
gestützten,  gegliederten  Scheibe,  die  aber  äußerlich  statisch  bestimmt 
sein  möge,  untersuchen,  so  nehme  man  zuerst  die  Richtung  eines  Stabes 
und  einen  Punkt  der  Achse  dieses  Stabes  als  festliegend  an,  zeichne 
den  Verschiebungsplan  auf  die  vorhin  beschriebene  Weise,  und  erteile 

hierauf  der  Scheibe  —  die  jetzt  als  starr  anzusehen 
ist  —  eine  Bewegung,  durch  welche  die  wirklichen 
Auflagerbedingungen  erfüllt  werden.  Den  Weg,  den 
irgendein  Knotenpunkt  m  infolge  dieser  zweiten 
Bewegung  zurücklegt,  stelle  man  durch  einen  Pol- 
strahl m"0  (Rg.  36)  dar,  der  nach  dem  Pole  hin- 
zeigt, weU  hierdurch  die  Zusammensetzung  dieser 
Verschiebung  mit  der  zuerst  gefundenen  elastischen 
Fig.  36.  Verschiebung  Om'  -erleichtert  wird.    Denn  es  gibt 

nun  die  Strecke  m"m  nach  Größe,  Richtung  und 
Sinn  den  Weg  des  Knotens  m  für  den  Fall  an,  daß  die  beiden  getrennt 
betrachteten  Bewegungen  gleichzeitig  erfolgen. 

Die  Verschiebimgen  der  Punkte  einer  starren  Scheibe  erhält  man 
unmittelbar  durch  Anwendung  des  Satzes,  daß  sich  jede  verschwindend 
kleine  Bewegung  einer  starren  Figur  auf  eine  Drehbewegung  um  einen 
festen  Punkt  5ß   zurückführen   läßt.     Stellen  nämlich  die  Polstrahlen 
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a"0,  6"0,  c"0,  .  .  .  (Rg.  37)  nach  Größe,  Bichtung  und  Sinn  die 
Yerschiebungen  der  Knoten  a,  6,  c,  .  .  .  dar,  so  muß  sein 

(I)         a'0±a^;     b"0±b^;     e''0±cSß', ; 


denn  die  Eichtung  der  Verschiebung  eines  jeden  Punktes  einer  starren 
Eigur  ist  rechtwinklig  zu  den  Geraden,  welche  diesen  Punkt  mit  dem 
augenblicklichen  Drehpimkte  verbindet,  und  weiter  ergibt  sich 

(II)         'ärÖ:VÖ:~c^: =äf  :6f"  :^: ; 

weil  sich  die  Verschiebungen  der  Punkte  a,  6,  c, ...  zu  einander  ver- 
halten wie  die  entsprechenden  Geschwindigkeiten  und  die  letzteren  wie 
die  Entfernungen  der  Punkte  vom  Drehpol  5ß. 
Aus  den  Beziehungen  (I)  und  (EL)  folgt  aber: 

i.  Verbindet  man  die  Punkte  a\  b" ,  .  .  ,  des  Verschie- 
bungsplanes  so  durch  gerade  Linien,  daß  jedem  Fachwerk- 
Stabe  ik  eine  Gerade  %'k"  entspricht,  so  bilden  diese  Geraden 
eine  Figur,  welche  der  sich  bewegenden  starren  Scheibe  ähn- 
lich ist. 

m 

2.    Die  Verinndungsgerade  zweier  beliebiger  Punkte  m,  n 

der  Scheibe  ist  rechtwinklig  %u  der  Verbindungsgeraden  der 

entsprechenden  Punkte   m',   n\     (Es  ist  beispielsweise  in 

Fig.  37:  a"b" \_^ab;  a" e"   \   ae.) 

Hat  man  also  mit  Hilfe  der  Auflagerbedingungen  zwei  Punkte  der 

Figur  a"b"c'  .  .  .  bestimmt,    so   ist   man   imstande,    diese  Kgur  zu 

zeichnen. 

Es  sei  noch  hervorgehoben,  daß  sich  die  vorstehenden  Ergebnisse  auch  aus 
den  in  Nr.  32  entwickelten  Gesetzen  ableiten  lassen.  Werden  beispielsweise  die 
Änderungen  A5,  A6,  A7  der  Seiten  des  Stabdreiecks  ede  in  Fig.  35 a  gleich  Null 
angenommen,  so  entspricht  diesem  Dreieck  in  der  Fig.  35b  ein  ähnliches  Breieck 
e'd'e\  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  ede 
smd.  Auch  aus  Fig.  34  folgt  ohne  weiteres,  daß  der  Verbindungsgeraden  zweier 
starr  miteinander  verbundenen  Punkte  a  und  c  (wegen  Al:=0)  im  Yerschiebungs- 
plane  eine  zu  ac  rechtwinklige  Gerade  ac    entspricht. 
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34.  Faeliwerktr&ger  ndt  einem  festen  nnd  einem  bewegliohen 
Anllagergelenk.    Gesucht  ist  der  Yerschiebimgsplan  des  in  der  Kg.  38  a 

dargestellten  Trägers,  der  bei  a  ein 
festes  und  bei  g  ein  auf  schräger  Bahn 
geführtes  Auflagergelenk  besitzt  Die 
mit  dem  Zeichen  (+)  versehenen  Stäbe 
mögen  Verlängerungen  erleiden. 

Wird  zuerst  die  Richtung  des 
Stabes  1  als  festliegend  Yorausgesetzt, 
so  lassen  sich  die  von  den  gegebenen 
Änderungen  der  Stablängen  herrühren- 
den elastischen  Verschiebungen  Ob% 
Oc\  .  .  .  Og'  der  Knotenpunkte  6, 
c,  .  .  .  gr  auf  die  in  Nr.  32  beschrie- 
bene Weise  bestimmen.  Dieselben 
müssen  noch  mit  denjenigen  Ver- 
schiebungen fe"0,  c"0,  . .  .  g"0  zu- 
sammengesetzt werden,  welche  die 
Knotenpunkte  erfahren,  wenn  das  starre 
Fachwerk  so  um  a  gedreht  wird,  daß 
sich  für  den  auf  einer  festen  Geraden 
geführten  Punkt  g  eine  Gesamtver- 
schiebung jr^jr'  ergibt,  welche  zu  dieser 
Geraden  parallel  ist  Die  von  den 
Punkten  a\  V\  c\  .  .  -  g"  gebildete, 
der  Figur  abcdefg  ähnliche  Figur 
a"b"c'd"e"fg"  ist  demnach  durch 
die  Bedingungen  bestimmt,  daß  a"  mit 
a   zusammenfallen  muß,  weil  a  ruht, 

und  daß  femer  a'g" _L ^9  ^^^  9" 9* 
parallel  zur  Bahn  des  Auf  lagergelenkes 
g  seia  muß.  Die  (in  der  Fig.  nicht 
ausgezogenen)  Strecken  b"b'\  c'c\ 
.  .  .  g"g'  stellen  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  die  gesuchton  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  i, 
c^  .  .  ,  g  dar. 

Meistens  ist  es  zweckmäJJig,  zuerst  einen  Knotenpunkt  in  der  Nahe 
der  Trägermitte  und  einen  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Stab  fest- 
zuhalten, weil  sich  nach  dem  in  Fig.  38  befolgten  Verfahren  für  die 
vom  festen  Auflager  entfernter  liegenden  Knotenpunkte  zuweilen  sehr 
große  elastische  Verschiebungen  ergeben.  Als  zweites  Beispiel  ist  des- 
halb in  Fig.  39  der  Verschiebungsplan  eines  einfachen  Fachwerkbalkens 
vorgeführt  worden.     Zueret  wurde  der  Knoten  a  imd  die  Richtung  des 


mg.  38. 
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Stabes  1  fesigehalten,  und  die  Lage  der  Punkte  ft',  c',  .  .  .  .  A'  er- 
mittelt, wobei,  der  Deutlichkeit  der  Eigur  wegen,  die  Zeichen  AI,  A2,  . . . 
durch  die  bloßen  Ziffern  1,  2,  .  . .  ersetzt  worden  sind.  Hierauf  wurde 
die  derKgur  Ä^radecfe/*  ähnliche  Kgur  h"g"a"  d"e'c'b"f'  mit  Hufe 
der  Bedingungen  bestimmt,  daß 

erstens  h"  mit  ä'  zusammenfallen  muß,  weü  die  Verschiebung 
von  h  gleich  NuU  ist, 

zweitens  e'e  wagerecht  sein  muß,  weil  sich  e  auf  einer  Wage- 
rechten  bewegt, 

drittens  h"e' _[_ he  sein  muß. 


Fig.  39. 


Damit  sind  die  Verschiebungen  b"b\  c''c\  .  .  .  der  Knotenpunkte 
6,  6',  .  .  .  gegeben. 

Projiziert  man  die  Punkte  k',  g',  a ,  d',  e  in  h^,  g^,  a^,  d^,  e^ 
auf  die  Senkrechten  durch  die  entsprechenden  Knotenpunkte  h,  g,  a,  d,  e 
und  verbindet  h^  und  e^  dui-ch  eiae  Gerade,  welche  jene  Senkrechten 
in  g"\  a'\  d'"  schneiden  mögen,  so  geben  die  Strecken  g'^g^^  «'"«or 
d"'d^  an,  um  wieviel  sich  die  Knotenpunkte  ^f,  a,  d  in  senkrechter 
Bichtung  verschieben.  Man  nennt  diese  Projektionen  der  Gesamtver- 
schiebungen auch  Durchbiegungen  imd  beispielsweise  g"gQ  die  senk- 
rechte Durchbiegung  des  Fachwerks  an  der  Stelle  g, 

Mfiller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  5 
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Das  Polygon  h^g^aQÜ^e^  heißt  Biegungspolygon  oder  Biegungs- 
Unie  der  unteren  Gurtung  und  die  Gerade  h^  e^  die  SchlußUme,  Wii-d 
nur  das  Polygon  hQg^a^dQeQ  verlangt  (was  häufig  der  Fall  ist),  so 
braucht  in  dem  hier  vorliegenden  wichtigen  Falle  eines  Trägers  mit 
wagerechter  Auflagerbahn  die  Figur  h" g"a"d"e"c'h"f"  nicht  ge- 
zeichnet zu  werden. 

35.  Gerbersoher  Faohwerkbalken.  Es  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 1.  Die  Koppelträger  cd  und  gh  werden  gelenkartig  mit  den 
gestützten  Teilen  verbunden.  2.  Jeder  Koppelträger  wird  (wie  ein  ein- 
facher Balken)  an  dem  einen  Ende  mit  einem  festen,  an  dem  anderen 
mit  einem  beweglichen  Auf  lagergelenke  versehen.  Im  ersten  Falle  darf 
auf  den  Pfeilern  nur  ein  festes  Lager  angeordnet  werden;  alle  übrigen 
Lager  müssen  beweglich  sein.  Im  zweiten  Falle  erhält  jeder  der  ge- 
stützten Teile  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflagergelenk.  (YergL 
Band  I,  Abschnitt  X,  §  41.) 


I»«l,-*i»    -•«»,--    -»; 


.lyvy^ 
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^c 


Fig.  40. 


Ein  Beispiel  für  die  erste  ÄTiordnuiig  zeigt  die  Mg.  40.  Die 
Koppelträger  II  xmd  IV  sind  mit  den  gestützten  Teilen  /  und  III 
durch  die  Gelenke  c,  rf,  g  verbunden.  Das  Auflagergelenk  a  ist  fest, 
während  sich  die  Auflagergelenke  6,  e,  f  h  auf  wagerechten  Bahnen 
bewegen  können.  Die  Darstellung  der  durch  gegebene  Ändemngen 
der  Stablängen  bedingten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  erfolgt 
zweckmäßig  in  ^ier  geti'ennten  Figuren,  entsprechend  den  vier  Scheiben 
J,  77,  777,  IV.  Zuerst  nehme  man  von  jeder  Scheibe  einen  beliebigen 
Punkt  und  die  Richtung  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes 
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als  festiiegend  an,  bestimme  die  elastischen  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte auf  die  in  Nr.  32  angegebene  Weise  und  erteüe  hierauf  den 
nunmehr  als  starre  Gebilde  anzusehenden  Scheiben  Bewegungen,  durch 
welche  die  Auflagerbedingungen  erfüllt  werden  und  der  Zusammenhang 
der  Scheiben  in  den  Punkten  c,  d,  ^f  wiederhergestellt  wird.  Der 
erste  Teil  dieser  Untersuchung  —  die  Bestinmiung  des  irgendeinem 
Knoten  m  entsprechenden  Punktes  rn  —  ist  bereits  durch  mehrere 
Beispiele  erläutert  worden,  und  es  sind  deshalb  in  die  Fig.  40  nur  die 
wichtigsten  dieser  Punkte  eingetragen  worden,  nämlich: 

die  Punkte  c\  d'  des  Yerschiebungsplanes  für  die  Scheibe  77, 

??        V      ^  ?  ^  7  /  ?  //   "  ?7  71     ?7        7?     -*-*-*? 

V        V     .V  5  '*  55  55  55     55        55     ■*■  ^ ' 

Der  Yerschiebungsplan  für  die  Scheibe  7  wui'de  überhaupt  foit- 
gelassen,  da  dieses  Trägerstück  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager- 
gelenk besitzt,  mithin  ganz  nach  Nr.  34  behandelt  werden  kann.  Es 
bleibt  jetzt  nur  noch  zu  erläutern,  wie  die  den  Mguren  cid^  defg^  gkh 
ähnlichen  Figuren  e"i"d'\  d"e'f"g'\  g"k"h"  zu  bestimmen  sind. 

Der  Punkt  c"  des  Planes  77  ist  durch  die  dem  Plane  /  zu  ent- 
nehmende Verschiebung  c'c  des  Gelenkes  c  gegeben;  von  d"  ist  vor- 
läufig nur  bekannt,  daß  c'd"^cd  sein  muß.  Im  Plane  777  liegt  e' 
auf  der  Wagerechten  durch  e',  und  f  auf  der  Wagerechten  durch  /", 
weil  sich  die  Auflagergelenke  e  und  f  auf  wagerechten  Bahnen  bewegen. 
Bedeuten  u\  und  w^  die  in  senkrechter  Bichtung  gemessenen  Ab- 
stände der  Punkte  d"  und  e\  beziehungsweise  e"  und  /"',  femer  u\^  w^ 
die  in  wagerechter  Richtung  gemessenen  Entfemmigen  der  entsprechen- 
den Punkte  d,  e,  /*,  so  verhält  sich 

und  mittels  dieser  Beziehung  läßt  ^ic^  w^' =  w^' ~-  bestinunen  und 


w^ 


damit  auch  die  Lage  der  in  Rg.  40  strichpunktierten  Wagerechten,  auf 
welcher  der  Punkt  d"  liegen  muß.  Diesen  Punkt  selbst  aber  findet 
man,  indem  man  c'd'  aus  dem  Plane  77  in  den  Plan  777  überträgt 
und  c'd"\^cd  zieht  Ist  noch  mit  Hilfe  der  Geraden  d"e"_\_de  der 
Punkt  e'  ermittelt  worden,  so  sind  zwei  Punkte  der  Figur  d"e'f"g" 
bekannt  und  damit  ist  diese  Figur  vollständig  bestimmt  Nun  über- 
trägt man  d'd"  aus  777  in  den  Plan  77  und  zeichnet  die  Figur  c'i'd'\ 
macht  hierauf  in  IV  die  Strecke  g'g"  gleich  und  parallel  der  ebenso 
bezeichneten  Strecke  des  Planes  777,  zieht  g"h" \^  gh  bis  zur  Wage- 
rechten durch  h'  und  erhält  auf  diese  Weise  zwei  Punkte  der  nunmehr 
bestimmten  Figur  g"k"}i\ 

Ein  Beispiel  für  die  xiveite  Aiiordnung  ist  in  der  Fig.  41  dar- 
gestellt worden.  Bei  a  und  g  wird  der  Träger  durch  feste,  bei  b  und  f 
durch   bewegliche  Auflagergelenke  (letztere  mit  wagerechten  Bahnen) 
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unterstützt  Der  Koppelträger  II  ist  bei  c  durch  ein  Gelenk  mit  /  ver- 
bunden und  erhält  bei  d  ein  wagerechtes  Gleitlager.  Die  Yerschiebungs- 
pläne  für  die  Scheiben  I  und  ///  werden  nach  Nr.  34  gezeichnet 
Von  der  Scheibe  II  nehme  man  zuerst  wieder  einen  beliebigen  Punkt 
und  die  Richtung  eines  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes  als  fest- 
liegend an,  und  ei-teile  hierauf  dieser  Scheibe  eine  Bewegung,  durch 


W^z^p 


fM) 


?' 


Fig.  41. 


welche  bei  c  der  Zusammenhang  der  Scheiben  I  und  II  wiederher- 
gestellt und  der  Bedingung  genügt  wird,  daß  die  senkrechten  Pro- 
jektionen der  Verschiebungen  der  Punkte  d  und  e  gleich  groß  werden. 
Hiemach  findet  man  die  der  Figur  ckd  ähnliche  Mgur  c  k"d"  auf  die 
folgende  Weise.  Man  macht  die  Strecke  c'c  nach  Größe,  Sichtung 
und  Sinn  gleich  dem  durch  den  Verschiebungsplan  für  die  Scheibe  I 
gegebenen  Wege  des  Knotens  e  und  die  Strecke  e'd'  gleich  der  aus 
dem  Plane  für  die  Scheibe  III  zu  entnehmenden  Verschiebung  des 
Punktes  e.  Hierauf  zieht  man  c"d" \^cd  bis  zur  Wagerechten  durch  e" 
und  erhält  in  der  Strecke  d"d'  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  die 
Verschiebung  von  d.  Die  Figur  c"k"d"  ist  durch  die  beiden  Punkte 
c"  und  d"  vollständig  bestimmt 

36.  Bogenträger  mit  drei  Gelenken.  Die  beiden  gegliederten 
Scheiben  /  und  /7,  welche  bei  a  und  h  feste  Auflagergelenke  besitzen 
und  bei  c  durch  ein  Gelenk  miteinander  verbunden  sind,  werden  zuerst 
getrennt  untersucht,  wobei  von  jeder  Scheibe  ein  beliebiger  Punkt  und 
die  Richtung  eiaes  durch  diesen  Punkt  gehenden  Stabes  als  festliegend 
angesehen  werden.  Hierauf  werden  den  als  starr  anzusehenden  Scheiben 
Bewegungen  erteilt,  welche  die  Auflagerbediagungen  befriedigen  und 
den  Zusammenhang  der  Scheiben  bei  c  wiederherstellen.  Fig.  42  gibt 
nur  die  Lage  der  den  Gelenken  a,  6,  c  entsprechenden  Punkte  a',  h\  c 
der  beiden  Vei^chiebungspläne  I  und  77  an;  die  den  übrigen  Knoten  m 
entsprechenden  Punkte  m  wui'den  foiigelassen.  Zur  Bestimmung  der 
den  Figuren  acd  und  bce  ähnlichen  Figuren  a'c'd"  und  V'e'e"  stehen 
die  folgenden  Bedingungen  zur  Verfügung: 
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1.  Die  Verschiebung  a  a    von  a  ist  gleich  Null;   mithin  muß 
a"  mit  a  zusammenfallen. 

2.  Aus  gleichem  Grunde  muß  b"  mit  b'  zusammenfallen. 

3.  Im   Plane   /   muß    sein:    a'c'_[_ac    und    im   Plane    7/: 

4.  Die  Pläne  /  und  II  müssen  für  die  Verschiebung  von  c 
denselben  Wert  c'c'  liefern. 

Man  lege  nun  im  Plane  I  durch  a  eiae  zu  ac  rechtwinilige  Ge- 
rade, ziehe  durch  c'  zu  ac  eine  Parallele,  welche  jene  Gerade  in  k 
schneidet  und  bestimme  auf  diese  Weise  die  Projektion  kc'  der  Ver- 
schiebung c"c'  auf  die  Richtung 

ac.    Diese  Projektion  übertrage      ^ ,^: ,^r n ^ ^ kC 

man  in  den  Plan  //,  errichte 
hier  in  k  auf  c^k  ein  Lot  und 
b^timme  dessen  Schnittpunkt  c" 
mit  der  durch  b"  rechtwinklig 
zu  bc  gezogenen  Geraden  6"c". 
Jetzt  ist  die  Mgur  b''c"e'  ge- 
geben, da  zwei  Punkte  derselben 
bekannt  sind.  Überträgt  man 
noch  kc"  aus  dem  Plane  II  in 
den  Plan  7,  so  kennt  man  auch 
zwei  Punkte  (a'  und  c")  der 
Eigur  a"c"d'\  kann  also  auch 
diese  Kgur  zeichnen.  Auch  läßt 
sich  im  Plane  77  die  Projektion 
ic  von  c'c  auf  die  Richtung  bc 

finden  und  in  den  Plan  7  übertragen,  worauf  dann  c"  mittels  c"i  _[_  c'i 
bestimmt  werden  kann. 

37.  —  Dem  in  Nr.  31  beschriebenen  und  als  Fachwerk  einfachster 
Art  bezeichneten  Stabgebüde  läßt  sich  ein  sehr  wichtiges  Scheiben- 
gebilde von  ähnlicher  Entstehungsweise  an  die  Seite  stellen.  Man 
erhält  dasselbe,  indem  man  drei  gegliederte  Scheiben  7,  77,  777  durch 
drei  Gelenke  fl'i,  5^2,  5^3  zu  einem  Scheibendreieck  vereinigt  (Mg.  43), 
an  dieses  zwei  weitere  Scheiben  IV  imd  F,  die  in  einem  Gelenke  g^ 
aneinanderhängen,  mittels  zweier  Gelenke  g^  und  g^  anschließt,  in  der- 
selben Weise  zwei  neue  Scheiben  VI  und  F77  hinzufügt  und  so  fortfährt 
Sind  sämtliche  Scheiben  Fachwerke  von  der  in  Nr.  31  angegebenen 
Art,  so  ist  es  möglich,  den  Verschiebungsplan  des  Gebildes  durch 
wiederholte  Lösung  der  in  Nr.  32  behandelten  Aufgabe  zunächst  unter 
der  Voraussetzung  zu  erhalten,  daß  nur  die  Richtung  eines  Stabes 
(der  im  allgemeinen  dem  Scheibendieiecke  777777  angehören  muß) 
und   ein  Punkt   in  der  Achse   dieses  Stabes   festliegen,   und   hierauf 


Fig.  42. 
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können  dann  mit  Hilfe  von  Nr.  33  auch  solche  Fälle  erledigt  werden, 
in  denen  das  Gebilde  in  ^anderer,  aber  ebenfalls  statisch  bestinunter 
Weise  gestützt  wii-d. 

Soll  z.  B.  das  in  Fig.  43  dargestellte  Fachwerk  untersucht  werden, 
und  gehört  der  Stab,  dessen  Bichtungslinie  zunächst  festgehalten  wird, 


Fig.  43. 


Fig.  44. 


der  Scheibe  /  an,  so  denke  man  die  übrigen  Scheiben  auf  die  in  der 
Fig.  44  angegebene  Weise  durch  Stäbe  ersetzt  und  schreibe  diesen 
Stäben  Längenänderungen  zu,  welche  mit  den  wirklichen  gegenseitigen 
Verschiebungen  ihrer  Endpunkte  übereinstimmen,  so  daß  z.  B.  die 
Längenänderung  des  gedachten  Stabes  g^g^  gleich  der  gegenseitigen 
Verschiebung  des  der  Scheibe  JI  angehörenden  Punktpaares  ^j,  g^  ist 
Es  liegt  jetzt  ein  Fachwerk  von  der  in  Nr.  31  beschriebenen  Art  vor; 
man  ist  imstande,   der  Reihe  nach  die  Verschiebungen  der  Gelenke 

.985  9a^  95^  9b^  9i^  9fi^  9^^  9ioi  9ii^  9i2  anzugeben,  und  hierauf  mit  Hilfe 
von  Nr.  33  die  wirklichen  Auflagerbedingungen  zu  befriedigen.  Um 
den  zweiten  Teil  dieser  Aui^be  lösen  zu  können,  müssen  die  Stütz- 
punkte in  passender  Weise  mit  den  Gelenken  durch  Stäbe  verbunden 
gedacht  werden.  Besitzt  z.  B.  das  Scheibengebilde  zwei  Auflagergelenke 
a  und  b  (von  denen  das  eine  fest,  das  andere  beweglich  sein  muß),  so 
sind  noch  die  Stäbe  a^/n,  «fl'ij,  bg^Q^  bg^^  hinzuzufügen. 

Der  auf  dem  angegebenen  Wege  erhaltene  Verschiebungsplan  soll 
kurz  der  Plan  I  heißen;  er  enthält  die  den  wirklichen  Auflager- 
bedingungen ei^tsprechenden  Verschiebungen  m'm  sämtlicher  Knoten- 
punkte m  der  Scheibe  7,  die  Verschiebimgen  g"g'  sämtlicher  Mittel- 
gelenke g  und  die  Verschiebung  des  beweglichen  Auflagergelenks. 

Um  nun  die  zur  Anfeiügung  des  Planes  /  erforderlichen  Längen- 
änderungen der  gedachten  Stäbe  zu  erhalten,  muß  im  allgemeinen  für 
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jede  einzelne  Scheibe  ein  besonderer  Yerschiebnngsplan  unter  der  Vor- 
aussetzung gezeichnet  werden,  daß  die  Richtung  eiaes  Stabes  der  frag- 
lichen Scheibe  und  ein  Punkt  in  der  Achse  dieses  Stabes  festliegen. 
Kg.  45  stellt  einen  Teil  des  auf  diese  Weise  für  die  Scheibe  III  er- 
haltenen Planes  (kurz  Plan  III  genannt)  vor;  er  dient  zur  Bestimmung 
der  Änderungen  ^{g^g^),  ti{g^g^^),  ^ig^gi)  der  Entfernungen  g^g^, 
9z9in  9ii9i'  Behufs  Ermittlung  von  A(^i^j),  projiziere  man  die  Pol- 
strahlen Og^'  und  Og^'  in  Ogr,  und  Og^  auf  eine  zur  g^g^  parallele 
Gerade  1 — 3.  Es  stellt  dann  Og^  die  Verschiebung  von  g^  in  der 
Richtung  g^g^  dar,  femer  Og^  die  Verschiebung  von  g^  in  derselben 
Richtung  und  es  gibt  mit- 
hin die  Strecke 

die  gegenseitige  Verschie- 
bung des  Punktpaares  g^^ ,  g^ 
an;  sie  hat  denselben  Sinn 
wie  die  Strecke  g^g^  und 
bedeutet  deshalb  eine  Ver- 
längerung des  gedachten 
Stabes  g^g^.  Auf  dieselbe 
Weise  Avird  der  Wert 
^(9z9ii)  durch  Projizieren 
der  Punkte  g^'  und  g^  ^'  auf 
die  zur^Tg^u  parallele  Ge- 
rade 3 — 11  gefunden  und 
^^x9ii)  niittels  der  Pro- 
jektionen von  g^'  und  g^^' 
auf  die  Gerade  1 — 11.  Pur 

^{9i9ii)  ^rgab  sich  in  der  Fig.  45  ein  positiver  Wert,  für  ti{g^g^^) 
hingegen  ein  negativer,  so  daß  dem  gedachten  Stabe  g^g^  eine  Ver- 
kürzung zuzuschreiben  ist. 

Der  in  Fig.  45  für  die  Scheibe  III  gezeicimete  Einzelplan  läßt 
sich  mit  Vorteil  verwerten,  uju  nach  Vollendung  des  Planes  I  die  wirk- 
lichen Verschiebungen  r"r  sämtlicher  Knoten  r  dieser  Scheibe  dar- 
zustellen. Zu  diesem  Zwecke  übertrage  man  die  im  Plane  I  für  die 
Gelenke  g^^  g^^  g^^  gefundenen  wirklichen  Verschiebungen  gi'gi\  g^"g^\ 
9x1  "9x1  i^  ^^^  Vhiii  III  und  zeichne  hierauf  die  der  Scheibe  III  ähn- 
liche Figur  gi'9z"r"g^y\  welche  bereits  durch  zwei  der  Punkte  g^'\ 
9z\  9xx'  bestimmt  wird,  so  daß  man  die  Schäiie  der  Zeichnung  leicht 
piiifen  kann.  Hat  man  nämlich  g^'g^^  gz'gz\  9xi'9i\  ^^^  Plan  /  in 
Plan  III  übertragen,  so  muß  bei  sorgfältiger  Zeichnung  sein :  //,  "r/g " JL  gi  g^ , 

9i'9xx"±999ix  ^d  9ix'9i^'±9ii9x' 


Fig.  45. 
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ZahlenbeUpieL  Zur  Erläuterung  untersuchen  wir  den  auf  Tafel  1  im  Maß- 
stabe  1 :  100  aufgetragenen  Dachbinder,  und  zwar  zunächst  mit  Hilfe  des  allgemeinen 
Verfahrens.  Auf  die  im  vorliegenden  und  in  vielen  anderen  Fällen  möglichen  Ver- 
einfachungen werden. wir  an  geeigneter  Stelle  hinweisen. 

Die  von  dem  Eigengewichte  des  DachstuMs  und  dem  Schnee  herrührende  senk- 
rechte Belastung  jedes  der  mittleren  Knotenpunkte  betrage  1125*,  jedes  Endknotens: 
i  1125*.  Der  auf  jedes  Feld  der  linken  Dachhälfte  wirkende  Winddruck  861  =  700*. 
Die  mit  Hilfe  eines  Ci'emonaschen  Kj'äfteplanes  (der  hier  nicht  wiedergegeben  worden 
ist)  erhaltenen  Spannkräfte  iS,  sowie  die  Stablängen  «,  Querschnitte  F  (ohne  Abzug 

für  Nietlöcher)  und  Längenänderungen  A«  =  -_-j^  sind  in  der  folgenden  Tabelle  zu- 

sammengestellt  worden.  Temperaturändenmgen  blieben  unberücksichtigt.  Die  Elasti- 
zitätsziffer wurde  (für  Schweißeisen):  JE"  =1800000*  f.  d.  qcm  angenommen*).  Zur 
besseren  Übersicht  wurden  die  A»  (in  Millimetern)  auch  in  das  Trägemetz  auf  Tafel  1 
eingeschrieben. 


T/inke 

Trägerhälfte 

Rechte  Trägerhalfte 

Stab 

S 

F 

8 

£ls 

jStab 

S 

F 

s 

£i8 

1 

—  9910 

44 

212 

-0,27 

1' 

—  9530 

44 

212 

0,26 

2 

—  9110 

44 

212 

0,24 

2' 

8730 

44 

212 

-0,23 

3 

—  8320 

44 

212 

—  0,22 

3' 

7940 

44 

212 

—  0,21 

4 

—  ,7020 

44 

212 

—  0,20 

4' 

7140 

44 

212 

0,19 

5 

-1-8970 

13 

245 

+  0,94 

5' 

+  6970 

13 

245 

+  0,73 

6 

-1-7470 

13 

245 

+  0,78 

6' 

+  6170 

13 

245 

+  0,65 

7 

+  4110 

12 

254 

+  0,48 

8 

+  4210 

12 

245 

+  0,48 

8' 

+  2820 

12 

245 

+  0,32 

9 

+  5710 

12 

245 

+  0,65 

9' 

+  3620 

12 

245 

+  0,41 

10 

—  1500 

9 

122 

—  0,11 

10' 

—  800 

9 

122 

—  0,06 

11 

+  1500 

5 

245 

+  0,41 

ir 

+  800 

5 

245 

+  0,22 

12 

-3000 

16 

245 

-0,26 

12' 

—  1600 

16 

245 

—  0,14 

13 

+  1500 

5 

245 

+  0,41 

13- 

+  800 

5 

245 

+  0,22 

14 

1500 

9 

122 

—  0,11 

14' 

800 

9 

122 

—  0,06 

kilogr. 

qcm. 

cm. 

mm.      1 

kilogr. 

qcm. 

cm. 

tntn. 

Der  zu  untersuchende  Träger  besteht  aus  den  beiden  gegliederten  Scheiben  aeh 
und  iqh^  welche  kurz  mit  /  und  II  bezeichnet  werden  sollen  und  die  mittels  des 
Gelenkes  h  und  des  Stabes  ai  miteinander  verbunden  sind. 

Zuerst  wurde  in  Fig.  47  der  Verechiebungsplan  für  die  Scheibe  /  unter  der 
Vorraussetzung  aufgetragen,  daß  der  Knoten  a  und  die  Richtung  des  Stabes  ab  fest- 
liegen. Sämtliche  Verschiebungen  wurden  in  zwanzigfacher  Vergrößerung  gezeichnet. 
0  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  a'  fällt  mit  0  zusammen.  Die  Verschiebung 
Ob*  des  Punktes  b  ist  gleich  der  Längenänderung  A12  des  Stabes  12.  Die  Punkte 
c\  d\  e  femer  /",  g\  K  wurden  nach  dem  in  Nr.  32  beschriebenen  Verfahren 
bestimmt.  Hierauf  wurde  der  (rot  ausgezogene)  Verschiebungsplan  H  für  die  Scheibe  // 
in  Angriff  genonomen,  vorerst  für  den  Fall,  daß  Punkt  i  und  die  Richtung  des  Stabes 
ik  festgehalten  werden.    Nach  Ennittlung  der  Punkte  k\  l\  m\  q'  und  n',  ^',  K 


*)  Bei  Berechnung  von  Fonnveranderungen  empfiehlt  es  sich  im  allgemeinen, 
E  nicht  zu  hoch  anzunehmen,  um  den  schwierig  zu  berechnenden  Einfluß  der  Ver- 
schwächung  durch  Niete  und  das  Nachgeben  der  Verbindungen  zu  berücksichtigen. 
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konnte  die  Änderung  A(A*)  der  Entfernung  hi  als  Projektion  der  Strecke  h'i'  auf 
eine  im  hi  parallele  Gerade  angegeben  weixlen  und  ebenso  die  Änderung  ti(iq)  und 
A(Ä^)  der  Abstände  iq  und  hq,  [Im  vorliegenden  Falle  wäre  allerdings  hierzu  die 
Aufzeichnung  des  Planes  U  nicht  nötig  gewesen ;  denn  es  Ist  offenbar  A  (hi)  gleich 
der  Summe  der  längenänderungen  der  Stäbe  9'  und  8',  d.  h.  A  (hi)  =  +  0,41  +  0,32 
=  -[-0,73*^  und  ebenso  findet  man  ohne  weiteres:  A  (Äg)=r  A4'-J- A3'4"  ^2' 
+  Ar=--O,19--0,21  — 0,23  — 0,26  =  — 0,89-«'  und  A(tg)  =  A6'+ A5'=  +  0,65 
+  0,73  =  + 1,38  •-*.] 

Jetzt  war  es  möglich,  den  Plan  /  zu  vollenden.  Mit  Hilfe  von  A  (Ä*)  und  A7 
wurde  die  Lage  von  *",  femer  mittels  A  (A^)  und  L(iq)  die  Lage  von  q'  gefunden 
und  hierauf  den  Auflagerbedingungen  genügt  Da  e  festliegt  und  q  auf  einer  Wage- 
rechten  geführt  wird,  so  fällt  e"  mit  e  zusammen,  während  q"  der  Schnittpunkt 
der  rechtwinklig  zu  cg  gezogenen  Geraden  e"q"  mit  der  Wagerechten  durch  q'  ist. 
Durch  die  Punkte  c"  und  q"  ist  die  dem  gegebenen  Fachwerke  ähnliche  Figur 
t'd"irg''h"f"a"i"q''  vollständig  bestimmt,  und  damit  sind  auch  die  Verschiebungen 
sämtlicher  Knoten  der  Scheibe  /  sowie  diejenigen  der  Punkte  i  und  q  gegeben. 

Behufs  Darstellung  der  Verschiebungen  der  Bjiotenpunkte  der  Scheibe  ZT  wurden 
die  Verschiebungen  q"q'  und  K'K  aus  Plan  Im  IL  übertragen  und  auf  diese  Weise 
zwei  Punkte  der  Figur  q^m" k"p" h"n'*%' l"  gefunden.  Bei  sorgßiltiger  Zeichnung 
muß  ^"V JL  qh  sein,  femer  muß  die  Verschiebung  i"i  mit  der  bereits  im  Plane  / 
erhaltenen  Verschiebung  %'i'  nach  Größe  und  Richtung  übereinstimmen.  [Wegen 
der  geraden  Gurtung  hk  hätte  man  auch  im  Plane  /  einen  Punkt  k'  mit  Hufe  von 
A12'  und  A  (ÄÄ;)  =  — 0,19  —  0,21  =  — 0,40"-  ermitteln*  können,  hierauf  n  mittels 
AIS*  und  AS*,  I?'  mittels  A3'  und  A14'  sodann  /'  und  m\  Plan  II  kann  also  bei 
Untersuchung  des  vorliegenden  Trägers  entbehrt  werden;  er  ist  aber  nötig,  sobald 
hy  p,  k^  ni^  q  oder  ä,  n,  i  oder  i,  /,  q  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Vergleichende  Messungen  zeigen,  daß  im  vorliegenden  Falle  von  allen  Knoten 
des  Trägers  der  Punkte  die  größte  Verschiebung  erfährt.    Man  findet  g"g'z=lS 


Die  wagerechte  Verschiebung  des  Punktes  q  ist:  g"<7'  =  6,6— . 

Die  Mgureii  49  bis  52  zeigen  weitere  Arten  von  Fachwerken,  deren 
Yerschiebungspläne  auf  dem  im  voi*stehenden  Beispiele  angegebenen 
Wege  erhalten  werden  können. 


Der  einfache  Fachwerkbalken  in  Mg.  49  besteht  aus  den  beiden 
Scheiben  abc  und  bde  (deren  Ränder  durch  Schraffierung  hervor- 
gehoben wurden)  und  dem  Stabe  ce.  Die  sich  schneidenden  Diagonalen 
und  Vertikalen  sind  an  den  Kreuzungsstellen  nicht  miteinander  ver- 
bunden. 

Fig.  50  stellt  einen  versteiften  Gelenkbogen  (vergL  Band  7^  Ab- 
schnitt XTT)  dar,  welcher  in  die  Scheiben  /  und  II  und  den  Stab  ce 
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zerlegt  werden  kann,  Hg.  51  einen  Fachwerkbogen  mit  drei  Gelenken, 
dessen  Kämpfer  durch  eine  Stange  verbunden  sind. 


€L 


Rg.  50. 


Fig.  52. 

Soll  die  Formverändeining  des  in  Fig.  52  abgebildeten  Trägers 
untersucht  werden,  so  nehme  man  zunächst  den  Punkt  c  und  die  Rich- 
tung des  Stabes  ce  als  festliegend  an,  ermittle  e\  sodann: 

d!  mit  HiKe  von  A(dc)  und  A(de) 

b'     „       „         „     A(fec)     „     A(6rf)  =  A5  +  A6  + A7  + A8 

a      „       „        ,,     A(ac)     „     A(a6)  =  Al  +  A2  + A3  +  A4, 

imd  ebenso  bestimme  man  f  und  g\  Nun  befriedige  man  die  Auf- 
lagerbedingungen, übertrage  die  hierbei  gefundenen  Verschiebungen 
b"h\  d"d\  f"f\  g'g  der  Punkte  fe,  d^  f^  g  in  die  nach  Nr.  32  für 
die  einzelnen  Scheiben  angefertigten  Pläne  und  zeichne  in  diese  letzteren 
schließlich  die  den  Scheiben  a6,  bd,  df^  fg  ähnlichen  Figuren  a"b'\ 
b  d  ^  d  f  ^  f  g    em. 

38.  Fachwerkträger  versoUedener  Art.  liegt  ein  Fachwerk  vor 
von  anderer  als  in  den  vorstehenden  Untersuchungen  beschriebener 
Art,  so  vei'wandle  man  dasselbe  —  am  besten  durch  Änderung  der 
Stützung  —  zunächst  in  ein  solches,  dessen  Verschiebimgsplan  durch 
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wiederholte  Lösung  der  in  Nr.  32  vorgeführten  Hauptaufgabe  erhalten 
werden  kann,  nachdem  man  vorher  nötigenfalls  für  einzelne  Teile 
(Scheiben)  besondere  Pläne  zur  Bestimmung  der  gegenseitigen  Ver- 
schiebungen derjeniger  Gelenke  gezeichnet  hat,  in  denen  diese  Teile 
aneinander  hängen.  Hierauf  beseitige  man  die  neu  hinzugefügten  Stützen, 
und  schreibe  den  starr  zu  denkenden  Gliedern  des  nunmehr  beweglichen 
Fachwerks  Verschiebungen  und  Drehungen  zu,  durch  welche  die  wirk- 
lichen Äuflflgerbedingungen  erfüllt  werden.  Die  folgenden  Beispiele 
werden  genügen,  dieses  Verfahren  zu  erläutern. 

1,  Beispiel.  Das  in  Fig.  53  dargestellte  Fachwerk  besteht  aus 
zwei  gegliederten  Scheiben  I  und  J/,  die  im  Gelenke  c  aneinander 
hängen  und  durch  die  Stäbe  4  und  7  mit  dem  Kopfe  e  der  Pendel- 


^^ 


Fig.  63. 

Säule  5  verbunden  sind.  Bei  a  ist  eiu  festes,  bei  g  ein  auf  wagerechter 
Bahn  bewegliches  Auflagergeleuk  angeordnet  Will  man  die  Verschie- 
bungen der  Knotenpunkte  dieses  Fachwerks  ermitteln,  so  bestimme  man 
zunächst  mit  Hilfe  von  Einzelplänen  (7)  und  (77),  die  nach  Nr.  32  für 
die  Scheiben  7  und  77  aufgetragen  werden,  die  Änderungen  AI,  i2, 
ä8,  A9  der  kurz  mit  1,  2,  8,  9  bezeichneten  Sti-eeken  «6,  ac,  dg,  cg. 
Hierauf  nehme  man  an,  der  Knoten  g  sei  frei,  setze  dafür  aber  b  in 
der  Richtung  ab  geführt  voraus  und  zeichne  den  Plan  Fig.  53 A'. 

O  ist  der  beliebig  angenommene  Pol.  a  und  f  fallen  mit  0  zu- 
sammen, da  a  und  f  feste  Punkte  sind.  Die  Wagerechte  06'  =  al 
gibt  die  Verschiebung  von  b  an.     Mittels  a2  und  43  wird  nach  Nr.  32 
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der  Punkt  c    bestimmt,  hierauf  der  Reihe  nach:  e    mittels  A4  und  A5, 
d'  mittels  A6,  und  A7,  g    mittels  A8  und  A9*). 

Jetzt  verwandle  man  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  der  Füh- 
rung des  Punktes  h  in  eine  zwangläufige  kinematische  Kette,  drehe  die 
Scheibe  /  so  um  das  Auflagergelenk  a,  daß  der  Punkt  g  eine  (im 
Plane  A  durch  einen  Strahl  g"0  darzustellende)  Verschiebung  erfahrt, 
die,  mit  der  vorhin  gefundenen  Og'  zusammengesetzt,  eine  wagerechte 
Gesamtverschiebung  g''g'  ergibt,  und  bestimme  schließlich  auch  die 
von  den  Knotenpunkten  d,  c,  e,  h  bei  dieser  Bewegung  beschriebenen 
Wege:  d"0,  c'O,  e'O,  b"0. 

Zu  einer  einfachen  Lösung  dieser  Aufgabe  füliren  die  im  ersten 
Bande  (Abschnitt  XTTT)  mitgeteilten  Untersuchungen  kinematischer  Ketten. 
Die  dort  für  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  solcher  Ketten  abge- 
leiteten Gesetze  gelten  auch  für  die  Verschiebungen  dieser  Punkte,  so- 
bald nur  vorausgesetzt  wird,  daß  alle  diese  Verschiebungen  in  dem- 
selben Zeitteilchen  erfolgen  und  sich  mithin  zu  einander  verhalten  ^^^e 
die  entsprechenden  Geschwindigkeiten. 

Stellt  man  also  die  vorläufig  willkürlich  anzunehmende  Größe  der 
Verschiebung  des  Punktes  b  durch  eine  Strecke  bb^  dar,  welche,  von 
b  aus,  auf  dem  nach  dem  augenblicklichen  Drehpunkte  {Drehpole)  a 
gezogenen  Strahle  ba  abgetragen  wird,  und  zieht  man  b^CQ  ||  bc  bis  zum 
Polstrahle  ca,  so  gibt  ccq  die  Größe  der  Verschiebung  von  c  an. 
Macht  man  weiter  b^e^  \\  be^  so  erhält  man  in  der  Strecke  ee^  die  Größe 
der  Verschiebung  des  Punktes  e,  der  um  f  sich  drehenden  Pendelsäule, 
und  hierauf  kann  man  mittels  c^d^  \\  cd  und  e^d^  ||  ed  die  Verschie- 
bung dd^  von  c?,  sodann  mittels  c^g^  ||  cg  und  d^g^  ||  dg  die  Verschie- 
bung gg^  von  g  bestimmen.  Die  Richtungen  der  Verschiebungen  der 
Punkte  ft,  c,  e^  d^  g  sind  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Strecken 
660,  cco,  e^o?  ^^05  9ffo  (welche  letztere  deshalb  „um  90^  gedrehte  Ver- 
schiebungen^' genannt  werden  sollen)  und  damit  sind  die  Richtungen 
der  Strahlen  bestimmt,  die  im  Plane  A  die  Ptmkte  g'\  d'\  c'  .... 
mit  dem  Pole  0  verbinden.  Es  '^^^g^O^^gg^^  d"0\^dd^^  c'O \^cc^ 
u.  s.  w.  Die  Länge  des  Strahles  g"0  folgt  aus  der  Bedingung,  daß 
g'  auf  der  Wagerechten  durch  g'  liegen  muß,  und  hierauf  ist  d"  ge- 
geben durch  g"d" _\_gd^  c"  durch:  c''d"  J_cd  oder  g"c'_\_gc^  ferner 
b"  durch:  c"6"_Lcfe,  sodann  ß"  durch  b'^e^'  J_be  oder  d''e"  \  de. 


*)  Anstatt  Scheibe  J  in  6  zu  fülireii,  kann  man  auch  die  Richtung  des 
Stabes  ah  festlegen.  Der  Plan  (7)  wird  dann  überflüssig,  da  man  die  Knotenpunkte 
der  Scheibe  I  schrittweise  durch  je  zwei  Stäbe  an  den  Stab  ah  anschließen  kann. 
Plan  (ZT)  ist  auch  bei  der  oben  angenommenen  Stützungsart  entbehrlich,  doch  möge 
wiederholt  werden,  daß  die  Anfertigung  von  Einzelplänen  für  die  verechiedeneu 
Scheiben  den  Vorzug  der  gi-ößeren  Übei-sichtlichkeit  besitzt. 
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Wir  teilen  noch  drei  andere  Verfahren  mit,  die  Punkte  d!\  e'\ 
h'\  e'  zu  ermittehi: 

1.  Man  zeichne  einen  Linienzug  ffidie^b^c^j  dessen  Seiten  den 
entsprechenden  Seiten  des  Zuges  gQcL^eobQCQ  parallel  sind  (so  daß  also 
9x^1  II  ^^7  ^1^1  II  d^i  •  •  •  •)  lind  dessen  Ecken  auf  den  Geraden  gg^^ 
^^09  ^^0?  ....  liegen.  Macht  man  hierbei  gg^  z=g"0^  so  ist  auch 
d"0  =  ddj,  e"0  =  ßß,,  u.  s.  w. 

2.  Man  bestimme  die  Pole,  um  welche  sich  die  einzelnen  Glieder 
der  bewegten  zwangläufigen  Kette  gegen  das  ruhende,  kurz  mit  w  be- 
zeichnete Widerlager,  dem  die  festen  Punkte  a  und  f  angehören,  drehen. 
Der  Pol  {I'W)  der  Scheibe  I  fäUt  mit  a  zusammen,  der  Pol  /• //) 
von  I  gegen  II  mit  dem  Gelenke  c.  Die  Glieder  /,  4,  5  der  Kette 
bilden  mit  dem  Widerlager  zusammen  ein  Gelenkviereck,  und  es  liegt 
daher  der  Pol  (4  •  w)  von  4  gegen  w  im  Schnittpunkte  der  Geraden 
ab  und  fe.  Ebenso  folgt,  daß  der  Pol  (4  •  II)  von  4  gegen  II  der 
Schnittpunkt  der  Geraden  cb  und  de  ist,  und  nun  läßt  sich  der  Pol 
(//•  w)  von  //  gegen  w  mittels  der  Bedingungen  finden,  daß  die  drei 
Punkte  (/•«<;),  (I-II)  und  {II  »w)  in  einer  Geraden  liegen  müssen, 
desgleichen  die  Punkte  (4  •  //),  (4  •  w\  {II  •  w).  Durch  den  Pol  (77-  w) 
sind  die  Richtungen  gg^  und  dd^  gegeben,  und  man  ist  jetzt  imstande,  die 
Pimkte  ^",  d",  c",  fe",  e"  auf  die  zuerst  bescliriebene  Art  zu  bestimmen. 

3.  Man  nehme  die  Verschiebung  des  Punktes  b  der  um  a  sich 
drehenden  Scheibe  7  zunächst  beliebig  groß  an  und  stelle  sie  in  einem 
besonderen  Plane  (Eig.  53B)  durch  einen  zur  Geraden  ba  rechtwinkligen 
Polstrahl  b'"0  dar,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  &'"  unterhalb  oder 
oberhalb  des  Poles  0  Hegend  gewählt  wird.  Hierauf  bestimme  man 
die  gleichzeitig  von  den  Punkten  c,  e,  d,  g  beschriebenen  Wege,  indem 
man  die  Reihe  zieht: 

fr'"c'"_L6c    imd    a" e^"  \  ac^ 

b'''e''±be      „      re''±fe,*) 

c    d    j_cd      „      e    d      \  ed, 

c  g  ±cg  „  d  g  ±dg. 
Die  Strahlen,  welche  die  Punkte  fe"',  c"',  e'",  d"\  </'"  mit  dem 
Pole  0  verbinden,  stellen  nach  Größe  mid  Richtung  die  Yerschiebungen 
der  Punkte  fe,  c,  e,  d,  g  dar.  Nun  ermittle  man  im  Plane  {Ä)  mit 
Hilfe  von  g"0  \\g"'0  diejenige  Yerschiebimg,  welche  g  erfaliren  muß, 
damit  die  Auflagerbedingung  bei  g  erfüllt  wird,  und  hierauf  die  zuge- 
hörigen Verschiebungen  c'O^  d"0^  . . .  indem  man  eine  Figur  g"  c'  d"  . . . 
zeichnet,  deren  Seiten  parallel  sind  den  Isntsprechenden  Seiten  der  Figur 
g  c    a     .... 

Die  Figur  (B)  ist  offenbar  nichts  weiter  als  der  Williot^che  Yer- 


*)  f"  fiillt  mit  a'"  zusammen. 
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schiebungsplau  derjeniger  Mnematischeii  Kette,  in  welche  das  zu  unter- 
suchende Fachwerk  durch  Beseitigung  des  beweglichen  Auflagers  g 
übergeht*). 

Überträgt  man  schließlich  die  auf  einem  der  beschriebenen  Wege 
gefundenen  Verschiebungen  b"b%  c'd'\  d"d\  g"g'  aus  dem  Plane  (A) 
in  die  für  die  Scheiben  (7)  und  (7/)  angefertigten  Einzelpläne,  und 
zeichnet  in  (7)  die  der  Scheibe  abc  ähnliche  Mgur  a'b"c"  (deren 
Punkt  a"  mit  dem  Punkte  a  dieses  Planes  zusammenfallt)  sodann  in 
(77)  die  der  Scheibe  cdg  ähnliche  Figur  c'd" g\  so  ist  man  imstande, 
die  Verschiebungen  TYi'm  sämtlicher  Knoten  ni  der  Scheiben  7  und  77 
anzugeben. 

Auf  ähnliche  Weise  wie  das  eben  untersuchte  Fachwerk  kann  auch 
das  in  Fig.  54  dargestellte  behandelt  werden.    Es  ist  zweckmäßig,  zu- 


Fig.  54. 

nächst  den  Punkt  a  und  die  Richtung  von  ab  festliegend  anzunehi^ien 
und  sich  die  Führung  des  Gelenkes  m  beseitigt  zu  denken.  Hierauf 
drehe  man  die  Scheibe  7  so  um  a,  daß  der  Punkt  m  eine  wagerechte 
Gesamtverschiebung  m'm\  erfährt.  Die  Pole,  um  welche  sich  die 
Scheiben  77  und  777  infolge  dieser  zweiten  Bewegung  drehen,  sind 
in  der  Fig.  54  angegeben  worden**).  An  ihrer  Stelle  können  auch 
die  um  90®  gedi-ehten  Verechiebungen  oder  ein  Williotscher  Plan  be- 
nutzt werden,  und  es  wird  dem  Leser  empfohlen,  zur  Übung  die  be- 
treffenden Figuren  selbst  zu  entwerfen***). 

*)  Daß  es  sich  bei  Aufzeichnung  der  Figur  (B)  in  der  Tat  nur  lun  die  wieder- 
holte liösung  der  in  Nr.  32  vorgeführten  Hauptaufgabe  handelt,  lehrt  ein  Blick  auf 
Fig.  34.  Ist  A 1  =  0  und  A2  =  0,  so  entsprechen  den  Gei-aden  ac  und  chm  Fig.  34 a 
die  zu  ihnen  rechtwinkligen  Geraden  a  c  und  c'h*  des  Verschiebungsplanes  Fig.  34b. 
Vergl.  auch  den  Anfang  von  Seite  62. 

**)  Das  Zeichen  x  (4  •  ZT)  deutet  an ,  daß  der  Pol  (4  •  //)  mit  dem  imendlioh 
fernen  Scrhnittpuhkte  der  Stäbe  3  und  7  zu-sammenfällt. 

***)  Bei  Polbestimmungen  müssen  häufig  Gerade  durch  die  Schnittpunkte  von 
außerhalb  des  Zeichenblattes  sich  treffenden  Linien  gelegt  werden,  was  zwar  keiner- 
lei Schwierigkeiten  bietet,  immerhin  aber  umständlich  genug  ist,  um  dann  die  Be- 
vorzugung anderer  Verfahren  zu  veranlassen. 
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2*  BeispieU  Eig.  55  zeigt  einen  statisch  bestimmten  Bogen- 
träger  mit  drei  Öffnungen.  Derselbe  besteht  aus  vier  gegliederten 
Scheiben,  die  in  den  Gelenken  c,  g^  i  aneinander  hängen.  Die  Scheiben 
/  und  II  sind  durch  zwei  Stäbe  mit  dem  Kopfe  der  Pendelsäule  ef 
verbunden,  in  gleicher  Weise  III  und  IV  mit  der  Säule  Im,  Bei  a 
und  n  sind  feste  Auflagergelenke  angeordnet 


W2h^ 


Fig.  55. 

Wird  der  Verschiebungsplan  dieses  Trägers  verlangt,  so  setze  man 
zunächst  voraus,  es  sei  bei  g  die  Verbindimg  der  Scheiben  //  und  /// 
gelöst,  nehme  dafür  aber  den  Punkt  b  in  der  Richtimg  ab  geführt  an 
und  den  Punkt  k  in  der  Sichtung  nh  Für  diese  Stützungsart  ermitÜe 
man  (genau  wie  im  Beispiel  1)  die  Verschiebungen  der  Punkte  ft,  e, 
e.  rf,  g  der  linken  Trägerhälfte  und  der  Punkte  A:,  «*,  i,  Ä,  g  der  rechten 
Hälfte  —  am  besten  in  zwei  besonderen  Figuren  (L)  und  {R)\  deren 
Pole  Ol  und  0^  seien.  Hierauf  drehe  man  die  Scheiben  /  und  IV  so 
um  die  Gelenke  a  bezw.  w,  daß  der  Zusammenhang  der  Scheiben  II 
und  ///  in  g  ^^ieder  hergestellt  wird. 

Der  erste  Teil  dieser  Untersuchung  möge  für  den  Punkt  g  der 
linken  Trägerhälfte  die  Verschiebung  Oig'  (Plan  L)  ergeben  haben  und 
für  den  Punkt  g  der  rechten  Hälfe  die  Verschiebung  O^g'  (Plan  B). 
Infolge  der  zweiten  Bewegung  di*eht  sich  die  Scheibe  II  um  den  Pol 
(II 'w)^  dessen  Lage  in  der  auf  Seite  74  beschriebenen  Weise  gefunden 
wird,  und  es  muß  deshalb  der  Strahl  g"Oi  rechtwinklig  zu  der  durch 
die  Punkte  {II  »w)  und  g  bestimmten  Geraden  sein.  Im  Plane  R 
hingegen  ist  g''Or  rechtwinklig  zur  Geraden  g  —  {III 'w).  Da  nun 
beide  Pläne  Verschiebungen  g''g'  liefern  müssen,  die  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  übereinstinmaen,  so  läßt  sich  die  Lage  der  Punkte  g" 
in  folgender  Weise  ermitteln. 

Man  mache  in  (L)  die  Strecke  g's  gleich  und  parallel  dem  Sti'ahle 
g'Or  des  Planes  {R)  und  lege  durch  den  Punkt  s,  rechtwinklig  zu 
g  —  {III 'W)  eine  Gerade.    Dieselbe  schneidet  die  gegebene  Richtung 
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// 


des  Strahles  g"Oi  in  g",   Hiei-auf  mache  man  in  (J?)  die  Strecke  O^g 
gleich  der  Strecke  sg"  in  (2>). 

Jetzt  ist  man  imstande,  genau  wie  bei  Aufgabe  1  die  der  Ver- 
schiebung g'Oi  entsprechenden  Wege  d"0„  c"0„  ....  der  Punkte 
d,  c, .  .  .  zu  bestimmen,  desgleichen  die  Verschiebungen  A"0„  i"0^,  .  .  . 
der  Punkte  Ä,  i,  .  .  .  . 


(fjwt% 


V(h%^J 


Fig.  66. 

3.  JBeispiel.  Es  soll  der  Verschiebimgsplan  einer  dui-ch  einen 
Balken  mit  Mttelgelenk  vei^steiften  Kette  gezeichnet  werden.  Hg.  56. 
Bei  b  ist  ein  festes,  bei  p  ein  auf  einer  Wagerechten  geführtes  Auflager- 
gelenk angeordnet.  Die  ebenfalls  auf  wagerechten  Bahnen  beweglichen 
Gelenke  a  und  x  der  IVagkette  aox  sind  duixh  Rückhaltketten,  deren 
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Langen  sich  um  die  gegebenen  Strecken  A'  und  A"  vergrößern,  mit 
festen  Punkten  der  Widerlager  verbunden. 

Von  dem  beliebig  angenommenen  Pole  0  aus  (Plan  Ä)  wird  A' 
aufgetragen,  imd  im  Endpimkte  dieser  da*  linken  Eückhaltkette  paral- 
lelen Strecke  ein  Lot  errichtet,  welches  die  Wagerechte  durch  0  in  a' 
schneidet  Oa  stellt  die  Verschiebung  von  a  dar.  An  a  wird  die 
Verlängerung  Al  des  Kettengliedes  1  angetragen  und  in  dem  auf  AI 
im  Endpunkte  errichteten  Lote  der  Ort  des  Punktes  c    gefunden. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  den  Punkt  c  zunächst  beliebig  anzamehmen 
und  gewissermaßen  vorauszusetzen,  es  werde  der  Punkt  c  in  der  durch 
den  Strahl  Oc  angegebenen  Kichtung  geführt;  dafür  aber  denke  man 
die  wagerechte  Führung  des  Punktes  x  beseitigt  Denn  durch  die 
Annahme  eines  bestimmten  e  sind  die  Verschiebungen  sämtiicher 
Knoten  des  Fachwerks  gegeben,  da  man  schrittweise  finden  kann: 

Punkt  d'  mittels  A(6d)  und  A2, 


11 


e 

„       A(fee)     .,     A(rfe), 

r 

„       A(d/)      „     A(c/-), 

9 

„       A(d<7)      „     A(/<7), 

h' 

„       A4          .,     A3, 

k  ^  l  ^ 

m',  «',  o',  hierauf: 

u.  s.  f.  die  Punkte  i' 

Punkt  p'  auf  der  Wagerechten  durch  0  mittels  Unp, 
„       q'  mittels  ^(nq)  und  ^(pq)*) 
„       /        „       ^{nr)     „     ^{qr) 
„       s'       „       A9  „     AlO  u.  s.  w.  bis  Punkt  w'. 

Schüeßlich  erhält  man  den  Punkt  x\  indem  man  in  0  und  w'  die 
Strecken  A"  (parallel  zur  rechten  Kückhaltkette)  und  Al5  anträgt  und 
m  den  Endpunkten  dieser  Strecken  Lote  errichtet 

Jetzt  wird  die  vorübergehend  angenonnnene  Führung  des  Punktes  c 
wieder  beseitigt,  und  hierdurch  das  Fachwerk  in  eine  zwangläufige 
kinematische  Kette  verwandelt,  der  eine  Bewegung  zu  erteilen  ist,  durch 
welche  der  Punkt  x  eine  Verschiebung  x"0  erfährt,  die  mit  Ox'  zu- 
sammengesetzt eine  wagerechte  Gesamtverschiebung  x"x'  ergibt.  .  Die 
Pole,  imi  welche  sich  die  einzelnen  Glieder  des  Fachwerks  bei  dieser 
zweiten  Bewegung  drehen,  werden  wie  folgt  ermittelt 

Der  Pol  (/-^/O  der  Scheibe  /  gegen  das  Widerlager  fällt  mit  b 
zusammen,  der  Pol  (I-  II)  mit  n,  während  {II  »w)  durch  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  {I*w)  —  {I-II)  mit  der  Senkrechten  durch  p  be- 
stimmt ist,  weil  sich  p  auf  einer  Wagerechten  bewegt 

Die  Stäbe  4,  5,  6  bilden  mit  der  Scheibe  /  ein  Gelenkviereck, 


*)  ^(pq)  und  A{np)  werden  einem  für  die  8(^heibe  i/ gezeichneten  besonderen 
Plane  entnommen.  Im  Plane  (A)  haben  wir,  nm  eine  übei-sichtüche  Figiu*  zu  erhalten, 
nur  die  Punkte  a',  c\  d\  n\  p\  q\  ic\  x'  angegeben. 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  6 
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und  es  ist  deshalb  der  unendlich  ferne  Schnittpunkt  von  4  und  6  dei' 
Pol  von  5  gegen  i";  derselbe  liegt  in  der  Senkrechten  durch  b;  denn 
die  Pole  (5  •  w\  (6  •  JT),  (/•  tv)  fallen  in.  eine  Gerade.  Da  nun  die  Yer- 
schiebimgsrichtung  des  Punktes  c  rechtwinklig  zur  Achse  des  um  a  sicli 
drehenden  Stabes  1  ist,  und  c  auch  dem  Stabe  3  angehört,  so  ist  der 
Schnittpunkt  ^  von  1  mit  der  Senkrechten  durch  b  der  Pol  von  3 
gegen  w^  und  es  bewegt  sich  deshalb  h  rechtwinklig  zur  Geraden  ^k. 
Daraus  ergibt  sich  aber,  daß  (5-?/')  mit  $ß  zusammenfällt  und  ebenso 
kann  gefolgert  werden,  daß  sich  $ß  auch  mit  (7  •  «r)  deckt. 

Ganz  ähnlich  läßt  sich  beweisen,  daß  der  Schnittpunkt  ?ß'  der 
Geraden  5ßo  mit  der  Senkrechten  durch  p  der  gemeinschaftliche  Pol 
der  Stäbe  9,  11  und  13  ist;  denn  die  Pole  (9'W),  (11 -«^O^  (13•^^;) 
liegen  auf  der  Geraden,  welche  durch  (II -u^  und  die  unendlich  fernen 
Schnittpunkte  der  Stäbe  8  und  10,  10  und  12,  12  und  14  geht. 

Legt  man  nun  durch  5ß  und  den  oberen  Endpunkt  einer  der  lin- 
ken Trägerhälfte  angehörenden  Hängestange  eiae  Gerade,  desgleichen 
durch  {I'w)  und  den  unteren  Endpunkt,  so  erhält  man  im  Schnitt- 
punkte beider  Geraden  den  Pol  dieser  Stange.  Auf  diese  Art  ist  in 
Eig.  56  der  kurz  mit  (4)  bezeichnete  Pol  (4  •  w)  des  Stabes  4  bestimmt 
worden;  der  Beweis  folgt  daraus,  daß  die  Punkte  (5  •  tv)^  (4  •  5),  (4  •  w) 
in  einer  Geraden  liegen,  desgleichen  die  Punkte  (J-  n^^  (4  •  /),  (4  •  w). 
Ähnlich  werden  die  Pole  der  Hängestangen  der  rechten  Hälfte  ermittelt 
An  Stelle  der  Punkte  5ß  und  (7  •  w)  treten  hier  die  Punkte  5ß'  und 
(II -iv).  In  der  Figui*  sind  die  kurz  mit  (12)  und  (14)  bezeichneten 
Pole  (12  •  w)  und  (14  •  w)  der  Stäbe  12  und  14  angegeben  worden. 
Pol  (8)  von  8  ist  der  Schnittpmikt  der  Geraden  $ß?ß'  und  (/•  w)  —  (11-  w). 
Der  Pol  von  (15  •  w)  gehört  der  Geraden  ?ß'  (14)  und  der  Mittellinie  der 
rechten  Eückhaltkette  an. 

Um  die  Yerschiebimgen  zu  ermitteln,  welche  die  Punkte  der  be- 
trachteten Kette  erfahren,  ziehe  man  im  Plane  Ä  den  Strahl  x"  0  recht- 
winklig zur  rechten  Rückhaltkette  biij  zur  Wagerechten  durch  x\  hierauf 
x'w''  _[_  xw  und  Ow"  rechtwinklig  zu  der  Geraden,  welche  den  Punkt 
w  mit  dem  Pole  ^'  verbindet.  Den  Punkt  v"  findet  man  mittels  der 
Bedingungen  v'w" \_vw  und  i;"0_|_?;(14)  und  den  Punkt  n"  mit 
Hilfe  von  v'n"  J_  vn  und  n"  0  J_  ?^(7•  w\  w^omit  je  z^'^ei  Punkte  der 
den  Scheiben  npq  und  ntnb  ähnlichen  Figuren  n"p"q"  und  n'rn'a' 
bestimmt  sind.  Bei  richtiger  Zeichnung  muß  hierbei  p"  in  die  Wage- 
rechte durch  0  fallen. 

Damit  Fig.  (Ä)  deutlicli  bleibe,  haben  wir  die  bereits  gefundenen 
Punkte  x'w"v"n'p"  in  eine  besondere  Fig.  (B)  übertragen  und  in 
dieser  die  Ermittlung  der  fraglichen  Yerschiebimgen  fortgesetzt.  Xach 
Auftragung  der  Figm-en  n'  p"q"  und  n'm"  a'  wurden  der  Reihe  nach 
bestimmt: 


§  1.   Yerschiebimgspläne. 
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Bei  sorgfältiger  Zeichnung  muß  eine  von  c"  aus  recht^vinklig  zu  ca 
gezogene  Gerade  den  Pol  0  des  Yerechiebungsplanes  treffen.    Ferner 
muß  sein: 
u''0±u^\     s''0±sSß\     o''0±oSß\     rO_il^,     A"0i_A5ß. 

4.  JBeispieU  Fig.  57  stellt  eiue  gegliederte  Scheibe  der  folgen- 
den Erzeugungsweise  dar.  An  ein  aus  vier  Stäben  bestehendes  Gelenk- 
viereck  1,  2,  3,  4  werden  die  Knoten  5,  6,  7,  ....  n  so  angeschlossen, 
daß  5  verbunden  wird  mit  4  und  2,  6  mit  5  und  3,  7  mit  6  und  4, 
.  .  .  .  n  mit  n  —  1  und  n  —  3,  worauf  scliließlich  noch  der  Stab  nl 
hinzugefügt  wird.    In  Fig.  57  ist  7i  —  8.    Wird  der  Yerschiebungsplan 


•-^/iry 


Fig.  57. 


für  den  Fall  gesucht,  daß  der  Knoten  1  und  die  Richtung  des  Stabes 
1 — 2  festliegen,  so  nehme  man  zuerst  an,  es  sei  der  Knoten  3  auf 
irgend  einer  festen  Geraden  geführt,  der  Stab  1 — 8  hingegen  beseitigt. 
Trägt  man  dann  vom  Pole  0  des  Verschiebungsplanes  aus  die  (in  Fig.  57 
positiv  vorausgesetzte)  Längenänderung  A(2 — 3)  des  Stabes  2 — 3  auf 
und  errichtet  im  Endpunkte  derselben  ein  Lot,  so  ist  dieses  der  Ort 
des  Punktes  3'.  Dieser  Punkt  selbst  wird  beliebig  angenommen;  die 
Gerade,  welche  ihn  mit  0  verbindet,  gibt  die  Sichtung  an,  in  welcher 
3  vorläufig  geführt  wird. 

Nun  bestinnnt  man  der  Reihe  nach  die  Punkte  4',  5',  6',  7',  8', 
beseitigt  hierauf  die  Führung  des  Knotens  3  und  eiteUt  den  nunmehr 
starr  zu  denkenden,  zwangläufig  miteinander  verbundenen  Stäben  Be- 
wegungen, durch  welche  die  Bedingung  erfüllt  wü*d,  daß  die  gegen- 
seitige Verschiebung  der  Punkte  8  und  1  gleich  der  Längenänderung 
A(l — 8)  des  Stabes  1 — 8  ist.  Dazu  ennittelt  man  mit  Hilfe  der  um 
90°  gedrehten  Verschiebungen  3— 3o,  4— 4^,  ....  8— 8o  die  zur  Ge- 
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raden  8 — 80  rechtwinklige  Eichtimg  des  Strahles  8'  0  und  bestimmt 
auf  diesem  den  Punkt  8"  mittels  der  Bedingung,  daß  die  Projektion 
der  Gesamtverschiebung  8 "8'  des  Punktes  8  auf  eine  zum  Stabe  (1 — 8) 
parallele  Gerade  gleich  der  (in  der  Mg.  57  negativ  angenommenen) 
Längenänderung  A(l — 8)  dieses  Stabes  ist  Jetzt  kann  man  7"  finden 
mittels  7"— 8"  JL  7—8  und  7"0i^  7— 7o,  liierauf  6"  6",  ....  Da- 
mit sind  die  Gesamt\^erschiebungen  Tn'rn  sämtlicher  Knoten  m  be- 
stimmt. 

Dem  eben  betrachteten  Stabgebilde  entspricht  ein  Scheibengebilde 
von  ähnlicher  Entstehungsweise.  Ein  Beispiel  bietet  der  in  Eig.  54 
dargestellte  Träger.  Die  Glieder  i",  4,  5  bilden  mit  dem  die  festen 
Punkte  a  und  f  verbindenden  starren  Widerlager  ein  Gelenkviereck, 
an  das  der  Knoten  d  mittels  II  und  7  zwangläufig  angeschlossen  wird, 
hierauf  i  mittels  12  und  13,  sodann  l  mittels  15  und  III^  welches  letzte 
Glied  schließlich  bei  m  eine  Führung  erhält. 

Ö.  SeUpieL  Es  soll  noch  eine  sehr  lehrreiche  Aufgabe  mitgeteilt  und  auf 
zweierlei  Art  gelöst  werden.  Die  zweite  Lösung  wird  nach  einem  Verfahren  erfolgen, 
das  selbst  in  den  schwierigsten  Fällen  übersichtlich  zum  Ziele  führt. 

An  ein  aus  Stäben  gebildetes  Gelenkfünfeck  1 — 2 — 3 — 4 — 5  seien  weitere  Knoten 
6,  7,  8,  .  .  .  .  r/i,  .  .  .  .  n  durch  je  zwei  Stäbe  in  der  Weise  angeschlossen,  daß  6 

verbunden  wird  mit  5  und  2,  7  mit 
6  und  3,  ....  ,  m  mit  {m  —  1) 
und  (m  —  4),  ....  ,  n  mit  (w  —  1) 
und  (n  —  4).  Der  Knoten  1  und 
die  Richtung  des  Stabes  1—2  liegen 
fest;  m  werde  in  einer  nihenden 
Geraden  m^^mQ  geführt,  ebenso  » 
in  noTio-  Es  soll  der  Verschiebungs- 
plan gezeichnet  werden. 

In  Fig.  58a  ist  w»  =  8  und 
//  =  11.  Vom  Pole  0  aus  (F\g.  58  b) 
wurden  die  Längenänderungen 
A(l— 2)  und  A(l— 5)  der  Stäbe 
1 — 2  und  1 — 5  aufgetragen  und 
an  A(l— 2)  die  Strecke  Ä(2— 3) 
gesetzt.  Die  in  den  Endpunkten 
von  A(2 — 3)  und  A(l— 5)  auf  diesen 
Strecken  errichteten  Lote  sind  die 
Örter  von  3'  beziehungsweise  5'. 
Werden  die  Punkte  3'  \md  ö'  vor- 
läufig willkürlich  angenommen,  wird 
also  gewissennaßen  zunächst  vor- 
ausgesetzt, es  seien  die  Knoten  3  und  5  (statt  8  und  11)  in  festen,  den  Pol- 
strahJen  03'  und  05'  parallelen  Geraden  geführt,  so  lassen  sich  die  Punkte 
4',  6',  7',  8',  9',  10',  11'  schrittweise  bestimmen,  da  4  durch  zwei  Stäbe  mit  3  und  5 
verbunden  ist,  desgleichen  6  mit  2  und  5,  u.  s.  f. 

Jetzt  hebe  man  die  Führung  der  Punkte  3  und  5  wieder  auf,  und  drehe  die 
Stäbe  2—3  und  1—5  so  um  die  in  Ruhe  bleibenden  Gelenke  1  und  2,  daß  8  eine 
Yei-schiebimg  8"0  erfährt,  die,  mit  08'  zusammengesetzt,  eine  zur  Führung  8^80 


Fig.  58  a. 
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parallele  Verschiebung  8"8'  ergibt  und  ebenso  für  den  Punkt  11  eine  zu  11© — llo 
parallele  Gesamt\'er8chiebung  11  "11'  erhalten  wird.  Behufs  Darstellung  dieser  Be- 
wegung zeichne  man  im  Plane  Fig.  58b  eine  Figur  1"— 2"— 3"--4"  .  .  .  8"  .  .  .  11", 


Fig.  58  b. 

deren  Seiten  rechtwinklig  zu  den  ihnen  entsprechenden  Stäben  des  Fachwerks 
1 — 2 — 3 — 4  ...  8  ...  11  sind,  deren  Punkte  1",  2"  mit  0  zusammenfallen,  und 
deren  Punkte  8",  11"  in  gegebenen  Geraden  (g^)  beziehungsweise  (^n)  liegen.  Die 
zu  8o — 8o  parallele  {g^  ist  durch  den  Punkt  8'  bestimmt,  die  zu  llo  =  llo  parallele 
{Qu)  durch  den  Punkt  11'.  Diese  rein  geometrische  Aufgabe  läßt  sich  mit  Hilfe  des 
folgenden  (bereits  im  ersten  Bande  mehrfach  benutzten)  Satzes  der  Geometrie  der 
Lage  lösen. 

Ändert  ein  n-Eck  in  der  Weise  seine  Form,  daß  sämtliclie  Seiten 
desselben  durch  feste  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  gehen  (die  im 
vorliegenden  Falle  die  unendlich  ferne  Gerade  ist)  tcährend  n  —  1  Ech- 
punkte  gerade  Linien  beschreiben,  so  bewegt  sich  auch  der  letzte  Endpnnkt 
in  einer  Geraden, 
Man  nehme  auf  der  zum  Stabe  2 — 3  rechtwinkligen  Geraden  03"  zunächst 
zwei  beliebige  Punkte  (3i",  3,")  versuchsweise  an,  ebenso  auf  der  zu  1 — 5  recht- 
winkligen Ob"  zwei  beliebige  Punkte  (5,,  5,),  ziehe  durch  3/'  und  %"  gerade  Linien 
rechtwinklig  zum  Stabe  3 — 4  und  bestinmie  auf  denselben  die  Schnittpunkte  4,  •  j, 
^1  •  1 1  4,  - 1 ,  4,  •  ,  der  durch  5i  und  5,  rechtwinklig  zu  5 — 4  gelegten  Geraden.    Es 
sind  dann 

[0,  3.",  4, . . ,  6.] ;  [0,  3,",  4, .  „  6,] ;  [0,  3.",  4,  • , ,  &.] ;  [0,  3,",  4.  •  „  5,] 
vier  versuchsweise  Lösungen  für  das  verlangte  Viereck  0,  3",  4",  5". 
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Der  ei"sten  I/isimg  entsprechen  die  Punkte  6,,  Tj  »j,  8,-,, 

„    zweiten    „  „  „        „       6j,  7i  •,,  8,  •,, 

„     dritten      „  „  „        „       6t,  7,  •  i,  8j  •  i, 

„     vierten     „  „  „        „       6«,  7,-,,  8,*,. 

Die  Bestimmung  von  6i,  Vj  •  j,  8,  •  i  erfolgt  der  Reihe  nach  mittels: 

5i-6,  J_5-6,     0— 6iX2-6,    6i— 7»  - ,  J.  6— 7,    3,"— 7,  •  ^  X  3— 7, 
7i  •  i~8i . ,  _L  7-8,    4i .  ,-8, . ,  J_  4-8, 

und  in  gleicher  Weise  findet  man  6,, 8,-2. 

In  den  Punkten,  in  denen  die  Geraden  81  »j — 8,-,  und  8,  «j — S^-j  die  ge- 
gebene (g^  schneiden,  erhält  man  die  zu  (Sj",  3,")  gehörenden  Lösungen  (8/',  8,") 
und  kann  nun  in  der  Geraden  7i  •  i — 7i  • ,  den  Punkt  7i"  bestimmen,  in  der  Geraden 
7i  •  i-7i  •«  den  Punkt  7,",  hierauf  6/',  6,"  und  5/',  5,".  (Die  Ermittiung  von  41" 
und  4i"  ist  überflüssig.) 

Weiter  läßt  sich  jetzt  angeben: 

9,"  mittels  8/ —  9/'  J_   8—  9  und  5/'—  9,"  J.  5—  9 
10t"      »       9i"-10/'J_   9—10    „     6,"-10/'1.6-10 
IV      „      10,"— lirj_  10—11     „     7,"— 11,"  J.  7-11 
und  ebenso  9,",  10,",  11,",  worauf  11"  bestimmt  ist  als  Schnittpunkt  der  Geraden 
11," — 11,"  mdt  der  zur  Fühi-ung  11^ — 11©  parallelen  5^,,.     Hat  man  aber  11"  ge- 
funden, so  kann  man  auch  10",  9",  8",  7",  6",  5",  4",  3"  ermitteln,   denn  es 
liegen  10,",  10,",  10"  in  einer  Geraden,  desgleichen  9,",  9,",  9"  u.  s.  w. 

Die  mitgeteilte  Lösung  gilt  für  jedes  m  und  n  und  bezieht  sich  auch  auf 
gegliederte  Scheiben  von  der  in  Abschnitt  XTTT  des  ersten  Bandes  beschriebenen 
Art.  Wird  die  Führung  des  Knotens  11  durch  einen  Stab  ersetzt,  der  11  mit  1 
verbindet,  so  liegt  11"  auf  einer  zum  Stabe  11 — 1  rechtwinkligen  Geraden,  deren 
Abstand  von  11'  gleich  der  Ijängenänderung  dieses  Stabes  ist.  (Yergl.  Beispiel  4, 
worin  der  Ort  von  8"  auf  diese  Weise  bestimmt  wurde.)  Auch  wenn  an  die  Stelle 
der  Stäbe  gegliederte  Scheiben  treten,  führt  das  entwickelte  Verfahren  zum  Ziele.    ' 

Zu  einer  anderen,  ebenfalls  allgemeinen  Lösung  führt  die  folgende  Betrachtung. 

Beseitigt  man  wie  vorhin  die  Stützungen  der  Punkte  8  und  11  (Fig.  58  a), 
nimmt  dafür  aber  -an,  es  sei  jeder  der  Knoten  3  und  5  nüt  einem  außerhalb  des 
Fachwerks  liegenden  festen  Punkte  durch  einen  Stab  verbunden,  und  legt  man  diesen 
Stäben  (die  zur  Unterscheidung  von  den  wirklichen  Fachwerkstäben  als  gedachte  be- 
zeichnet werden  mögen)  beliebige  Längenänderungen  äx  und  A^  bei,  so  lassen  sich 
die  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte  durch  wiederholte  Lösung  der  ersten 
Hauptaufgabe  (Nr.  32)  bestimmen.  Punkt  8  wird  sich  im  allgemeinen  von  der 
Führung  80 — 8©  entfernen;  die  Projektion  seiner  Verschiebung  auf  eine  zu  8© — 8* 
rechtwinklige  Gerade  wird  einen  endlichen  Wert  Ög  annehmen,  und  ebenso  wird  sich 
auch  für  die  Projektion  der  Verschiebung  von  11  auf  eine  zu  11© — 11^  rechtwinklige 
Gerade  ein  endücher  Wert  8,,  ergeben. 

Zwischen  ^,  d,,  und  den  Ändeiiingen  der  Stablängen  bestehen  nach  Nr.  4 
Beziehungen  ersten  Grades,  die  sich  auf  die  Form 

(l)  /Ö>  =«8  Ax  +  ße  Ay  +  V 

^  U„  =  a„Ax+ß,,Ay  +  8ii' 

bringen  lassen,  worin  8g'  und  8,,'  von  den  Längenändenmgen  der  wirklichen  Stäbe 
abhängig  sind  und  diejenigen  Werte  bezeichnen,  welche  ög  und  ö,,  für  den  Fall  an- 
nehmen, daß  die  beiden  gedachten  Stäbe  starr  vorausgesetzt  werden  (Zustände  Ax=0 
und  Ay  =  0).    Verschwinden  auch  die  Längenänderungen  der  wirklichen  Stäbe  (was 
kurz  durch  As  =  0  angedeutet  werden  soll),  so  ergibt  sich  8g'=0,  8„'=0. 
Weiter  bedeuten: 
Og,  Oj,  die  Wei-te  von  Ögi  ^n  für  den  Zustand:    Aa;=l,    Ay  =  0,    As  =  0; 
ßa,  ßi,    „        „         „     Öi,  8,,    „       „  „  Aa:  =  0,    Ay=l,    A«  =  0; 
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und  es  können  somit  die  sechs  Koeffizienten  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  I 
mit  Hilfe  von  drei  Yerschiebungsplänen,  welche  den  drei  angeführten  Zuständen  ent- 
sprechen, bestimmt  werden,  worauf  die  Bedingimgen:  ^^  =  0  und  8ii=0,  d.  h. 

«e  Ax+Pe  Ay  +  V  =0 

diejenigen  Längenänderungen  Ax  und  ly  liefern,  welche  den  beiden  gedachten  Stäben 
zugeschrieben  werden  müssen. 

Es  leuchtet  ein,  daß  sich  auf  diesem  Wege  die  Ermittelung  der  Vei-schiebungen 
der  Knoten  jedes  statisch  bestimmten  Fachwerks  auf  die  wiederholte  Lösung  der 
ersten  Hauptau^be  und  die  Auflösung  einer  Gruppe  von  Gleichimgen  ersten  Grades 
zurückführen  läßt. 

§  2. 

Darstellung  der  Formveränderuog  von  Stabztigen  mit 

gelenkartigeo  Knoten. 

39.  —  Werden  gerade  Stäbe  so  aneinander  gereiht,  daß  jeder  Stab 
nur  mit  dem  vorhergehenden  und  dem  nachfolgenden  zusammenhängt, 
so  entsteht  ein  Gebilde,  welchem  wir  den  Namen  Stabxug  beüegen.  Die 
Knotenpunkte  bezeichnen  wir  mit  den  ZiEfem  0,  1,  2,  ...  (?w  —  1), 
7n,  (m  +  1),  .  .  .  w,  die  Stablängen  mit  s^^  «g,  .  .  .  s^,  .• .  .  ä»  und 
die  Winkel,  welche  die  Mittellinien  aufeiuander  folgender  Stäbe  ein- 
schließen, mit  ^1,  ^g,  .  .  .  X,  •  •  •  X-i-    Kg.  59. 


K       m^^T     ^ 


*-/ 


fv-/ 


Fig.  59. 

Greifen  alle  äußeren  Ki'äfte  in  den  Knotenpunkten  an,  und  siad 
die  Stäbe  durch  reibungslose  Gelenke  miteinander  verbunden  —  was 
beides  hier  vorausgesetzt  werden  möge  —  so  wird  jeder  Stab  nur  auf 
Zug  oder  Druck  beansprucht;  seine  Mittellinie  bleibt  gerade,  und  die 
gegenseitigen  Verschiebungen  der  Knotenpimkte  des  Gebüdes  sind 
bestimmt  durch  die  Änderungen  A^^,  As^,  •  •  •,  A'i^i,  A^^^  •  •  •  ^^^ 
Längen  s  und  Winkel  ^.  Eine  übersichtliche  Darstellung  dieser  Ver- 
schiebungen ist  u.  a.  von  Wert  für  die  Theorie  des  Fachwerks,  dessen 
KJttotenpunkte  häufig  durch  Stabzüge  mit  leicht  zu  berechnenden  Winkel- 
änderungen A^  verbunden  werden  können. 
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Zunächst  werde  angenommen,  e.s  seien  sämtliche  Hs  und  A^ 
bekannt,  auch  werde  vorausgesetzt,  daß  die  Richtung  der  Achse  irgend 
eines  Stabes  und  ein  Punkt  dieser  Achse  festliegen,  beispielsweise  die 
Richtung  des  Stabes  Ä^^und  der  Knotenpunkt  0.  Die  übrigen  Stäbe 
(5,,  ,^3,  .  .  .  5^,  .  .  .  s^)  werden  sich  um  gewisse  Winkel  ^|,  ^3,  .  .  . 
4'«?  •  •  •  ^»  drehen,  und  zwar  ist: 


Eig.  60a. 


Fig.  60b. 


Wir  betrachten  nun  einen  beliebigen  Stab  .s,  dessen  Endpunkte 
die  Ordnungsziffem  a  und  b  tragen  mögen.  Mg.  60.  Der  Weg  aa  des 
Punktes  a  sei  gegeben,  Behufs  Bestimmung  der  neuen  Lage  b'  des 
Punktes  b  verschieben  wir  den  Stab  ab  parallel  mit  sich  selbst  in  die 
Lage  a'fri,  ändern  seine  Länge  um  das  gegebene  Maß  bib^  =  äs  und 
drehen  ihn  schließlich  um  den  gegebenen  Winkel  4'-  Hierbei  be- 
schreibt 6,  den  Kreisbogen 

W=  (s  +  HS)  ^, 
der  aber  —  wegen  der  Beschränkung  unserer  Untersuchung  auf  sehr 
kleine  Verschiebungen  —  durch  ein  in  b^  auf  ah^  errichtetes  Lot  von 
der  Länere 

ersetzt  werden  darf. 

Es  empfiehlt  sich  nun,  die  Knotenpunktsverschiebungen  (wie  im 
§  1)  in  einer  besonderen  Figur  und  in  gehöriger  Vergrößerung  von 
einem  beliebig  gewählten  Pole  0  aus  aufzutragen,  so  zwar,  daß  jede 
Verschiebung  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  durch  einen  vom  Pole 
a^^5gehenden  Strahl  dargestellt  wird.  In  Fig.  60b  bezeichnet  Oa'  die 
gegebene  Verschiebung  des  Punktes  a;  an  diese  wurde  die  dem  Stabe  s 
parallele  Strecke  äs  angetragen  und  hieran  die  zu  s  rechtwinklige 
Strecke  p;  es  stellt  dann  der  Strahl  Ob'  die  gesuchte  Versclüebung 
des  Punktes  b  vor. 

Auf  diese  Weise  sind  in  Fig.  59  b  die  Vei*schiebungen  der  Knoten- 
pimkte  des  in  der  Fig.  59  a  abgebildeten  Stabzuges  schrittweise  ermittelt 
worden.    Die  Weile  As  und  p  =  .s^*  wurden  in  der  Reihenfolge 
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nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  aneinander  gesetzt,  wobei  allgemein 
^*»  II  Ä«?  P»i_L^«»-  Anstatt  der  Zeichen  As^,  As^,  ....  \viirden  die 
kürzeren  AI,  A2,  .  .  .  .  gebraucht.  Die  (in  der  Figur  nicht  aus- 
gezogenen) Polstrahlen  Ol',  02',  03',  ....  stellen  nach  Größe,  Rich- 
tung und  Sinn  die  gesuchten  Verschiebungen  der  Knoten  1,  2,  3  .  .  . 
dar.  Li  Kg.  69  geben  kleine  Pfeile  den  Drehungssinn  der  einzelnen 
Stäbe  an.  Einem  positiven  4»  entspricht  im  vorliegenden  Falle  eine 
Drehung  nach  links,  einem  negativen  eine  Drehung  nach  rechts.  Die 
an  die  Stäbe  gesetzten  (-j-)  und  ( — )  bedeuten  die  Vorzeichen  der 
entsprechenden  A«.  Die  ein  (-f-)  tragenden  Stäbe  werden  gedehnt, 
die  übrigen  verkürzt 

Wird  der  Stabzug  in  einer  anderen  als  der  eben  vorausgesetzten 
Art  gestützt,  so  nehme  man  zuerst  die  Richtung  irgend  einer  Stabachse 
und  einen  Punkt  derselben  als  festliegend  an,  zeichne  den  Verschiebungs- 
plan auf  die  beschriebene  Weise  und  erteile  hierauf  dem  nunmehr  als 
starres  Ganzes  zu  betrachtenden  Gebilde  eine  Bewegung,  durch  welche 
die  wirklichen  Auflagerbedingungen  befriedigt  werden.  Die  Verschie- 
bmigen,  welche  die  Knotenpunkte  infolge  dieser  zweiten  Bewegung 
erfahren,  werden  —  genau  wie  im  §  1  (Nr.  33)  —  durch  Strahlen 
m'O  dargestellt,  die  nach  dem  Pole  hinzeigen,  und  deren  Zusanunen- 
setzung  mit  den  Strahlen  Om'  die  Gesamtverschiebungen  m'm  Uefem 
(Hg.  36,  S.  62). 

Wir  werden  die  Ergebnisse  der  voi-stehenden  Betrachtungen  haupt- 
sächlich auf  die  Darstellung  der  Formänderungen  von  gegliederten 
Scheiben  anwenden,  die  sich  in  Dreiecke  zerlegen  lassen.  Die  Winkel  ^, 
zwischen  den  aufeinander  folgenden  Seiten  der  die  Knotenpunkte  der- 
artiger Scheiben  verbindenden  Stabzüge  sind  entweder  Dreieckswinkel, 
oder  sie  setzen  sich  aus  solchen  zusammen,  und  es  erfordert  daher  die 
Berechnung  der  A^  nur  die  Lösung  der  folgenden,  auch  für  spätere 
Untersuchungen  sehr  wichtigen  Aufgabe: 

40.  —  Zweite  Hauptaufgabe.  Gegeben  seien  die  Änderungen 
A«j,  Aä,,  Aäj  der  Seitenlängen  5^,  ä^,  s^  eines  Dreiecks  ABC^  gesucht 
die  Änderungen  Aa^,  Aa,,  Attj  der  Winkel  a^,  a^,  a3.    Fig.  61a. 

Zu  einer  sehr  einfachen  Dai-stellung  der  Aa  gelangt  man  mit  Hilfe 
eines  Williotschen  Verschiebungsplanes.  Man  nehme  A  und  die  Rich- 
tung der  Seite  ^5  als  festliegend  an.  Dann  fäUt  Ä  mit  dem  Pole  0 
zusanmien  (Fig.  61b)  und  ÄB'=äs^  gibt  die  Verschiebimg  von  B  an. 
In  A'  und  JB'  trage  man  die  Strecken  Asg  imd  A«i  an  und  errichte 
auf  diesen  in  ihren  Endpimkten  Lote,  deren  Schnittpunkt  C  die  Ver- 
schiebung 00'  von  0  bestimmt.  Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  C 
auf  dem  in  Nr.  39  beschriebenen  Wege  mittels  der  dem  Stabe  $2  ent- 
sprechenden Werte  As,  uiT^d  p2  =  .Sg4'2  gefunden,  so  erkennt  man,  daß 
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das  Lot  CC,  von  C  auf  As,  gleich  p,  ist    Der  Stab  s^  dreht  sich 
aber,  da  Sj  festliegt,  um  Aa^;  es  ergibt  sich  daher: 


C"C2  =  pj=.Sj,Aai, 


^A  o 


Fig.  61b. 


und  ebenso  fmdet  man  (indem  man  den  Pol  von  Ä  nach  B'  verlegt, 
also  B  als  ruhend  ansieht): 

Wir  bezeichnen  nun  den  Schnittpunkt  von  As^  und  As,  mit  C,,  er- 
richten in  einem  beliebigen  Punkte  0  der  AB'  auf  dieser  Geraden  ein 
Lot,  ziehen  durch  Cj,  Gj,  C^  Parallelen  zu  ÄB\  welche  jenes  Lot  in 
1,  2,  3  schneiden  \md  erhalten: 


h 


As« 


As« 


01:ASi=A:Si;     Ol  =  As^ -^;     02  =  — ?-A;     03  =  -^^A, 

Sj  S,  Sj 

wo  Ä  die  zu  ^ß  rechtwinklige  Höhe  des  Dreiecks  ABC  bedeutet 

Weiter  projizieren  v^tt  die  Strecken  C^O'  und  C^C  auf  eine  zur 
AB'  parallele  Gerade  imd  finden  für  die  Projektionen  die  Werte: 

C,  C  sin  ttj  =  p2  sin  aj  =  s,  sin  a^ Aaj  =  Aa^Ä  und  C\  C  sin  o,  =  Ao,^ 

deren  algebraische  Summe  =  —  AasÄ  ist,  weil  die  Summe  der  Dreiecks- 
winkel auch  nach  der  Formänderung  180°  beträgt,  mithin 

Attj  -}-  Ao,  -|-  Aa^  =  0  ist 

Ersetzt  man  in  Fig.  61b   die  Längenänderungen  As^,   As„   As^ 


durch    die  Yerhältniszahlen 


AS| 


As, 


As 


s 


(welche    nach    einem 


A    '       A    '       h 

ZfiAfewraaßstabe   durch  Sti^ecken    dargestellt  werden),   so  liefert  diese 
Figur  die  Werte  Aa^,  Ao,,  Aa,. 

Es  braucht  übrigens  nur  das  durch  die  Punkte  1,  3,  2  bestimmte 
Viereck  C^C^C^C  gezeichnet  zu  werden.  3  wird  beliebig  gewählt; 
1  und  2  haben  von  3  die  Abstände: 


AS] 


As 


ASc 


31  =  -—*--^^:    23  =  -^^  — 


As 


3 


s, 


s 


3 


'2 
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Behufs  Vermeidimg  von  Fehlem  bei  der  Feststellung  der  Vor- 
zeichen der  Aot,  versehe  man  die  Strecken  C^C  und  C^C  mit  Pfeilen, 
die  nach  C  hinzeigen.  Diese  Pfeile  geben  an,  in  welchem  Sinne  sich 
die  Seiten  ä,  und  s^  gegen  die  Seite  s^  drehen.  In  dem  in  der  Figur 
dargestellten  Falle  dreht  sich  s^  nach  rechts,  s^  nach  links;  Aaj  und 
A04  sind  also  positiv,  wähi-end  sich  für  Aag  ein  negativer  Wert  ergibt 

Aus  der  Fig.  61b,  deren  Längenabmessungen  wir  uns  durch  h 
dividiert  denken,  läßt  sich  auch  eine  einfache  Foimel  ableiten.  Es  ist 
nämlich: 


—  Aog  =  C,  Cg  cos  ttj  -j"  Q Q  cos  Oj 


C'tC, 


\  s^  «3   /  sm  ttj  *        \ 


A5i 


A^, 


/  stn  Oj 


und  es  folgt  daher: 

As,         A^A     i.  ,    f  ^H 

--/-)cotg  «,  +  (-»-- 


(1) 


«3  =  ( 


'8 


As« 


-jcotgai. 


Sind  die  Längenänderungen  lediglich  Folge  von  Spannkräften  5^, 
Sg,  Ä|,  welche  die  Spannungen 


ai  = 


erzeugen,  so  hat  man 

A^i 


^1' 


^>' 


a, — 

'S.. 

Ö8 

Äs, 

3« 

• 

ASj     «8 

^2' 


^. 


Bei  gleich  großen  Elastizitätsziffem  {E)  ergibt  sich 

-BAas  =  ((Ja  —  a,)  cotg  o,  +  (a»  —  <;,)  cotg  rt^ 

jEAo,  =  ((Jg  —  (Jj)  cotg  tti  +  ((J,  —  öl)  cotg  ttg 

jEAttj  =  (öl  —  (J,)  cotg  ttg  +  (öl  —  a,)  cotg  Oj. 


(2) 


-jF^öt 


ffS*3L. 


->i 


..Jiuiaf 


Fig.  62  a, 


Fig.  62  c. 


In  diesem  Falle  ist  es  zweckmäßig,  die  Werte  jEAa  (an  Stelle  der  Aa) 
durch  Zeichnung  darzustellen,  also  in  Fig.  61b  die  — h  durch  die 
entsprechenden  0  zu  ersetzen.    Man  gelangt  dann  zu  dem  in  der  Fig.  62 
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angegebenen  Verfahren,  das  einer  weiteren  Erläuterung  nicht  mehr 
bedarf.  Zu  achten  ist  auf  die  Vorzeichen  der  Spannungsunterschiede 
öl  —  <5^  und  a,  —  a^.  In  Kg.  62  b  wurden  beide  Weii»  positiv  an- 
genommen, in  Mg.  63  c  der  erste  positiv,  der  andere  negativ.  In  letz- 
terer Figur  wurde  Cj  mit  3  zusammenfaQend  gewählt  Hinsichtlich  der 
Vorzeichen  der  Winkeländerungen  stimmt  Kg.  62  b  mit  Kg.  61b  überein. 
In  dem  in  der  Kg.  62  c  dargestellten  FaQe  erfährt  sowohl  s,  als  auch 
5j  eine  Drehung  nach  rechts;  es  ist  mithin  Aa,  negativ,  Aa^  positiv. 
Will  man  die  Werte  JE'Aa  berechnen ,  so  führt  man  zweckmäßig  die  Hilfs- 
größen ein: 

«1  =  cotg  «1  (a,  —  a.);    w,  =  cotg  a,  (aj  —  aj;     co,  =  cotg  oc,  (<Ji  —  a,) 
und  hat  dann: 

J?Aai=c»s — «!>,;     ^Aa,  =  (di  —  Ug*,     £Aocs  =  tts  —  Wf 

Zur  besseren  Übersicht  schreibe  man  auf  jede  Dreieckseite  die 
betreffende  Spannung  und  in  jeden  Winkel  dessen  Kotangente, 
wie  dies  Fig.  63  angibt.  Für  das  dort  dargestellte  (mit  dem 
Dreieck  11—12—13  des  auf  Tafel  2  abgebildeten  Fischbauch- 
trägers übereinstimmende)  Dreieck,  in  dessen  Seiten  die  Span- 
nungen: 

— 141,  +  463,  —  17  klgr  f.  d.  qem 
hen-schen,  erhält  man: 
>,  .»tfjT'  «1  =  0,496 (+ 463  +    17)  =  +  238; 

J^   fio  «,  =  1,079  (-    17 +  141)  =  +  134: 

'^^-  ^'^'  «,  =  0,295  (—  141  —  463)  =  —  178; 

i^Aaj  =  —  178  —  134  =  —  312*  f.  d.  qcm-,       JE'Aot,  =  +  238  +  178  =  +  416; 
JS^Aaj  =  134  —  238  =  —  104. 

Sehr  zweckmäßig  Ist  es  auch,  die  Werte  «o  zeichnerisch  zu  ermitteln  und  hierzu 
ein  in  möglichst  großem  Maßstabe  angefertigtes  Trägemetz  zu  benutzen.  Fig.  64 
(Tafel  2,  welche  zwei  Dreiecke  des  auf  dieser  Tafel  abgebildeten  Fischbauchtiägers 
darstellt)  gibt  eine  Anordnung  an,  die  recht  übersichtlich  ist.  Die  auf  den  Stäben 
stehenden  roten  Zahlen  bedeuten  die  Spannungen  in  klgr  f.  d.  qcni.  Die  Spannungs- 
unterschiede in  den  die  Winkel  «j,  Oj,  Og  einschließenden  Seiten  sind  für  das  Dreieck  /: 

+  463  +  17  =  +  480;    —  17  +  141  =  +  124;    —  141  —  463  =  —  604 
und  für  das  Dreieck  II: 

—  128 +  141  =  +13;     —141 +  576  =  +  435;    —576+ 128  =  -  448; 
dieselben  werden  beziehungsweise  mit  cotgaj,  cotg«,,  cotg  et,  multipliziert.    Die  Er- 
gebnisse sind  für  das  Dreieck  /: 

Wi  =  +  238;     (D,  =  +134;     ©8  =  — 178 
und  füi'  das  Dreieck  //: 

6>i=  +  13;      w,  =+177;     0.  =  — 183. 
Die  Strecken,  welche  diese  Werte  c»  darstellen,  wurden  in  Fig.  64  durch  Doppel- 
linien bezeichnet.    Der  Spannungsmaßstab  lautet:  4*^  =100*  f.  d.  qem;  nur  für  »^ 
im  Dreieck  //  wurde  der  Maßstab  1  •»*  =:  1*  f.  d.  qcm  gewählt. 

Ist  für  jedes  Dreieck  nur  eine  Winkeländerung  Aa  zu  bestimmen  [ein  Fall,  der 
vorliegt,  wenn  das  Fachwerk  in  Fig.  77  (Seite  95)  durch  den  mittels  kräftiger  Linien 
angedeuteten  Stabzug  ereetzt  werden  soll]  so  gewährt  die  folgende  Darstellungsweise 
die  beste  Übersicht.  Tom  Scheitel  Ä  Fig.  65  des  fraglichen  Winkels  aj  wird  auf 
die  gegenüberliegende  Seite  ein  Lot  gefällt,  und  auf  diesem  werden  die  absoluten 
Werte  der  Spannungsunterschiede  aufgetragen,  indem 

Ä  A^  =  ffj  —  a,    und    A  .4,  =  jj  —  j, 
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gemacht  wii-d.   Zieht  man  nun  Ä^B  ||  «j,  ebenso  ^1^  C  ||  Sj,  so  ist  J.j  i?  =  (a,  —  a^)  cotg  a, 
und  ÄtC  =  (cjj  —  ffj,)  cotg  «j.    Die  Vorzeichen  werden  an  die  Strecken  geschrieben. 
In  Fig.  66  ist  er,  >  a^  ^^^  ^i  >  ^i  vorausgesetzt  worden. 
Dann  folgt: 

Temperaturänderungen  können  nach  Seite  2 

durch  Yergrößemng  der  Spannungen  <y  =  -^  um 

zEt    beräcksichtigt    werden.     Ist   beispielsweise 

für   einen    schweißeisemen  Stab:    5=20000**', 

S 
ir=50  qcm^  also  -^  =  400,  und  wird  der  Stab 

uin  30°  C.  erwännt,   so   ist   demselben   bei  Er-  Fig.  65. 

mittlung  der  JPAa  nach  dem  zuletzt  beschriebenen 
Verfahren  eine  Spannung  <5  =  iOO  +  eEt=  400  +  22  •  30  =  1060*^  f.  d. 
qcm  zuzuschi-eiben,    wobei  6  =  0,000012   und  -E'=  1800000   ange- 
nommen   wurden.     Im  Falle    einer  Abkühlung   um  30°    erhält  man 
a  =  400  —  22  .  30  =  —  260. 

41.  Untersuoliimg  der  Fonaändemng  eines  Faoliwerkbalkens. 
Zahlenbelspiel.  (Figuren  auf  Tafel  2.)  Es  sollen  die  Yerschiebungen 
der  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  des  auf  Tafel  2  abgebildeten 
Hauptträgers  einer  ZAveigleisigen  Eisenbahnbrücke  für  die  in  Fig.  66 
angegebene  Probebelastung  bestimmt  werden.*)  Die  durch  diese  Be- 
lastung erzeugten  Spannkräfte  sind  in  Fig.  67  auf  folgende  Weise  er- 
mittelt worden. 

Mit  beliebiger  Polweite  H  wui'de  in  Fig.  66  zu  den  Achsenbe- 
lastungen eine  Seillinie  gezeichnet  und  in  diese  ein  Polygon  I Hill. . .  X 
einbeschrieben,  dessen  Ecken  den  in  der  oberen  Gurtung  liegenden 
Angriffspunkten  0,  2,  4,  ....  18,  20  der  Zwischenträger  entsprechen. 
Hierauf  wurden  in  Fig.  67  mittels  eines  Büschels,  dessen  Strahlen  /, 
11^ ,  .  .  X  parallel  den  gleichbezeichneten  Polygonseiten  sind,  auf  einer 
vom  Mittelpunkte  0  des  Büschels  um  H  entfernten  Senkrechten  die 
Knotenlasten  Pj,  P^,  Pg,  .  .  .  .  Pjg  abgeschnitten  und  durch  einen 
zur  Schlußlinie  des  Seilpolygons  parallelen  Sti'ahl  ,s  die  an  den  Stütz- 
punkten 0  und  20  angreifenden  Auflagerdrücke  A  und  B  bestimmt. 
Schließlich  wurde  ein  Cremonascher  Kräfteplan  gezeichnet.  In  dem- 
selben bedeuten: 

Oj,  Oj,  O5,  .  .  .  die  Spannkräfte  der  oberen  Gurtung, 
L\,  Z7„  C/4,  .  .  .    „  „  „    unteren       „ 

Z>,,  D3,  2)4,  .  .  .    „  „  „    FüUungsstäbe. 

*)  Bei  Belastungsproben  handelt  es  sich  stets  ujn  die  Ennittlung  der  von  der 
beweglichen  Belastung  allein  hei-vorgerufenen  Durchbiegungen. 
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Die  Figuren  68  und  69  bieten  eine  übersichtliche  Zusammen- 
stellung der  Stablängen  (in  crn)^  Querschnittsinhalte  (gern),  Spannkräfte 
{Tonnen)  und  Spannungen  (kilogr.  f.  d.  qcm).  Die  in  den  Figuren  70 
bis  75  abgebildeten  Querschnitte  wurden  voll  gerechnet;  die  Elastizitäts- 
ziffer wurde  (für  Schweißeisen)  =  1800000*^  f.  d.  qcm  angenommen. 

Der  FüUungstab  1—2  erhält  den  Querschnitt:  Fig.  72  mit  jP=  52  qcfn 
Die  FüUungsst.    2-3, 3— 4  erhalten  „      Fig.  73    „    F=60    „ 

4—5,5-6,6—7,7—8    „      Fig.  74    „    2^=68    „ 
8—9,9—10  „      Fig.  75    „    i^=90    „ 

Fig.  76  zeigt  den  Verschiebungsplan  der  einen  Stabzug  bildenden 
unteren  Gurtung.  Die  nach  Nr.  40  ermittelten  Werte  Fäa  der  an 
dieser  Gurtung  liegenden  Dreieckswinkel  a  sind  in  die  betreffenden 
Winkel  eingeschrieben  worden;  sie  bestimmen  die  Änderungen  A^  der 
Stabzugswinkel  ^.  Zuerst  wurde  der  Knoten  9  imd  die  Richtung  des 
Stabes  7 — 9  festliegend,  der  Stabzug  aber  sonst  frei  angenommen.  Es 
entspricht  dann: 

dem  Stabe  7—5  der  Wert  E^^^^^  =  Eli%  =  -f  212  +  363  +  294 

=  _[_  869*^  f.  d.  qcm. 
„      5-3    „       „      ^^5_3  =  +  869  +  (301  +  439  +  426) 

I  2035 

„      3-1    „        „      ^»J>,_i  =  2035  +  (447  +  541  +  412) 

—  I  3435 

„      1-0    „       „      ^+i_o  =3435  + (2170 -f  926) 

=  +  6531, 

und  ebenso  ergeben  sich  für  die  rechts  an  9  sich  schließenden  Stäbe 
der  Eeihe  nach  die  Werte: 

J5;^  =  850;     1754:     2433;     3421;     4943;     8389. 

Alle  auf  der  linken  Seite  des  ruhenden  Stabes  7 — 9  befindlichen 
Stäbe  erfahren  eine  Drehung  nach  rechts,  die  auf  der  rechten  Seite 
eine  Drehung  nach  links. 

Für  den  Stab  0  —  1  erhält  man  nun 


» 
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,._.=,.  += l:|l  =  271-  „^^  =  0,983-  =  9,88 


MJH 


für  den  folgenden  Stab:  p  =  6,21"""  u.  s.  f.    Diese  Werte  wurden  in 

Fig.  66  (in  Klammem)  an  die  einzelnen  Stäbe  geschrieben;  desgleichen 

Ss        (SS 
wurden  die  Längenänderungen  As  =  -^^^  =  — ,,-  angegeben.    Für  den 

478   271 
Stab  0—1  ergibt  sich  z.  B.:  ASo-i  =  i-göÖOOO  '^^'^'^^'""^^'''^*'" 

Nach  Erledigung  dieser  Kechnungen  konnte  der  Yerschiebungsplan 
aufgetragen  werden.  An  die  Strecke  7'  —  9'  =  As7_9=  0,94"^  (Maß- 
stab 2 : 1)  wurden  links  der  Reihe  nach  angetragen: 
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5-3 


=  1,00-,     ?5-s=4,25 


mm 


tmm 


A57_5  =  0,98—,     p7_5  =  1,77--,     äs 

u.  s.  w. 

und  rechts  die  Sti-ecken: 

A«9-ii  =  0,95-,  pc,_,i  =  1,70-,  A5,,_i3  =  0,93-  f,,_,,  =  3,53 

u.  s,  f. 

Die  Endpunkte  der  Sti*ecken  p7_5,  ps-s,  •  ■  •  bestimmen  die  Punkte 
5',  3',  .  .  .  . ,  diejenigen  von  pg-n,  Pn-is,  ...  die  Punkte  11',  13',  .  .  . 

Schließlich  wurde  zur  Erfüllung  der  wirklichen  Auflagerbedin- 
gungen  geschritten  und  die  dem  Stabzuge  0  —  1  —  3  —  5  .  .  .  19  —  20 
ähnliche  Kgur  0"  — 1"  — 3"  — 5"  .  .  .  19"  — 20"  gezeichnet  Der 
Punkt  0"  fällt  mit  0'  zusammen,  weü  Knoten  0  festliegt,  während  20" 
auf  der  Wagerechten  durch  20'  liegen  muß,  da  der  Knoten  20  auf 
einer  wagerechten  Auflagerbahn  geführt  wird;  0" — 20"  ist  rechtwinklig 
zu  0—20*) 

Damit  sind  die  Yerschiebungen  1"  1',  3"  3',  ...  .  der  Knoten 
1,  3,  ...  .  nach  Größe,  Richtung  und  Sinn  bestimmt. 

In  Kg.  76  wui'de  noch  die  Biegimgslinie  der  unteren  Gurtung 
eingeti'agen.  Die  Eckpimkte  Oo,  lo,  3o,  .  .  .  .  dereelben  liegen  senk- 
recht unter  den  entsprechenden  Knoten  0,  1,  3,  ...  .  und  auf  den 
Wagerechten  durch  die  Punkte  0',  1',  3',  .  . .  .  ;  die  größte  senkrechte 
Yerschiebung  (28,8—)  erfährt  der  Knotenpunkt  9.  Wird  nur  das 
Biegungspolygon  gesucht,  so  braucht  die  Figur  0"  —  1"  —  2"  .  .  .  20" 
nicht  gezeichnet  zu  werden. 


Will  man  die  Vei-schiebungen  sämtlicher  Knotenpimkte  haben,  so  muß  mau 
den  in  Fig.  77  kräftig  ausgezogenen  Stabzug  0—1—2  —  3  .  .  .  18—19  —  20  unter- 
suchen.    In  Fig.  77  sind  die  Längenänderungen  der  Stäbe  (in  7nm)  imd  in  Fig.  JH 

*)    Probe:  Die  Vei-schiebung  20"  —  20'  muß  im  vorliegenden  Falle  gleich  der 
Summe  *der  Längenändei-ungen  As  der  Stäbe  der  oberen  Gurtung  sein.     Da  diese 
Stäbe  gleiche  länge  und  gleichen  Querechnitt  haben,  so  findet  man: 
ön^rrän'-    "    2, s_  360.1 592000*  _ 
^       ^  -EF^'--  180ÖÖ(X).278  "^'^^     "  "'^ 
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die  Wei-te  E^ai  (in  kig  f.  d.  qcm)  angegeben  woi-den.  Dem  licser  wird  empfohlen, 
diese  Aufgabe  zu  lösen.  Rs  ist  zweckmäßig,  zuerst  den  Knoten  10  imd  die  Richtung 
des  Stabfts  10 — 9  als  ruhend  anzusehen. 

42.  —  Wir  wollen  die  im  vorstehenden  gelehrte  Darstellungs- 
weise der  Yerschiebungen  kurz  das  Stabxugverfahren  nennen;  dasselbe 
liefert  übersichtlichere  Figuren  als  das  Verfahren  von  Williot  und  ver- 
dient namentlich  dann  den  Vorzug,  wenn  die  nach  Williot  zur  Be- 
stimmung der  Punkte  w'  auf  den  A«  zu  errichtenden  Lote  sich  unter 
sehr  spitzen  Winkebi  schneiden.  Dagegen  erfordert  das  Stabzugver- 
fahren etwas  mehr  Zeit,  es  sei  denn,  daß  die  Winkeländerungen  noch 
anderweitig  gebraucht  werden,  was  beispielsweise  der  Fall  ist,  wenn 
für  ein  unter  der  Voraussetzung  gelenkartiger  Knoten  berechnetes,  in 
Wirklichkeit  aber  vernietetes  Fachwerk  die  von  den  festen  Verbindungen 
herrührenden  Spannungsänderungen  nachgewiesen  werden  sollen  —  eine 
Aufgabe,  die  sich,  wie  in  der  zweiten  Abteilung  dieses  Bandes  gezeigt 
werden  Avird,  mit  Hilfe  der  Winkeländerungen  besonders  einfach  lösen 
läßt  Hierbei  wird  allerdings  vorausgesetzt,  daß  diese  Zusatzspannimgen 
(welche  auch  Nehenspannungen  heißen)  imd  die  Verschiebungen  für 
ein  und  denselben  Belastiuigszustand  verlangt  werden,  ein  Fall,  der 
häufig  eintritt 

Auch  die  Anwendung  eines  gemischten  Verfahrens  ist  oft  am 
Platze.  So  kann  es  z.  B.  vorteilhaft  sein,  bei  Untersuchung  der  in  den 
Figuren  50  bis  56  dargestellten  Träger  die  für  die  einzelnen  Scheiben 
erforderlichen  Sonderpläne  nach  dem  Stabzugverfahren  zu  zeichnen, 
während  es  im  übrigen  zweckmäßig  ist,  den  früher  befolgten  Weg  ein- 
zuschlagen. 

43.  Zeiolmerisolie  Ermittelang  der  Werte  p.  Wir  betrachten  (wie 
in  Nr.  39)  einen  Stabzug  0  —  1  —  2 —  ...  — w  Fig.  79,  dessen 
Knoten  0  und  Stabrichtung  0  —  1  festliegen  und  suchen  die  nur  von 
den  Winkeländerungen  A^  abhängigen  Verschiebungen,  nehmen  also 
an,  es  seien  sämtliche  A«  =  0.  Der  Verschiebungsplan  besteht 
dann  aus  einem  Linienzuge  0  —  2'  —  3' —  ...  — n%  dessen  Seiten 
Ö2' =  p2  =Ä2A^jj,  2'3' =  p3  =.S3A5'3,  .  .  .  beziehungsweise  recht- 
Avinklig  zu  den  Stäben  ä^,  .S3,  .  .  .  sind,  und  der  offenbar  bestimmt  ist, 
sobald  die  Projektionen  8^',  h.^\  .  .  .  der  Vorschiebungen  02',  03',  .  . . 
auf  eine  Gerade  AB  (deren  Eichtung  aber  keiner  der  Stabachsen 
parallel  sein  darf,  damit  sie  von  keiner  Seite  p  recht^vinklig  geschnitten 
wird)  gegeben  sind. 

Die  Seitenverschiebimgen  8'  lassen  sich  sehr  leicht  finden.  Dazu 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  ändere  sich  nur  der  Winkel  ^1,  es  drehe 
sich  also  der  Stabzug  1 — 2 —  ,  ,  ,n  um  A^^.  Punkt  m,  der  vom  Dreh- 
punkte 1  den  Abstand  e  haben  möge,  verschiebt  sich  in  einer  ziu*  Geraden 
1  —  m  rechtwinkligen  Richtung  und  um  eine  Sti-ecke:  5^-i  =  eA5'i, 
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deren  Projektion   ij .  j   auf   die   zur  AB  parallele   mm^   durch  die 
Gleichung: 

bestimmt  ist,  worin  x^  den  Abstand  des  Knotens  1  von  der  Geraden 
mmj^  bedeutet    Man  erhält: 

und,    wenn   sämtliche  Winkel    die  vorgeschriebenen  Änderungen  A^ 
erfahren: 


(3)         6j  =  iCiA^i +iC2A^j  +  .  .  .  x^_iA^«.,  =  2xA^. 

I 

Die  Winkeländerungen  AX,  AX+i.  •  •  •  sind  ohne  Einfluß  auf  die 
Bewegung  von  m. 


Fig.  79. 

Der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  stehende  Ausdruck 
läßt  sich  nun  deuten  als  das  auf  den  Punkt  m  bezogene  statische  Mo- 
ment von  Kräften  A^^,  A%  ....  A^^_i,  welche  in  den  links  von  m 
gelegenen  Knotenpunkten  angreifen  und  die  Richtung  AB  haben,  und 
hieraus  (und  aus  Band  I)  ergibt  sich  das  folgende  Verfahren,  die 
Werte  p  durch  Zeichnung  zu  bestimmen. 

Man  zeichne  zu  den  Gewichten*)  A^j,  A^j,  .  .  .  A^-i  Diit  der 
Polweite  1  (ZaAfeweinheit)  ein  Seüpolygon,  dessen  erste  Seite  zweck- 
mäßig rechtwinklig  zu  AB  angenommen  wird.    Die  den  Knotenpunkten 


*)  Der  Ausdruck  Gewicht  ist  hier  natürlich  in  mathematischem  Sinne  zu  nehmen. 
Die  A^  sind  Zahlen,  ihre  Auftragung  macht  die  Anfertigung  eiaes  besonderen  Zahlen- 
maßstabes nötig. 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  7 
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2,  3,  ...  w,  ...  n  entsprechenden,  parallel  za  AB  gemessenen  Ab- 
stände des  Seilpolygons  von  der  Seite  I  sind  dann  beziehungsweise 
=  8j',  W  .  .  .  8J,  .  .  .  8/.  Zieht  man  also  durch  die  Punkte  1, 
2,  ...  w,  ...  n  des  Seilpolygons  Parallelen  zur  Seite  I  und  zeichnet 
einen  Linienzug  0'2' ...  m' . .  .  n\  dessen  Ecken  in  jenen  Parallelen 
liegen,  und  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten 
des  Stabzuges  sind,  so  erhält  man  die  Werte: 

p2=0'  — 2',  p3  =  2'  — 3',  .  .  .  ,  Pn  =  (n  — 1)'  — n'. 

Will  man  diese  Strecken  p  in  v-facher  Yergrößerung  erhalten,  so 
ersetze  man  die  AS*   durch   die  Gewichte  vA^   oder   die  Polweite  1 

durch  die  Polweite 

V 

In  Kg.  79  wurde  angenommen,  daß  die  Winkel  ^«.i  und  X  ab- 
nehmen, alle  übrigen  ^  hingegen  eine  Vergrößerung  erfahren. 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  die  auf  Tafel  2  in  Fig.  76  angegebenen  Werte  p 
durch  Zeichnung  zu  bestimmen  imd  die  Ergebnisse  mit  den  durch  die  Hechnimg 
gewonnenen  zu  vergleichen.  Sollen  die  p  im  Maßstabe  2 : 1  erhalten  werden,  so  sind 
(wenn  die  Polweite  =  1  gewählt  wird)  die  Knoten  des  im  Maßstabe  1 :  300  gezeich- 
neten Fachwerks  mit  den  Gewichten  2'300A^===-Y-QV^/^?^7r  ==QnnA  ^^   belasten. 

Dem  Knoten  1  entspricht  z.B.  ^A  ^  =  2170 -f- 926  =  3096,  und  es  ist  daher  seine 
Belastung  =  1,032. 

44.  LängenSndenmg  einer  Stabzngselme.  Eine  füi-  die  Folge 
wichtige  Aufgabe  besteht  darin,  die  Längenänderung  der  zwei  Knoten 
0  und  n  eines  Stabzuges  (Mg.  80)  verbindenden  Sehne  durch  die 
Längenänderungen  As  und  Winkeländerungen  A^  auszudrücken.  Wir 
bezeichnen  den  Abstand  irgendeines  Knotens  m  von  der  Sehne  0  —  n 
mit  2/m9  den  Neigungswinkel  des  Stabes  s^  gegen  die  0  —  n  mit  9^ 
und  setzen  s„  cos  9«  =  e»,. 

Die  Vergrößerimg  von  X  um  A*^^  erzeugt  für  sich  allein 
AZ  =  y^A5'«,  ein  Ergebnis,  das  ohne  weiteres  aus  Nr.  43  (und  auch 
aus  Eig.  80)  folgt,  während  der  Änderung  der  Stablänge  s^  um  As^ 
AZ  =  A5„cos9^  entspricht.     Im  ganzen  entsteht  daher: 

»-1  n 

M  =  Si/^AX  +  2 As^  cos  9^*) 
I  1 

und  füi-  den  FaU  ^=0f wegen  As  =  -^J: 


n- 1  » 


(4)         AZ  =  Sy>AX  +  S-%e.. 


n-l  i»i_-n-I 

*)  ^ym^^m  =  ^ym^^m  bedeutet  die  Siuimie  der  AVerte  ^lA^i,  y,^%  .  . 


bis  2/h-iA^*»i. 


§  3.    Die  BißgangBlinie. 


99 


Will  man  diese  Formel  auch  dami  auweaden,  wemi  Temperatui-- 
ändenmgen  berücksichtigt  werden  soUen,  so  muß  man  die  Spannung 

c  =  -=^  um  den  Betrag  tEt  erhöhen.    Vergl.  den  Schluß  von  Nr.  40. 


m. 


Fig.  80. 

Der  Ausdnick  SyAS*  läßt  sich  als  das  auf  die  Sehne  0  —  n  be- 
zogene statische  Moment  von  Gewichten  A^i,  A^*,,  ...  deuten,  welche 
in  den  Knoten  1,2,...  des  Stabzuges  angi-eüen  und  parallel  zu  0  —  n 
sind.  Es  ist  also  möglich,  diesen  Ausdruck  mit  Hilfe  eines  Seüpolvgons 
darzustellen. 

§3. 

Die  Biegungslinie  als  Seflpolygon  betrachtet. 

45.  Aoffossnng  eines  beliebigen  Polygons  als  SeUpolygon.    Jeder 


(Kg.  81) 
.  deuten, 


aus  Geraden  bestehende  Linienzug  0  —  1  —  2  —  3  —  . 
läßt  sich  als  das  Seüpolygon  endlicher  Kräfte  P^,  P^^  P^, 
die  in  den  Punkten  1,  2, 
3, . .  .  angreifen,  und  deren 
Eichtungen  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  willkürlich 
gewählt  werden  dürfen. 
Das  Größenverhältnis  die- 
ser Kräfte  ist  durch  die 
Seiten  eines  zweiten  Linien- 
zuges AB  CD  ...  be- 
stimmt, dessen  Ecken  auf 
den  durch  einen  beliebigen 
Pol  0  parallel  zu  den  Ge- 
raden 0—1,  1—2,  2—3, . . . 
gezogenen  Strahlen  J,  77, 777, . . .  liegen,  und  dessen  Seiten  ÄB^BC,  CD^ . . . 
die  Richtungen  der  Kräfte  Pi,  7j,  P3,  •  •  .  haben.     Es  verhält  sich: 

P^:P^:P^:.  .  .  =ÄB:BC:CD:  .  .  . 

Sollen  alle  Kräfte  endlich  werden,  so  darf  die  Richtung  keiner  Ki-aft  in 
eine  der  beiden  angrenzenden  Seiten  des  Linienzuges  0 — 1 — 2 — 3 — ... 
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faUen,  es  darf  also  z.  B.  P,  weder  die  Richtimg  von  II  noch  die  von 
III  haben. 

Wird  ein  Lmienzug  0 — 1 — 2 — 3 —  ...  als  das  Seilpolygon 
paraMeier  Kräfte  betrachtet  (Eig.  82),  so  bestehen  zwischen  der  Pol- 
weite H,  den  Kräften  P  und  den  in  der  Richtung  der  P  gemessenen 
Abständen  iij,  iij,  "»ij,...  der  Punkte  1,  2,  3,...  von  einer  beliebigen 
Geraden  AB  einfache  Beziehungen,  die  es  gestatten,  die  P  durch  die 
7|  auszudrücken.  Legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  2  eine  Parallele 
zu  -4J5,  welche  die  Richtung  von  Pg  in  3'  trifft  und  verlängert  1 — 2 
bis  3",  so  erhält  man: 

X 


3"-3'  =  (t,,-t,J 


^8 


3  —  3'  =  TQ,  —  %,  also 


3"-3=3"-3'-3-3'  =  (71,-71,)-^  — (Y)3-Y),), 


Fig.  82. 

wobei  \^  und  \  die  Projektionen  der  Seiten  1 — 2  und  2 — 3  auf  eine 
zur  Richtung  der  P  rechtwinklige  Gerade  bedeuten.    "Weiter  findet  man: 


3"  —  S:\: 
und  daraus  folgt  dann: 


P,  :  H,  mithin:  3"  —  3  =  P,  -^ 


und  allgemein: 
(1) 


P^  =  H 


P-.= 


M2— ^1        ^8—^2] 
L      ^^2  \       J 


L  '^•»  ^m+l  J 


46.  Die  Biegangslinie.  An  der  Hand  der  voi*stehenden  Betrach- 
tungen möge  nun  die  Biegungslinie  eines  Stabzuges  0 — 1 — 2 —  .  .  . 
m  ,  .  ,  (Eig.  83)  als  Seüpolygon  paralleler  Kräfte  gedeutet  werden. 

Den  in  einer  senkrechten  Ebene  angenommenen  Stabzug  beziehen 
wir  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  «,  y,  dessen  Wahl 
an  die  einzige  Einschränkung  gebunden  ist,  daß  keiner  der  Neigungs- 


« 
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Winkel  ßj,  ßg,  ßs  .  .  .  der  Stäbe  Si,  s^^  5,  .  .  .  gegen  die  x-Achse 
gleich  90**  sein  darf.  Sodann  setzen  wir  voraus,  es  seien  die  Yer- 
schiebungen  sämtlicher  Kno- 
tenpunkte in  je  zwei  den  _t£- 
Achsen  x  und  y  parallele 
Seitenrerschiebungen  tkX  und 
Ay  (das  sind  die  Änderungen 
der  Koordinaten  x  und  y)  zer- 
legt und  denken  uns  die  A^ 
auf  den  durch  die  Knoten- 
punkte parallel  zur  ^- Achse 
gelegten  Gteraden  von  einer 
beliebig  angenommenen  Ge- 
raden AB  aus  auftragen. 
Den  linienzug,  welcher  die 
Endpunkte  der  Ay  verbindet,  nennen  wir  die  Biegungslinie  und  die 
von  dieser  Linie,  von  der  AB  und  den  A^o?  ^Vn  begrenzte  Hache 
die  Biegungsfläche  für  die  Bichtung  y.  Die  der  ^-Achse  parallelen 
Kräfte,  deren  Seilpolygon  die  Biegungslinie  ist,  bezeichnen  wir  mit 
^1?  ^»7  •  •  •  ^«j  •  •  •  ;  sie  sind,  wenn  die  Polweite  =  1  ist,  be- 
stimmt durch: 

^ym  —  ^ym-x       Ay«+i  — Ay« 


Fig.  83. 


(2) 


w^  = 


Differentiieren  wir  nun  die  Gleichung 

y—i  —  ym  =  s^  sin  ß^ 
und  ersetzen  (da  es   sich  um  verschwindend   kleine  Verschiebungen 
handelt)  das  Differentialzeichen  durch  das  Zeichen  A,  so  erhalten  wir: 

Ay^-i  —  Ay^  =  tks^  sin  ß«  +  5^  cos  ß^Aß^ 
und  (nach  Division  durch  X«  =  Ä^cosß^): 

Ebenso  ergibt  sich: 

Ay^4.i  —  Ay^ Ag^ 

weshalb  entsteht: 

Nun  ist  aber:  ß^+,  +  180°  —  ß^  =.X, 

mithin:  Aß«+t  —  Aß«  =  AX, 

und  es  findet  sich  schließlich 


+ 1 


^M+l 


tgßm+1  —  Aß«,+  i, 


tgß«+l. 


(3) 


w,  =  A^„- 4*"  <g ß-  +  ^ tg ß.+.. 
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Für  ß^  =  90°  oder  ß^+i  =  90°  wird  w^  unendlich  groß,  und  es 
leuchtet  ein,  daß  die  zu  Anfang  der  Untersuchung  hinsichtlich  der 
Lage  des  Achsenkreuzes  gemachte  Einschränkung  geboten  ist,  wenn 
alle  w  endlich  sein  sollen. 

Bleiben  die  anfänglichen  Stabtemperaturen  ungeändert,  ist  also  für 

jeden  Stab:  —  =  --^^^  =  -^r,  und  besitzen  sämtliche  Stäbe  die  gleiche 

Elastizitätsziffer  j?,   so   ist  es  zweckmäßig,  die  Biegungslinie  als  das 
Seilpolygon  von  Kräften 

(4)        w^  =  EtL'i^  _  (,^  ig  ß^  -I-  (,^^,  ig  ß^^j 

aufzufassen.    "Wählt  man  dann  die  Polweite  E,  so  erhält  man  die  A^ 

in  demselben  Maßstabe,  in  welchem  der  Stabzug  gezeichnet  ist    Will 

man  die  Ay  in  v-mal  größerem  Maßstabe  darstellen,  so  mache  man 

E 
die  Polweite  =  — .Es  ist  dieses  Yerfahren  —  bei  überall  gleichem  E  — 

auch  dann  zu  empfehlen,  wenn  Temperaturänderungen  berücksichtigt 

S 
werden  sollen;  man  muß  dann  aber  die  Spannungen  a  =  -^um  tEt 

vergrößern.    Yergl.  den  Schluß  von  Nr.  40. 

Nach  Aufzeichnung  des  Seüpolygons  sind  die  Ly  bestimmt,  sobald 

die  Schlußlinie  AB  gegeben  ist,  sobald  also  beispielsweise  zwei  Yer- 

schiebungen  Ay  bekannt  sind. 

Zahlenbeispiel  (Figuren  auf  Tafel  2).  Es  sollen  die  senkrechten  Seiten- 
verschiebungen der  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung  des  in  Fig.  84  abgebildeten 
Fischbauchträgers  bestimmt  werden.  Die  Belastung  ist  in  Fig.  66  angegeben;  den 
Kräftepian  zeigt  Fig.  67.*)  Die  Stablängen  s  und  Querschnittsinhalte  F  sind  in 
Fig.  68  zusammeilgestellt,  die  Spannkräfte  S  und  Spannungen  a  in  Fig.  69.  Die 
roten  Zahlen  in  Fig.  84  bedeuten  die  nach  Nr.  40  ermittelten  Werte  E^  a  (kgr  f.  d. 
qcm)  der  Dreieckswinkel,  aus  denen  sich  die  Winkel  5j,  ^^4,  .  .  .  zusammensetzen. 
Es  ergibt  sich: 

^Aä,  =  +  1719  +  1373  +  243  =  333Ö*  f.  d.  qcm;  Elü^^  =  298  -f  713+26  =  1036; 

^A&e=1371;     JE'A&e  =  4ö7;     -FA^io  =  1246;      ^ASri,  =  ö81;     ^A&i4  =  1026; 

J7A^,e  =  1150;    ^A^i8  =  3856. 

Da  die  Neigungswinkel  sämtlicher  Obergurtstäbe  gegen  die  wagerechte  r- Achse 
gleich  Null  sind,  so  folgt  aus  Gleich.  (4) 

Die  Gewichte  icm  wurden  im  Maßstabe:  1000 *y  f.  d.  ^<rw  =  5"^  auftragen. 
Der  Längenmaßstab   der  Ti-ägerzeichnung  ist  1:300,   der   für   die  Verschiebungen 

E 

ist    600  mal    so    groß    (nämlich  2:1),    und    es    wurde    daher    die   Polweite     ^^ 

1800000  ^^ 

-  =  3000  *v  f.  d.  qcm  =  15"^  gewählt.    Nach  Aufzeichnung  des  Seilpoly- 


600 
gons  wurde  die  Schlußliuie  AB  mittels  der  Bedingungen  festgelegt,  daß  die  senk- 


*)  Vergl.  Nr.  41 ;  dort  ist  die  Formänderung  der  unteren  Gurtung  dieses  Trägers 
untersucht  worden. 
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rechten  Verschiebungeii  der  Knoten  0  und  20  gleich  Null  sind.  Die  für  die  Durch- 
biegangen gefundenen  Werte  wurden  in  die  Figur  eingeschrieben. 

Im  vorliegenden  Falle  lassen  sich  auch  die  wagerechten  Verschiebungen  der 
Knoten  2,  4,  .  .  .  der  oberen  Gurtung  sehr  schnell  angeben.  So  erfährt  8  eine 
Verschiebung  nach  links,  welche  gleich  der  Summe  der  (in  die  Fig.  84  eingetragenen) 
Verkürzungen  der  Stäbe  0—2,  2  —  4,  4—6,  6—8  ist,  also  =1,09+1,12  +  1,16 
+ 1,17  =  4,54"^.  Für  den  Knoten  18  erhält  man  die  wagerechte  Verschiebung 
10,32"^.  Das  ganze  Verfahren  ist  sehr  übersichthch  und  liefert  auch  recht  zuver- 
lässige Ergebnisse. 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  zur  Übung  auch  die  Biegungslinie  der  unterefi 
Gurtung  dieses  Trägers  durch  ein  Seilpolygon  darzustellen.  Zuerst  müssen  die  den 
einzelnen  Stäben  entsprechenden  Werte  a  tg  ß  berechnet  werden,  wobei  die  Vorzeichen 
streng  zu  beachten  sind.  Für  die  Stäbe  0—1  bis  7 — 9  ist  p  negativ,  füi*  11  — 13 
bis  19 — 20  positiv  (vergl.  auch  die  Textfigur  83  auf  S.  101).  Man  erhält  mit  den 
in  der  Fig.  68  angegebenen  Höhenzahlen: 

für  den  Stab  0  —  1:   o tgß  =  — 478  — ^  =  — 253, 

„      „       „    1-3:   atgp  =  -492?^i^  =  -210, 

für  die  folgenden  Stäbe  der  Reihe  nach: 

atgp  =  — 151;    —98;   —47;   0;    +47;    +98;    +151;   +219;    +264. 
Die  EA^  sind  für  die  Knoten  1,  3,  5,  ....  19: 

3096;    1400;    1166;    869;    850;    904;    679;    988;    1522;    3446, 

und   es   ergeben   sich  mithin   für  die  Gewichte  Wm  nach  Gleichung  (3)  die  Werte 

{lägr  f.  d.  qcm)  ' 

f<?i  =  3096  +  253  —  210  =  3139  |  ir^i=   904—     0+   47=   951 

«r,  =  1400 -j- 210  —  151  =  1459  fc^^=   679-    47+   98=   730 

tr,  =  1166  +  161  —   98  =  1219  I  ir^^=   988—   98  +  151  =  1041 

«r,=   869+   98—   47=   920  i  «.'„  =  1522  —  151  +  219  =  1590 

ir,=   850+   47+     0=   897  ,  tr^^,  =  3446  —  219  +  264  =  3491. 

Die  Polweite  wähle  man  wie  vorhin  =  3000*'  f.  d.  qcyn;  man  erhält  dann  die  senk- 
rechten Verschiebungen  im  Maßstabe  2:1. 

Will  man  die  senkrechten  Verschiebungen  sämtlicher  Knotenpunkte  des  Trägers 
mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  darstellen ,  so  betrachte  man  den  in  Fig.  77  (Seite  95) 
durch  kräftige  Linien  dargestellten  Stabzug.  Dieser  letztere  Weg  führt  aber  nur 
dann  zum  Ziele,  wenn  alle  Füllimgsstäbe  (wie  im  vorliegenden  Beispiele)  eine  gegen 
die  Senkrechte  geneigte  Lage  haben. 

Wollte  man  die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  beider  Gurtungen 
des  in  Fig.  85  abgebildeten  Trägei-s  durch  ein  Seilpolygon  darstellen,  und  zu  diesem 
Zwecke  den  Stabzug  0  —  1—2—3—4  —  5—  ....  9—11  —  10  —  13—  ....  16 
untersuchen,  so  würde  man  imendlich  große 
fr -Kräfte  erhalten,  da  den  .senkrec-hten 
Stäben  Winkel  ß  =  90°  entsprechen.  Hat 
man  aber  für  dieses  Fachwerk  die  Biegungs- 
linie der  einen  Gurtung  ermittelt,  so  findet 
man  diejenige  der  anderen  sehr  schnell  mit  -p-     q^ 

Hilfe  der  Bedingung,   daß   sich   die  senk- 
rechten Verschiebungen  entsprechender  Punkte  (z.  B.   1  und  0,  3  und  2,  u.  s.  w.) 
um  die  Längenänderung  des  Verbindungsstabes  imterscheiden.     Verschiebt  sich  also 
beispielsweise  4  um  A4  nach  abwärts  und  verkürzt  sich  der  Stab  5 — 4  um  A«,  so 
ist  iJj  =  A4  +  A*. 
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47.  —  Für  das  einfache  Dreiecknetx  möge  noch  eine  andere  Be- 
rechnungsweise der  w  gezeigt  werden,  wobei  dahingestellt  bleiben 
möge,  ob  dieses  Fachwerk  einem  einfachen  oder  einem  Gerberschen 
Balken,  einem  Bogen  mit  drei  Gelenken  oder  einer  anderen  Trägerart 
angehört    Wir  unterscheiden  drei  Fälle. 

I.  JFäU.  Sämtliche  Stäbe  schließen  mit  der  o^-Achse  Winkel  ein, 
die  kleiner  oder  größer  als  90  °  sind  (Streben fachwerk) .  Gesucht  sind 
die  Yerschiebungen  Ay  der  Knotenpunkte  beider  Gurtungen. 


taj 


m-h 


^y 


Fig.  86. 

Mit  Bezugnahme  auf  die  aus  Fig.  86  zu  ersehende  Bezeichnung 
der  Knotenpunkte  sollen  bedeuten: 

0^  die  Länge  des  einem  Knotenpunkte  m  der  unteren  Gurtung 

gegenüberliegenden  Obergurtstabes, 
Vn,  die  Länge  des  einem  Knotenpunkte  k  der  oberen  Gurtung 

gegenüberliegenden  XJntergurtstabes, 
d^  die  Länge  der  Diagonale  (m  —  1)  —  w, 
X^  die  Projektion  von  d^  auf  die  a^-Achse, 
ß^  den  Neigungswinkel  von  o^  gegen  die  a:- Achse, 


9- 


1? 
7? 


7?       ^m 


7? 


17 
7) 


Wir  denken  uns  das  Dreieck  (w  —  1)  —  m  —  (?w  -f- 1)  in  den 
Punkten  (m  —  1)  und  (w  +  1)  niit  den  im  Sinne  der  ( —  y)  ange- 
nommenen Kräften  —  und  r belastet,  Fig.  86  b,  und  im  Punkte  m 

gestützt  und  wenden  auf  diesen  Belastungszustand  und  den  wirklichen 
Yerschiebungszustand  die  auf  Seite  11  der  Einleitung  entwickelte  Ar- 
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beitsgleichung  2^5  =  SSA«  an.  Da  sich  m —  1  gegen  m  im  Sinne 
der  (-|-  y)  um  Ay,^_,  —  Ay^  verschiebt  imd  {m  -f- 1)  gegen  m  um 
^^••+1  —  ^y«.?  so  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  (mit 
Rücksicht  auf  Gleichung  2,  Seite  101): 

2  Ö8  =  —  r-  (Ay«_,  —  AyJ  —  r (At/^ +i  —  Ay J  =  w;«. 

Die  absoluten  Werte  der  in  den  drei  Stäben  o^,  d^,  rf^+,  infolge 
der  gedachten  Belastung  entstehenden  Spannkräfte  seien  =  p^i,  |Jta,  jx,; 
sie  können  auf  die  in  Fig.  86  c  angegebene  Weise  ermittelt  werden, 
worauf  dann 

(5)        i^^  =  2(?5  =  25A5=-|i.iAo^  +  (jL,Ad^  +  tJL3Ad^  +  , 

erhalten  wird.  Das  erste  Glied  ist  negativ,  weil  der  Stab  o^  durch  {jlj 
gedrückt  wird. 

Bezeichnet  man  nun  mit  h^  die  parallel  zui*  ^ -Achse  gemessene 
Höhe  des  Fachwerks  im  Punkte  ?w,  so  findet  man: 

[Xi  :  r—  =  X«  sec  ß^  :  h^  und  hieraus  [x^  =  —7-^, 
P-j  :j^  =  »».:*«  =A«  sec  9«:  A«    „         „         jjl^  =  -  -r_ 

ebenso :  jx,  =  -^  Ir^-^ 

weshalb  der  oben  für  w^  angegebene  Ausdruck  übergeht  in: 

/ßx         ,,,        —  AQ«secß«  + Ad«  sec  9«  +  Arf«  + ,  sec  9«  + 1 
W         ^•.  = r 

Ganz  ähnlich  wird  entwickelt: 

n\         r.,.        +  ^^  s®^  T*  —  ^^*  sec  9fc  —  Ae4+ 1  sec  9*+ , 
(7)         ^.,  = ---. 

Die  Polweite  ist  =  1  (ZoAferzeinheit)  oder  = —   zu  wählen,   je 

nachdem  die  Ay  in  demselben  oder  im  v-fachen  Maßstabe  der  Träger- 
zeichnung dargestellt  werden  sollen. 

Es  dürfte  hier  noch  eine  Bemerkung  über  die  Vorzeichen  der^ 
Winkel  ß,  y,  9  am  Platze  sein. 

liegt  die  durch  den  Knoten  r  parallel  zur  ?/- Achse  gezogene  Ge- 
rade zwischen  den  Knoten  (r — 1)  und  (r-f-1),  wo  r  eine  beliebige 
Ordnimgsziffer  bedeutet,  so  genügt  die  Festsetzung,  daß  unter  ß,  y,  9 
die  spitzen  Neigungswinkel  der  Stäbe  gegen  die  a;-Achse  zu  verstehen 
sind.  Ob  diese  Winkel  nach  oben  oder  unten  positiv  gezählt  werden, 
ist  gleichgültig,  weil  die  Ausdrücke  für  w^  und  u\  nur  die  Sekanten 
enthalten  und  sec  ( —  a)  =  sec  (-f-  a)  ist.  —  Anders  in  dem  in  Fig.  87 
dargestellten,  zuweüen  bei  Bogenirägem  vorkommenden  Falle.    Bedeutet 
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hier  r  einen  Knotenpunkt  der  unteren  Gurtung,  so  ist  sec  9^  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  r  —  1  links  oder  rechts  von  r  liegt,  und 

sec  9^+1  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
sich  r  -j- 1  rechts  oder  links  von  r  be- 
findet Auch  ist  zu  beachten,  daß  die 
?t;-Kräfte  in  der  Reihenfolge  .  . .  t^^_„  w^^ 
i/V+„  .  .  .  durch  das  Seilpolygon  verbunden 
werden  müssen,  und  daß  A^  der  in  der 
Richtung  der  y  gemessene  Abstand  des 
Knotens  r  von  der  Verlängerung  des  Stabes 
(r— 1)  — (r  +  1)  ist. 

Zur  Abkürzung  führen  wir  die  Be- 
zeichnungen ein: 

A'o  =  Ao  sec  ß, 
^'u=  Aw  sec'Y, 
A'd=  Ad  sec  9 
und  schreiben: 


f  Wt 


Fig.  87. 


(8) 
(9) 


—  A  0«  +  A  d«  -|-  A  d^+ , 
^«  ••  = r— 

lim 

-|-  b!uj,  —  tkdj,  —  A'eib+ , 


u\  =  — 


h 


Für  das  Fachwerk  in  Fig.  86  haben  A'o,  A'w,  b!d  dieselben  Vorzeichen 
wie  die  Längenänderungen  Ao,  Aw,  Ad;  sie  sind  also  positiv  oder 
negativ  je  nachdem  die  entsprechenden  Stäbe  gedehnt  oder  verkürzt 
werden.  Wendet  maa  aber  die  Gleichungen  (8)  imd  (9)  auf  das  Fach- 
werk in  Fig.  87  an,  so  hat  (wenn  r  einen  Knoten  der  unteren  Gurtung 
bedeutet)  A'd^  dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  Ad^ 
je  nachdem  r  —  1  links  oder  rechts  von  r  liegt,  und  A'd^+i  dasselbe 
oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  ^'dr^x  je  nachdem  r-j-1 
rechts  oder  links  von  r  liegt 

Die  A'o,  A't^,  A'd  bestimme  man  durch  Zeichnung  und  benutze 
hierzu  ein  in  großem  Maßstabe  angefertigtes  Trägemetz. 

Zahlenbeispieh  £s  sollen  die  senlo-echten  Verschiebungen  sämtlicher  Knoten- 
.punkte  des  in  Fig.  88  dargestellten  schmiedeeisernen  Netzwerks  unter  der  Voraus- 
setzung bestimmt  werden,  daß  in  jedem  Knoten  der  unteren  Gurtung  die  Last  12* 
angreift  und  E  den  überall  gleichen  Wert  1 800000*^  f.  d.  q<ym  hat.  Der  Träger  ist 
symmetrisch  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  die  Mitte.  Es  genügt  deshalb,  die 
eine  Hälfte  zu  untereuchen. 

In  die  rechte  Hälfte  des  Trägemetzes  *wui"den  die  Spannkräfte  in  Tonnen  imd 
die  Querschnitte  in  qem  (eingeklammeiie  Zahlen)  eingetragen,  und  in  die  linke  Hälfte 
die  180-fachen,  mit  den  Sekanten  der  Stabneigungswinkel  multiplizierten  Längen- 
änderungen (in  cni).  Für  einen  wagerechten  Gurtungsstab  ist  A'o  ==  Ao  bezw.  Ä'i/=  A  m. 
z.  B.  für  den  Stab  1  —  3: 

Oo  48000»v .  400«»       „^  , 

=  27,4«» . 


180  A'o  = 


{ThE)F 


10000 .  70 
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Far  eineii  Füllongsstab  erhalt  man  (wegen  d=:\aeG  45^  =  X  1/^2): 


z.  B.  für  den  Stab  1—2: 


2DX 


10000 -F 


180  A'rf=lÄM^  =  27,2- 


10000.50 
Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  liefern  nun: 


«'i = db  [+  24,0+22,7  —  27,2]  =  0,0975 
•^=T*T  [+27,4+27,2  -  18,0]  =  0,1830 
^=ihf  [+26,3+ 18,0  -  22,7]  =  0,1030 


tr,  =  ,t^  [+  28,8  +  22,7]  =  0,2575 
M;8  =  ,iTj  26,2  =  0,1310. 


m       e/,»     (3) 


i:250 

zs.s      (5)       -7Z^ 


H.O,7tOO.X 


Die  "Werte  w  und  die  Polweite  i/  sind  Zahlen.  Wählt  man  5"=  1,  so  liefert 
das  Seilpolygon  die  180-fachen  Durchbiegungen  im  Maßstabe  der  Trägerzeichnung 
(d.  i.  in  1 :  250).  In  Fig.  88  wui-den  die  Durchbiegungen  im  Maßstabe  1 : 1  darge- 
stellt und  deshalb  die  Polweite  jff=|f^  =  0,72  angenommen.  Der  Maßstab  für  die 
Zahlen  w  lautet:«l  =  50""". 

II.  FiM.     Gesuclit  sind   die    senla-echteii  Verschiebungen   der 
Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  eines  (in  senlfrechter  Ebene  ange- 
nommenen) Fachwerks  mit  Vertikalen  (Ständerfachwerk), 
Wir  bezeichnen  (Fig.  89  und  90)  mit 
0^  die  Länge  des  Obergurtstabes    j 
w«    „        „        „    Untergurtstabes  |  im  w*«"  Felde, 
d^    „        „       der  Diagonale  1 


K 


77 


77 


77 


Vertikale  mm^ 


ß«  den  Neigungswinkel  von  o^  gegen  die  Wagerechte, 


\m       71 


«<> 


77 


9*        77 

A^  die  Feldweite. 
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Sodann  führen  wir  (wie  auf  Seite  106)  die  Abkürzungen  ein 

A'o  =  Aosecß;     A'w  =  Awsecy;     A'd  =  Ae{sec9 

und  heben  hervor,  daß  im  vorliegenden  Falle  A'o,  ^v^  tkd  stets  die- 
selben Vorzeichen  haben  wie  Ao,  Aw,  Ad. 


Fig.  89. 


Rg.  90. 


Zunächst  sei  die  in  Fig.  91  dargestellte  Anordnung  der  Füllungs- 
stäbe (Tinkssteigende  Diagonalen  zu  beiden  Seiten  der  Vertikale  mm) 
vorausgesetzt  Der  Kräfteplan  für  den  in  der  Fig.  91b  angegebenen, 
gedachten  Belastungsfall  liefert  für  die  Gurtstäbe  o^,  w«+i,  und  die 
Diagonalen  d^,  d^  +  i  folgende  Spannkräfte  ji.  (ohne  Vorzeichen): 


t^i  = 


secß^ 

Am 

sec9^ 


sec  Ym  + 1 


Für  die  Spannkraft  [Xg  der  Vertikale  mm  erhält  man 


=  A'-+i:A«     also     {15=       ''V  ^ 


worin  A'^+t  den  Abstand  des  unteren  Biiotens  w  + 1  von  dem  Punkte 
bedeutet,  bei  welchem  die  {m  + 1)*«  Vertikale  die  Verlängerung  des 

Stabes  0«  schneidet    In  der  {m  —  1)*®**  Vertikale  entsteht  {jl^,  =  —  • 

Die  in  der  Fig.  91b  durch  gestrichelte  Linien  bezeichneten  Stäbe  sind 
spannungslos. 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  die  Fig.  91b  eingetragenen  Vorzeichen 
der  Spannkräfte  jjl  erhält  man  nun  (nach  Gleich.  5,  Seite  105): 

«'-.  =  —  V-i^o^  +  t^Aw^+i  +  [Xj  Ad^  —  |j.^Ad«+t  +  V-i^K  —  H^K-i^ 


0  Vergl.  Seite  106. 
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d.  i. 


|"-=if- 


A'o„  +  ä'm„ + ,  +  A'd«  —  l'd„ + ,  —  o«- 1  +  *«] 


(10) 
[Rg.  91.]  I  worin    a«_i  =  AÄ».,-^    und     b^  = 


h. 


Am 


*f*«^ 


^*/ 


Fig.  91a. 


Rg.  91b. 


Fig.  91c. 


V-AÄi^J 


Die  Werte  a,»_i,  ö«  (welche  dasselbe  Torzeichen  haben,  wie  AA^.i 
bezieh,  ^hj)  werden  zweckmäßig  auf  die  in  Mg.  91a  angegebene  Weise 
durch  Zeichnung  bestimmt;  auch  ist  es 
häufig  zweckmäßig,  die  Multiplikationen 
der  Längenänderungen  mit  den  Sekanten 
zeichnerisch  auszuführen  und  die  Glieder 
des  Elammerausdruckes  mit  dem  Zirkel 
zu  addieren.  Nur  achte  man  hierbei  auf 
die  Torzeichen! 

Durch  Betrachtung  des  Spiegelbildes 
der  Eig.  91  ergibt  sich  für  die  in  der 
Eg.  92  dargestellte  Anordnung  der  Pül- 
lungsstäbe  (und  mit  der  dort  für  A'^.i 
angegebenen  Bedeutung): 


fn*r 


Rg.  92. 


(11) 
[Flg.  92.] 


«'-  =  -.—  [—  A'o-+i  +  ^u^—^'d„  +  A'd,+i  —  0-+1  +  *J 


{ 


h 


worin    a«+,  =  lA«+, 


h. 


^M+l 


und     b^  =  AÄ, 


Ist  links  von  der  Tertikale  mm  eine  lüikssteigende  Diagonale  und 
rechts  davon  eine  rechtssteigende  angeordnet,  Mg.  93,  so  erhält  man: 
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Vn  = 


sec  ß. 

hm 


m= 


_  secß«+,  _  sec<p«  _  sec9«+. 


A- 


h.= 


t^4  = 


A« 


1x5  =  m  sin  ß,  —  m  sin  ß«+i  =-^(tgß«  — <g  ß,+i);      H^  =t;' 


^  = 


^••+1 


mithin: 


(12) 
[Fig.  93.] 


'^m  =  -j--[—^'o^ — ^'o^+l-\-^'d^'\-^'d^+l-j-c^ — Ota,-! — a^i] 


worin    c^  =  AA«(igß«  — lgß^+0;     «— 1  =  ^Ä—i 


«••+1=  ^h^+i 


hm 


^m  + 


Rg.  93  a. 


Fig.  93  b. 


Fig.  93  c. 


liegt  der  in  Mg.  93  a  dargestellte  Wert  c^  oberhalb  der  Terlängerung 
von  0^  (ist  also  ß«,+i>ß«),  so  hat  c„  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
von  AA^. 


m-f 


^      ^'in*t   mit 


Fig.  94  a. 


Fig.  94  b. 


Fig.  94  c. 
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Bei  der  in  Kg.  94  abgebildeten  Anordnung  ergibt  sich  für  die 
irf^  Vertikale  die  Spannkraft 


_  sec  9« 


ji5  =  (i,  sin  9«  +  |J^4  sin  9« + 1  =  —-^  sin  9^  + 


sec9,+t 


sui9^+i 


und  man  findet  deshalb: 


^  tg9^4-ig9^^i 


Ü3)      ^  ^^  ~  T"  ^"^  ^'^  "^  ^'^-"*"  *  —  ^'^"^  ~  ^'^"•"*' *  "^  ^-•' 


[Fig.  94.] 


worin    e.  =  AÄ^  (tg  9^  +  tg  9^+ 1). 


in.  Fall.  Ständer  fachwerk;  gesucht  sind  die  senkrechten  Ter- 
schiebungen  der  Knotenpunkte  der  oberen  Gurtung.  Man  gelangt  auf 
dem  vorhin  eingeschlagenen  Wege  zu  den  folgenden,  den  in  Mg.  95, 
96,  97,  98  dargestellten  Anordnungen  der  Püllungsstäbe  entsprechenden 
Fonneln: 


(14) 


«-■«  =  X"  [ —  ^'<'»+  ^''*»+ «  +  A'rf„  —  Ä'd„+ ,  —  fe«  -|-  a«+ ,] 


[Kg.  95.]   I  worin     6.=  AÄ„-^;     0.^..  =  ^*.+  ,     *" 


X.    ' 


^+1 


(15) 

[% 


96.] 


«-•-  =  "T"  [ —  A'o«+i  +  ^'«-  —  ^'<^-  +  A'd»+i  +  a».i  —  ftj 


1 ' 
woiin    Ä.  =  Ä  A,  — -"-±i ;      a„.x 


AÄ-1 


A» 


/»// 


*i«^/ 


Fi^'.  95. 


Fig.  9«. 


(16) 

[Fig.  97.] 


w^^==j-[ — A'o«  —  A'o„  +  ,  +  A'd«+  AV^  +  ,  — e„] 
worin    e^  =  AA„  (tg  9^  +  tg  9.+  0- 
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^/'«  =  -^  [+A'w«+ A't^^+i— A'd^— A'd„+i— c«+a«.i+a«+,] 


(17)       ^  wo     c^  =  AÄ«  (tg  T-  —  tS  T-+ 1); 

[Fig.  98.] 


«m+l  =  AA^+, 


K 


^m+I 


Fig.  97. 


m^f 


—  Kh         *- 


/n-/ 


tu.*t 


JR- 


Pig.  98. 


Hat  man  die  Biegungslinie  der  einen  Gurtung  bestimmt,  so  findet 
man  diejenige  der  anderen  mittels  der  Bedingung,  daß  sich  die  beiden 
senkrecht  übereinander  gelegenen  Knotenpunkte  m  gegeneinander  um 
AÄ^  verschieben. 

Ein  Zahlenbeispiel  findet  sich  in  Nr.  49. 

Die  Berechnung  der  Werte  Wm  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (8)  —  (17)  ist  dem 
in  Nr.  46  angegebenen  Verfahren  vorzuziehen,  sobald  die  Änderungen  der  Dreiecfes- 
winkel  nicht  ohnehin  zu  anderen  Zwecken  (z.  B.  Untersuchung  von  Nebenspannungen) 
berechnet  werden  müssen. 


Anmerkungen  xu  Nr,  47. 

1.  —  Liegt  ein  Fachwerk  von  der  unter  Fall  I  behandelten  Art  vor,  und  wird 
nur  die  Biegungslinie  der  oberen  Gurtung  verlangt,  so  ist  es  zuweilen  zweckmäßig, 
die  den  Knoten  der  unteren  Gurtung  entsprechenden  Gewichte  w  auf  die  benach- 
barten oberen  Knotenpunkte  zu  verteilen.    Von  Wm  in  Fig.  99  kommt  auf  den  Knoten 


(m  —  1)  der  Teil:   wj'  =  Wm 
Verteilung  von  Wr  liefert: 


pi+i 
a 


imd  auf  (w  +  1)  der  Teil:  wj  :=^Wm 


a 


Die 


tc. 


a  '         a 

Nun  wird  «?»"  zu  u'm-\  addiert,  tCm  zu  Wm+i  u.  s.  w.,  so  daß  sich  z,  B.  für  den 
oberen  Knoten  (m  —  1)  im  ganzen  ergibt: 

Dieses  Verfahren  ist  namentlich  dann  am  Platz,  wenn  die  durch  <einen  Knoten  r 
der  unteren  Gurtung  parallel  zur  Verschiebungsrichtung  gelegte  Gerade  nicht  zwischen 
r  —  1  und  r  -f- 1  liegt.  Bei  derartigen  Fachwerken  kann  es  vorkommen,  daß  einzelne 
Stabaohsen  mit  der  Verschiebungsrichtung  zusammenfallen,  wie  beispielsweise  d^  in 
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Fig.  100.  Man  berechne  dann  die  Werte  w  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  diejenigen 
Füllungsstäbe,  welche  die  Richtung  der  w  haben  und  deren  Einfluß  auf  die  w  dann 
nachträglich  gesondert  anzugeben  ist.  So  findet  man  für  das  Fachwerk  in  Fig.  100 
unter  der  vorläufigen  Annahme  Ar/5  =  0  die  "Werte: 

i^i  =  ^  (—  A'o,  +  A  Vg  +  A  Vj) ;        «r,  =  —  (+  A'«,  —  A'rfg  —  tid^) 


ir4  =  -^(— A'04  +  A'rf4); 

/re  =  ^^    (—  A  Oe  +  AV/^  +  AV/,) 


^r.=  ^-(+AX-A'^) 


u.  s.  w. 


771// 


Fig.  99. 


Fig.  100. 


sodann:  «;,  =  w^  +  ^8 ;  «^s  =  W''*  +  ^v^  +  fi/'e  "^  "^7  =  ^t  +  %  +  ^s'i  ^'  s.  w.  wobei 
zu  beachten  ist,  daß  A'<4  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  von  Ac2,  hat,_weil^  der 
Knoten  3  links  von  der  Senkrechten  durch  2  liegt  (vergl.  Seite  106).  Der  Einfluß 
von  Arfß  auf  w?,  ist=  —  \k^^d^^  worin  \l^  den  mittels  des  Kräfteplanes  in  Fig.  100 o 
bestimmten  Wert  bedeutet    w^  ist  unabhängig  von  Ac^  und  der  Einfluß  von  Ad» 

auf  tr-  ist  =  H —  — ,  weshalb  schließlich  erhalten  wird: 

A  /7 

Ähnlich  wird  verfahren,  wenn  die  Biegungslinie  der  unteren  Gurtung  gesucht 
Hird.  Die  den  oberen  Knoten  entsprechenden  Gewichte  Wn%  werden  in  den  angeführten 
Sonderföllen  zweckmäßig  auf  die  Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  verteilt. 

2.  —  Es  verdient  hen'orgehoben  zu  werden,  daß  die  Spannkräfte  fji  durch 
parallele  äußere  Kräfte  erzeugt  werden  und  sich  infolgedessen  auch  mit  Hilfe  der 
im  ersten  Bande  (IX.  Abschnitt)  für  den  einfachen  Fachwerkbalken  entwickelten 
Fonneln  berechnen  lassen.  So  sind  z.  B.  die  Spannkräfte  in  den  Stäben  Om,  d^i 
dm+i  des  in  der  (Fig.  86)  dargestellten  Fachwerks,  falls  auf  dieses  nur  äußere  Kräfte, 
welche  die  Richtung  der  w  haben,  wirken: 

^  /  Mm  Mm  + 1  V    „ 


fm  +  l 


MQIIer-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1. 


8 
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und    es    ergeben    sich    (da    die    gedachten    Lasten 


und 


die  Momente: 


M^^i  =0,  JC=  1?  Mm+i=0  erzeugen)  für  die  Spannkräfte  (ii,  pi,,  fia  die  Werte: 

sec9« 


secß, 
1*1  = 


\h  =  + 


8ec9,«  +  i 


hm       ^  "  '  Äiw 

Auch  leuchtet  ein,  daß  die  Olieder  des  Ausdrucks: 

—  _  ^^"^  Pr.  _L  ^^  ^^^  9^  4.  Ac^iH-n  secy«B  +  i  ___  _  A'o«^        AV^ 
"■        '      Am         "^         //«.         "^  Am  ""         Zu    "^    /*• 


«>. 


+ 


A'flL 

Am 


+  1 


oZ«  diejenigen  Spannkräfte  gedeutet  werden  dürfen,  welche  in  den  Stäben  o«,,  rf«, 
<2m+i  entstellen,  wenn  Mm-i  =  ^  und  Mm+\  =  ^  angenommen  werden,  toäJirend  Mm 
der  Reihe  nach  die  Werte  Ao«,  ^dm,  ^dm  +  i  beigelegt  werden. 

Bestimmt  man  nun  diese  Spannkräfte  mit  Hilfe  des  im  §  36  des  ei'sten  Bandes 
mitgeteilten  Zimmermannschen  Verfahrens,  so  gelangt  man  zu  der  in  Fig.  101  an- 
gegebenen Darstellung  der  Glieder  von  Wm-  Es  >vurde  auf  der  durch  den  Knoten  2 
in  der  Richtung  von  Wo  gelegten  Geraden  abgetragen: 

2h  =  ^^  ;        2*=    j^*;       2A  = -^ 

sodann  wurden  durch  A,  *,  k  zum  Obergurtstabe  o,  die  Pai-alleleu  hh\  ii\  kk'  ge- 
zogen und  erhalten: 


AÄ'  =  ^ 


2i 


AU 


Ti-ägt  man  an  Stelle  der  Werte 


Ar/., 


h. 


2^  = 


AOj 
Xj         Xj 


Aö^ 
Xs 


die  Werte  A  o,  -— ,  A  r/. 


^' 


«r. 


'3 


Adg-r—  auf,  wo  e  eine  beliebige,  aber  für  alle  Knotenpunkte  gleich  groß  angenommene 
X, 

Strecke  bedeutet,  und  zeichnet  man  das  Seilpolygon  der  Klüfte: 

[A'Om    j^    ^'dm  _,       ^'dm+i  "] 

so  geben  die  Ordinaten  desselben  die  mit  e  mul- 
tipliziei-ten  Verechiebungen  an.  Sind  die  Strecken 
X, ,  X«,  X,  .  .  .  .  gleich  groß  (=X)  oder  hat  die 
Mehrzahl  dei-selben  die  gleiche  Größe  X,  so  wähle 
man  e  =  \.  Die  schließlich  nötig  werdende  Division 
der  Ordinaten  des  Seilpolygons  durch  e  bezieh.  X 
kann  natürlich  auch  durch  Wahl  einer  geeigneten 
Polweite  umgangen  weixlen. 

Ähnliche  Untersuchungen  lassen  sich  auch 
für  das  Fachwerk  mit  Vertikalen  durchführen.  So 
folgt  z.  B.  aus  der  für  die  Vertikale  mm  in 
Fig.  93  bei  unten  angreifender  Belastung  gefun- 
denen Fomiel 


Fig.  101. 


M. 


Vm=    ,J(tgP«-tgß«,+  ,) 


ohne  weiteres,  daß  die  lüngenändeiiing  A//,„  dieser  Vei-tikalen  nur  auf  das  Gewicht 


iCm  Einfluß  besitzt,  und  daß  die  Größe  dieses  Einflusses: 


lihm 


(tgß«— tgß«+t)  ist. 
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Es  Mi  sich,  dieser  Wert  als  diejenige  Spannkraft  deuten,  welche  in  der  fraglichen 
Vertibde  entsteht,  sobald  das  Moment  ACn=A^  wird. 

Für  die  Vertikale  tnm  in  Fig.  95  wurde  bei  oben  angreifender  Belastung  ge- 
funden: 

Im  X«    L  hm  J' 

ein  Ausdruck,  der  sich  leicht  umformen  läßt  in: 

Mm-\  Mmh'm-l 


K.= 


und  aus  dem  dann  gefolgert  werden  kann,  daß  der  Einfluß  von  Lhm  auf  den  Wert 
f€m-\  gleich  —7 —  ist  und  auf  Wm  gleich  ( : r-^Y 

Xm  \  Xm  hm    /. 

48.  Bestünmung  der  L&ngenandenmg  einer  Stabzugsehne.  Wir 
betrachten  einen  Stabzug  0 — 1  —  2 w,  der  in  einer  senk- 
rechten Ebene  liegen  möge,  und  dessen  Sehne  Ow  mit  der  "Wagerechten 
den  Winkel  a  bildet.  Die  senkrechten  Seitenverschiebungen  seien  mit 
Hilfe  eines  Seilpolygons  gefunden,  dessen  Gewichte  Wm  nach  Nr.  47 
(also  ohne  Zuhilfenahme  der  Winkeländeru7igen)  berechnet  worden  sind. 
Gesucht  sei  die  Änderung  AZ  der  Länge  l  der  Sehne  On.    Bedeutet: 

IQ.  die  Länge  des  vom  Knoten  m  auf  die  Sehne  On  gefällten 
Lotes, 

<fm  den  Neigungswinkel  des  Stabes  Sm  gegen  On, 
so  ist  nach  Seite  98: 


»-1 


AZ=  2vA"ir.  +  SA5.  cos  9., 
1  1 


ny 


nt*j 


Fig.  102. 


und  diese  Beziehung  wird  zweckmäßig  so  umgefonnt,  daß  A/  durch 
die  bereits  bei  Ermittlung  der  Biegungslinie  benutzten  Werte  tv  aus- 
gedrückt wird.    Dazu  führen  wir  ein: 

8* 


11g  Ei-ste  Abteilung.   Erster  Abschnitt. 

äX  =  "'-  +  -^*"  tg  ß.—  -^+-'  tg  ß«+ ,  (nach  Gleich.  (3)  auf  Seite  101), 

TQ-  =  Vm  COS  o,      9«  =  ß«  —  o, 

wo  ß«  den  Neigungswinkel  des  Stabes  s^  gegen  die  Wagerechte, 

y^  den  in  senkrechter  Richtung  gemessenen  Abstand  des  Eiiotens 
m  von  der  Geraden  On 
bedeutet,  und  erhalten: 

AZ  =  cos  a  I  ^y^w^  +  ^  l     worin 

V;*     /A5«,    ^         A5«.,  .    -      \   ,    i  A5«cos(ß^  —  a) 

Der  Stab  s^  liefert  zu  dem  Werte  c  die  drei  Glieder: 

^^-  f^  ft         I    ,/    ^*"  ^o.  ft        _i_  Ag>«  cos  (ß^  —  a) 

-y.-i   ^^  tgß.,    +y^-^-^  igß-,    + ^^^^^ 

deren  Summe    wegen  y^  —  y^,,  =  \„  (tg  ß^  —  ig  a)  =  ^"^  ^^Jf^  ~      I 

L  cos  (X  J 

gleich 

—J^  [ig  ß«  sin  (ß^  —  a)  +  cos  (ß«  —  a)]  =  A5^  sec  ß^ 

cos  OL 

n 

ist,  weshalb  sich  ergibt:  c  =  2As«secß^  und 

1 

(18)        AZ  =  cos  a  (^  2i/^z<'«  +  2  A«. sec  ß^j  • 

Diese  Formel  ist  außerordentlich  bequem,  weil  sowohl  die  w  als 
auch  die  A5  sec  ß  bereits  zur  Bestimmung  der  Biegungslinie  berechnet 
worden  sind. 

Gleichung  (18)  setzt  voraus,  daß  keiner  der  Winkel  ß  gleich  90° 
ist.  Will  man  nun  die  Änderung  A/  der  Sehne  AB  des  in  der  Rg.  103 
dargestellten  Fachwerks  mit  Endvertikalen,  für  dessen  obere  Gurtung 
die  Biegungslinie  bereits  nach  Nr.  47  bestimmt  sei,  durch  die  Werte  w 
ausdrücken  —  eine  für  die  Folge  wichtige  Aufgabe  —  so  denke  man 
sich  die  starren  Stäbe  0^',  A'A^  nB\  B*B  hinzugefügt  A'A  und  B'B 
erhalten  die  Richtung  AB^  und  es  ergibt  sich  dann 

A/  =  A(^ß)  =  A(-4'.B0, 
so  daß  die  Aufgabe  zurückgeführt  ist  auf  die  Bestimmung  der  Änderung 
der  Länge  der  Sehne  A'B'  eines  Stabzuges  ^'012  ...  w  ...  nß', 
dessen  Anfangspunkt  und  Endpunkt  in  der  fraglichen  Sehne  liegen. 
Man  erhält 

(19)         AZ  =  i?y«iM;«  +  iA'o^, 

0  1 

worin  A'o^  =  Ao«  sec  ß„,  vergl.  Seite  106. 
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Für  den  in  der  Kg.  103  dargestellten  Fall,  welcher  der  Fig.  98, 
Seite  112  entspricht,  ist: 


(20) 


^«  =  ^  (a'w«  —  A'd.  —  c^  +  a— i), 


worin:  Co==^*o(^Ti — ^*)  (wenn  y^  nach  oben  positiv  gezählt 
wird)  und  a^  =  AÄ^  -r^-  VergL  Fig.  103,  in  welcher  Cq,  «j,  c»,  a^, 
beziehiingsweise  dieselben  Vorzeichen  haben,  wie  AAq,  AAj,  Aä»,  Aä„_i. 


n 


— -i-4i.--*i---»-^ 


'J8' 


«V-/ 


m^ 


Fig.  103. 

Hinzugefügt  werde,  daß  Wq  und  t«;,  nur  zur  Berechnung  von  Ai, 
nicht  aber  bei  Aufzeichnung  der  Biegungslinie  ÄqSBq  gebraucht  werden, 
und  daß  die  Schlußlinie  durch  die  Änderungen  AAq  und  AA,  der 
Langen  der  Endvertikalen  bestimmt  ist.  In  Fig.  103  wurde  AÄq  positiv, 
AA^  negativ  angenommen;  es  erfährt  dann  bei  ruhenden  Punkten  Ä 
und  B  der  Knoten  0  eine  Verschiebung  nach  oben,  Knoten  n  eine 
solche  nach  unten. 

Hat  man  die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  beider 
Gurtungen  des  in  Fig.  104  abgebildeten  Fachwerks,  dessen  Füllungs- 
stäbe mit  Ausnahme  der  Endvertikalen  schräg  stehen,  nach  Nr.  47, 
Fall  I,  ermittelt,  also  w^  bis  w^^i  nach  Gleichung  (8)  und  (9)  be- 
rechnet, so  bestimmt  man  A/  mit  Hilfe  der  Gleichung: 

(21)         AZ=ii/.it'«  +  SA'rf„ 


1X8  Erste  Abteilung.    Erster  Abschnitt 

worin  zu  setzen  ist: 

^0  =  T"  (^'^0  —  ^'^i  —  öo) 

^«  =  -^  (A' w»  —  A'd,  —  c,). 


Fig.  104. 

Cq  und  c^  haben  die  in  Kg.  103  angegebene  Bedeutung.     Die  Summe 
SA'd^  erstreckt  sich  über  alle  schrägen  Püllungsstäbe  {d^  bis  dj. 

Aufgabe*  Es  soll  die  Biegungslinie  der  unteren  Gurtung  des 
in  der  Kg.  105  dargestellten  Fachwerkträgers  bestimmt  werden.  Bei 
(0)  hat  der  Träger  ein  festes,  bei  (5)  ein  bewegliches  Auflagergelenk. 
Letzteres  wird  auf  einer  unter  dem  Winkel  ^  geneigten  Geraden 
geführt 


Fig.  106. 

Nachdem  tue  Gewichte  w^  bis  w^  mittels  Formel  (10)  berechnet 
worden  sind,  wird  mit  der  Polweite  1  das  Seilpolygon  I II III IV  V 
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gezeichnet  und  die  Schlußlinie  eingetragen.  Diese  Linie  ist  durch  die 
Bedingungen  bestimmt,  daß  der  Knoten  (5)  die  senkrechte  Yerschie- 
bung  85  =  —  AZsin\|>  erfährt,  wo  AZ  die  Änderung  der  Stabzugsehne 
0 — 5  bedeutet,  und  daß  ferner  8^,  =  0  ist  Für  AZ  aber  ergibt  sich, 
wenn  0 — 5  als  Sehne  des  Stabzuges  0 — 1 — 2 — 3 — 4 — 6  aufgefaßt 
wird,  der  Wert: 

AZ  =  — 2j^^2^;^  +  SA'w^,*) 

1  I 

und  zwar  ist  das  erste  Glied  negativ,  weil  die  Knoten  1,  2,  3,  4  unter- 
halb der  Sehne  0 — 5  liegen.  Werden  nun  w^^  ^^;,,  w^^  w^  als  wage- 
rechte Kräfte  betrachtet,  die  von  0 — 5  beziehungsweise  die  Abstände 
a^i,  ayj,  ay,,  ay^  haben,  wo  a  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,**)  und 
wird  zu  diesen  wagerechten  Kräften  mit  der  Polweite  1  ein  Seilpolygon 
gezeichnet,  so  besteht  zwischen  der  Strecke  ö,  welche  die  äußersten 
Seiten  dieses  Polygons  auf  der  Verlängerung  von  0 — 5  abschneiden 
und  den  Gewichten  w  die  Beziehung: 

♦  *  b 

1  •  6  =  Say«^^^,  und  hieraus  folgt:  2y^w^  ^  —  • 

1  1  OL 

Da  dem  Seilpolygon  I  II  ,  ,  .  und  T  IT'  .  .  .  dieselbe  Polweite  ent- 
spricht, so  ist  r  J_  J,  i7'  _[_//,...  .  In  Fig.  105  wurde  a  =  2  ge- 
wählt, weshalb  sich  schließlich 

5 

85  =  —  AZsinvj)  =  sinvp  {^b  —  2  a'w„) 

1 

ergibt  Hg.  105  setzt  voraus,  daß  85  negativ  ist,  daß  sich  also  Punkt  (5) 
nach  oben  verschiebt 

Werden  die  8  in  v-facher  Vergrößerung  dargestellt  (werden  also 
die  Polweiten  1  durch  die  Polweiten  1 :  v  ersetzt)  so  müssen  in  die 
Formel  für  85  natürlich  auch  die  v-fachen  Werte  a'w  eingeführt  werden. 

49.  Anffasanng  der  Biegimgsfläohe  als  Homentenfläehe.  Bereoh- 
nung  der  Durohbiegimgen.  Es  sei  0'1'2'  ...  w'  ...  w'  (Kg.  106) 
die  Biegungsünie  des  Stabzuges  0 — 1  —  2 —  ...  w  ...  n  für  die 
Verschiebungsrichtung  AÄ'  und  AB  die  Sclilußlinie.  Die  Durch- 
biegung an  der  Stelle  m  sei  8«,  und  der  zwischen  dem  Seilpolygon 
und  der  Geraden  O'n  gelegene  Teil  von  8«  möge  mit  tq^  bezeichnet 
werden.    Den  Stabzug  denken  wir  uns  in  einer  senkrechten  Ebene. 

Die  von  der  Biegungsünie  und  der  Geraden  O'n  eingeschlossene 
Fläche  läßt  sich  als  die  Ckilniannsche  Momentenfläche  eines  einfachen 
Balkens  A'B'  deuten,  dessen  bewegliches  Auflagergelenk  auf  einer  zu 


*)  Die  Bedeutung  von  ^'u  ist  auf  Seite  106  erklärt. 

**)  Je  flacher  der  Stabzug  ist,  desto  größer  muß  a  gewählt  werden,  damit  eine 
deutliche  Figur  erhalten  wird. 
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m/ 


AÄ'  rechtwinkligen  Bahn  geführt  wird,  dessen  Stützpunkte  auf  den 
durch  0  und  n  zur  Terschiebungsrichtung  gezogenen  Parallelen  liegen 
und  der  mit  ^\,  ^j,  .  .  .  w«,  .  .  .  u\^x  belastet  ist  Sind  die  w 
mittels  einer  der  Gleichungen  (3)  oder  (6)  bis  (17)  berechnet  worden, 
so  ist  die  Polweite  des  Seilpolygons  gleich  der  Zahl  1,  und  es  besteht 

dann  zwischen  dem  Biegungsmo- 
mente  M^.^  des  Balkenquerschnitts 
m  und  der  Terschiebung  y)^  die 
Beziehung: 

(22)  l-v  +  JC.^. 

Wurde  u\  aus  Gleich.  (4),  Seite  102, 
gefunden,  so  ist  die  Polweite  =  JF, 
imd  es  ergibt  sich: 


(23) 


•»1-.= 


E 


Fig.  106. 


Hiermit  ist  die  Bestimmung 
der  Durchbiegungen  ii  auf  die 
Berechnung  der  Biegungsmomente 
eines  einfachen  Balkens  zurück- 
gefühii;.  Sind  die  Verschiebungen 
Sq  und  8«  bekannt,  so  findet  man 
nach  Ermittlung  der  y)  die  5  mit 
Hilfe  von: 


5^m  =  "»l«  +  8( 


+  ». 


l 


Die  Berechnung  der  Momente  ist  namentlich  dann  sehr  einfach  (und  meistens 
schneller  zum  Ziele  führend  als  die  Aufzeichnung  des  Seüpolygons)  wenn  der  Balken 
A'B'  symmetrisch  belastet  wird  und  die  fr-Ki-äfte  in  gleichen  Abständen  X  wirken. 
Man  beachte  dann  das  im  §  33  des  ersten  Bandes  gelehrte  Verfahren  und  berechne 
zuerst  die  Verhaltnisse  M»  '  X.*) 

Zahlenbei»i^ieL  Für  den  auf  Seite  107  (B'ig.  88)  untersuchten  Fachwerk- 
balken wurde  erhalten: 

m;i  =  0,0975;    «?,  =  0,1830;    ?^^,  =  0,1030;    w^  =  0.2blb\    1^4  =  0,1310, 

tmd  zwar  entsprechen  diese  Werte  den  180-fachen  lÄngenänderungen  der  Stäbe. 
Die  w  wTiixlen  mittels  der  Gleichungen  (8)  imd  (9)  berechnet,  weshalb  nach  (22): 


und  mit  X  =  2000 


_M„.m_  X(M^.^|X) 
^■'~    180   ■"         180 


100 
Tlm=  — Q-  {M^.m  '  X)  Millimeter. 


')  3/U  = 


M 
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Die  Berechnung 

der  yueikiäfte  f^ 

und  der 

(.¥. 

1)  gfwelLielit  nui 

nach  fol- 

m  Ansatz ; 

Ä  = 

=  (f 

=  0,0666 

(M.. 

11 

=  g.  =0.7065 

+  0,2575  = 

«^4   _ 

(M.. 

!« 

+  0,6090  = 
1,3166 

V, 

V 

=  0,8230 

+  0,1030  = 

IC, 

+  0,4260  = 

a 

V 

=  0,4260 
+  0,1830  = 

(.«.. 

» 

1,7416 
+  0,3230  = 

a 

V 

=  0,6090 
+  0,0976  = 

'"i 

tv.. 

IM 

2,0646 
+  0,0655  = 

Q. 

v 

=  0,7065 

(Ä.. 

.1« 

2,1300 

f^     1i     7»     -Tj      «>     fj     T ,     f , 


tif)    'T'    if)    /*>    iJj  !  ■■      + 


Hieraui   erhiilt  man   (da  8,  =  0  und   8,  =  0  ist,   vergL  Fi;;,   106)   die  Durch- 
biegungen : 

8,  =  7],  =^ .  0,7065  =  7,85—;    8,  =  ~  ■  1,3155  =  14,6—; 

8,=  1935— ;    8,  =  22,9— ;    8,  =  23,7— ; 
dieselben  stimmen  mit  den  in  Fig.  88  durch  Zeichnung  emiittolten  Verschiebungen 
tberein. 

50.  Aufgaben.  Die  fol- 
genden Beispiele  zeigen  die 
Anwendung  der  in  Nr.  45 
bis  48  entwickelten  Gesetze 
auf  die  Ermittlimg  der  Bie- 
gungslinien der  wichtigsten 
statisch  bestimmten  Träger. 
Die  Form  der  Lösungen 
wählen  wir  so,  daß  auch 
dierechnerischeB  estimmuug 
der  Durchbiegungen  er- 
ledigt wird,  indem  wir  an- 
geben, in  welchei'  Weise  die 
BiegungsUnien  am  zweck- 
mäßigsten als  Momeuten- 
linien  gedeutet  wei-den.  '"■ 

Wir  setzen  voraus,  daß  Pig-  108. 

die    Werte    w    mittels    der 

Glächung  (3)  oder  mit  Hilfe  von  (6)  bis  (17)  berechnet  worden  sind. 
Wkd  Gleichung  (4)  angewendet,  so  liefern  die  folgenden  Kegeln  die 
E-fachen  Durchbiegungen. 


Hill  11 
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!•  Beispiel»  Gesucht  sind  die  Durehiegimgen  8,,  83,  ....  des 
in  Kg.  108  dargestellten  Freiträgers. 

Man  zeichne  das  Seilpolygon  der  gedachten  Kräfte  iv^^  bis  Wj 
(welche  in  Rg.  108  negativ,  also  nach  oben  gerichtet  angenommen 
wurden)  und  mache  die  erste  Seite  desselben  zur  Schlußlinie.  Der  neben 
85  stehende  Pfeil  gibt  die  Richtung  der  positiven  Verschiebungen  an. 
lue  schraffierte  Biegungsfläche  läJßt  sich  als  Momentenfläche  eines 
Balkens  AB  deuten,  der  bei  B  eingespannt,  sonst  aber  frei  und  mit 
^^1?  ^«?  •  •  •  belastet  ist  Hat  man  also  die  Momente  Jf^i,  Jf^^,  . .  . 
dieses  Balkens  berechnet,  so  findet  man: 

2.  Beispiel.  Gesucht  sind  die  senkrechten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  des  in  der  Kg.  109  abgebildeten 
Fachwerkbalkens  mit  überstehenden  Enden,  Ob  A  oder  B  auf  einer 
wagerechten  Bahn  verschiebbar  ist,  ist  gleichgültig. 

Man  bestimme  (durch  Zeich- 
nung oder  Rechnung)  die  Mo- 
mentenlinie C A'NB'D'  eines 
bei  (7  und  D'  frei  aufliegenden 
Balkens,  auf  welchen  die  Lasten 
^1,  w^^  .  .  .  (die  in  Kg,  109 
teüs  positiv,  also  abwärts  wir- 
kend, teils  negativ,  mithin  auf- 
wärts gerichtet,  angenommen 
wurden)  wirken,  bringe  hierauf 
die  Auflagersenkrechten  in  A' 
und  B'  mit  der  Momentiünie 
zum  Schnitte  und  lege  durch 
diese  beiden  Punkte  die  Schluß- 
Hnie.  Die  in  der  Kgur  schraffierte  Käche  ist  die  verlangte  Biegungs- 
fläche. Beispielsweise  sind  die  Senkungen  der  Knotenpunkte  0  und  6 
gleich  8^  bezw.  85. 

3.  Beispiel.  Es  soll  die  Biegungsfläche  der  oberen  Gurtung 
des  Öerfter  sehen  Balkens  in  Kg.  110  ermittelt  werden.  Die  Vertei- 
lung der  auf  wagerechten  Bahnen  beweglichen  Auflagergelenke  ist 
gleichgültig. 

Nach  Berechnung  der  w^  welche  teils  positiv,  teils  negativ  aus- 
fallen, werden  die  folgenden  Momentenlinien  aufgetragen: 

C'ND'  für  den  einfachen  Balken  CD'  mit  den  Lasten  ti\  bis  w'3. 


D'LE' 
E'RF' 


^1 


D'E' 
E'F' 


^1 


1^ 


^f 


^t 


W 


r 


w 


It 


18   ?> 


M?15- 
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Hierauf  werden  die  Senkrechten  durch  die  Punkte  A  und  B  mit  der 
Momentenlinie  D' LE'  in  A'  und  B'  zum  Schnitte  gebracht,  die 
Strecken: 


A  ^"==8'  =  Senkung  des  Punktes  -4, 

£}  r>    =  o    =         ,,  „  „  X) 


?? 


» 


?? 


abgetragen  und  schließlich  der  durch  A"  und  B"  gehende  Linienzug 
C'D"E"F\  dessen  Ecken  senkrecht  unter  D  und  E  liegen,  einge- 
zeichnet 


Fig.  110. 

Die  Fläche  zwischen  diesem  Linienzuge  und  den  Momentenlioien 
ist  die  gesuchte  Biegungsfläche. 

Bei  starren  Stützen  A^  und  B^  sind  8'  und  8"  beziehungsweise 
gleich  den  Längenänderungen  der  Vertikalen  AA^  und  BB^,  Erleiden 
diese  Stäbe  Terktirzungen,  so  liegen  A"  und  B"  oberhalb  A'  und  B\ 
sonst  unterhalb. 

4*  Beispiel*  Gesucht  ist  die  Biegungslinie  für  die  obere  Gur- 
tung des  in  Fig.  111  dargestellten  Fachwerkbogens  mit  drei  Oelenken. 
Die  Werte  w^  bis  tv^  und  w^  bis  w^  seien  nach  Nr.  46  mit  Hilfe 
der  Winkeländerungen  A^  berechnet  worden.  Ist  auch  w^  bekannt,  so 
läßt  sich  die  Momentenlinie  des  dui'ch  die  Lasten  w  beanspruchten  ein- 
fachen Balkens  A'B'  ermitteln,  worauf  die  Durchbiegungen  8^  =  M^.^ 
gegeben  sind.  Um  w^  berechnen  zu  können,  muß  man  die  Winkel- 
ändemng  ^^^  haben,  und  diese  läßt  sich  wie  folgt  bestimmen. 

Nach  Gleich.  (4),  Seite  98  ist  die  durch  die  Änderungen  der 
Winkel  i'  und  der  Spannungen  c  in  den  Gurtstäben  bedingte  Ände- 
rung A/  der  Stützweite  AB  zunächst  für  den  Fall  t=0: 
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A/  =  yi  A^i  +  y,A^,  +  2/,  A^,  +  y^_  t^X  +  «^s^^s  +  2^«^^6  +  2^7  ^^r 


E 


E 


E 


^8 


und  man  erhält  somit,  bei  gegebener  Verschiebung  A/,  für  A^^  den  Wert: 


(24)        A^4  = 


s     _ 

1  E 


y^. 


Fig.  iir. 

Bei  starren  Stützen  ist  AZ  =  0.     Sind  die  Kämpfer  A  und  J5   durch 
eine  Zugstange  vom  Querschnitte  F^  verbunden,  so  ist  AZ  gleich   der 


Fig.  112. 
Verlängerung  dieser  den  Horizontalschub  H  des  Bogens  aufnehmenden 

TTl 

Stange;   es  folgt  dann  A/=  ^^  .     Sollen  Temperaturänderungen  be- 
rücksichtigt  werden,    so  sind    die  Spanmmgen  a   in  Gleich.  (24)    zu 
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ersetzen    durch    die  Werte    a^+ejE^«,   während   für   AZ   der  Wert 

Sl 

^^  -^s^q/   einzuführen   ist    Hierbei   bedeutet   t^   die   Temperatur- 

änderung  für  den  Stab  s^  der  oberen  Gurtung  und  ^o  die  Temperatur- 
änderung  für  die  Stange  AB. 

Will  man  die  Biegungslinie  ermitteln,  ohne  die  Winkeländerungen 
zu  berechnen,  so  bestimmt  man  w^  bis  w^  (Eig.  112)  und  w^  bis  w^^ 
mit  Hilfe  der  in  Nr.  47  entwickelten  Formeln  und  wendet  dann  die 
Beziehung: 

6  18  U 

A/  =  ^y^w^  +  y^w\j  +  ^y„w^  +  2  A'd«*) 

1  S  1 

an.     Man  erhält: 

8  18  14 

M  —  ^y^w^  —  ^y^w^  —  S  A'd„ 


Vi 

ZaMenbeispieL  (Figuren  auf  Tafel  2,)  Es  soll  die  Biegungs- 
linie der  unteren  Gurtung  des  in  Fig.  113  abgebildeten  Fachwerkbogens 
mit  drei  Gelenken  für  den  Fall  bestimmt  werden,  daß  auf  den  Träger 
nur  eine  im  Scheitelgelenk  angreifende  Einzellast  1000  *' wirkt 

Sämtliche  Stäbe  sind  aus  Winkeleisen  zusammengesetzt;  die  In- 
halte ihrer  Querschnitte  (ohne  Abzug  für  Nietlöcher)  sind  in  der 
folgenden  Tabelle,  sowie  in  Fig.  113  zusammengestellt  worden. 


Form 
des 
Quer- 
schnitts 

Winkeleisensorte 

Tnhalt 
des 
Quer- 
schnitts 

Obere  Gurtiing 

ir 

80 .  80 .  10— 

30«°" 

Untere      „ 

JL 

ir 

90-90.11  „ 

74  „ 

Endvertikale 

nr 
nr 

90.90-11  „ 

37  „ 

Vertikale  bei  (1) 

8080.10,, 

30  „ 

.    ;(2)  (3)  (4) 

ir 

60 .  60 .  10  „ 

22  „ 

1*6  Diagonale 

nr 

90.90-11  „ 

37  „ 

2*«  und  5*«  Diagonale 

nr   !  80-80.10  „ 

30  „ 

3*«  Diagonale 

nr 

70.70.10,, 

26  „ 

4.te 

nr 

60 .  60 .  10  „ 

22  „ 

*)  Die  Stäbe  J.1,  6 — 7,  7 — 8  und  13 J5,  wei*den  hier  zweckmäßig  mit  rfj,  dy, 
e^,  r/i4  bezeichnet. 
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Die  in  die  linke  Hälfte  des  Trägemetzes  (Fig.  113)  eingeschriebenen 
Zahlen  geben  die  Spannkräfte  (in  kiloffr,)  an;  dieselben  können  u.  a. 
sehr  schnell  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  erhalten 
werden.  [Der  vorliegende  Träger  wurde  im  ersten  Bande,  §  45  und 
§  46,  für  verschiedene  Belastungsweisen  untersucht  Die  in  Fig.  113 
angegebenen  Spannkräfte  stimmen  mit  den  früher  mit  Sq  bezeichneten 
überein  und  sind  —  in  Tonnen  ausgedrückt  —  in  der  Tabelle  am  An- 
fang von  §  46,  Band  I,  enthalten.  Die  dort  fehlende  Spannkraft  im 
ersten  Stabe  des  Untergurts  findet  man,  indem  man  den  Horizontalschub 
n=  1875*^  mit  der  Sekante  des  Stabneigungswinkels  multipliziert;  es 
ergibt  sich  der  Druck:  1875  m  =  2081*^.] 

Die  schwarzen  Zahlen  in  der  rechten  Hälfte  des  Trägemetzes 
(Fig.  113)  bedeuten  die  Stablängen  (in  an)^  während  Fig.  114  eine 
übersichtliche  Zusamjnenstellung  der  10000-fachen  Längenänderungen 
(aufgetragen  im  Maßstabe  1:40)  bietet  Diese  Werte  sind  für  J?== 
1800  000  *'  f.  d.  qcm  (Schweißeisen)  berechnet  worden,  und  es  ergab 
sich  beispielsweise  für  den  ersten  Stab  der  oberen  Gurtung: 

lOOOOAo  -  10000-O,Oi  _       10000 ■  316 •  300  _   ,   175« 
10000  Ao, ^ H 1 800000. 30~  "  +  ^^'^ 

=  + 175—, 
für  die  Diagonale  des  ersten  Feldes: 

=  _  371—, 
und  für  die  Endvertikale: 

=  +  315-. 

Nach  Berechnung  dieser  Längenänderungen  wurden  die  10000-facheu 
Werte  A't^,  A'd  (vergl.  Seite  108)  durch  Zeichnung  ermittelt  Für  den 
ersten  Stab  der  unteren  Gurtung  wurde  z.  B.  der  durch  eine  kräftig 
ausgezogene,  mit  dem  fraglichen  Stabe  zusammenfallende  Linie  dar- 
gestellte Wert  10000  ^!u  =  —  577"^  gefunden,  für  die  erste  Diagonale: 
10000  A'd  =  —  600"^.  Die  Gewichte  w  wurden  mittels  Gleichung  (10), 
Seite  109,  bestimmt,  da  die  Füllungsglieder  die  in  der  Fig.  91  dar- 
gestellte Anordnung  haben.  Es  ist  im  vorliegenden  Falle  A  o  =  Ao 
und  b^  =  a^^  vergl.  Fig.  91,  also: 

«^m  =  7-  ( —  ^^m  +  A'w„+ ,  +  A'd„  —  A'd^+ ,  —  a^.i  +  aj). 

Die  10000-fachen  Werte  a  sind  ebenfalls  in  der  Fig.  114  an- 
gegeben*).    Man  erhält  (mit  Weglassung  des  Faktoi-s  10000) 

*)  Die  Strecke,  welche  a^  darstellt,  wurde  —  weil  sehr  klein  —  nicht  ein- 
gezeichnet. , 
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«?. 


fc,  =  ^^  [_-  175  -_  600  —  600  +  477—400+201 

—  372  —  633  —  477  +  300—201+  77] 

—  529  —  663  —  300—104—  77—  11 
[—473  —  616  +  104  —  601+  11—   53 


2 i«ftO 


=  —  0,29 
=  -  0,49 
=  —  0,89 
=  —1,15 


S  A  «  =  —  (577  +  600  +  633  +  663  +  616)  •  2  =  —  6178. 
Da  nun  im  vorliegenden  Falle: 

M  =  2:Syw  +-  //5?/'5  +  :2dkU  =  0 

1 

ist,  so  folgt 


y^W^z=—    417,6  "•" 
y^w^  =  — 1254,4 
y^w^  =  -  2990,4 
y^w^  =  —  4416,0 

Syw=  — 9078,4 


W^  = 


2/5 


.         ,    9078,4.2  +  6178         ,   .^^ 
=  + 4ÖÖÖ =  +  6.08. 


Die  Ordinaten  81,  Sj,  .  .  .  der  gesuchten  Biegungslinie  sollen  zu- 
nächst berechnet  und  zu  diesem  Zwecke  als  Biegungsmomente  eines 
mit  u\.  tVg,  .  .  .  belasteten  einfachen  Balkens  gedeutet  werden.  Für 
die  "Werte  (JC   X)  erhält  man  dann  folgenden  Ansatz: 


— 1,15  =  u\ 

(?,  =  + 1,89 
—  0,89  =  «'3 

g, =  + 1,00 

—  0,49  =  w. 


Q,  =  +  0,51 

—  0,29  =  ^-1 

Q,=  +  0,22  " 


(3f„.,|X)=Öi=0,22 

+  0,61  =  Q, 

(iC.,  I  X)  =       +  0,73 

+ 1,00  =  <?3 
(3f„.3 1  X)  =       +  1,73 

+ 1,89  =  Q^ 

(l/„.^  I  X)  = 


+  3,62 

+  3,04  =  <?5 


(if..5  I  X)  =       +  6,66 


Da  nun  in  die  Formel  für  w  die  10000-fachen  Längenänderungeu 
eingeführt  wurden,  so  ergibt  sich: 

M,  X  (3f«„  i  X)        3000  (3/_  I  X) 


8.= 


10000 


10000 


10000 


also: 


8,  =  0,3 . 0,73  =  0,219 
8^=0,3-3,62  =  1,086 


mm. 


8,  =  0,3. 0,22  =  0,066"-; 
8,  =  0,3.1,73  =  0,519-""; 
85  =  0,3.6,66  =  1,998--. 

Will   man    diese  Werte    durch  Zeichnung   finden    und  zwar  ini 

Maßstabe  25 : 1,  so  ist  für  das  Seilpolygon  der  Gewichte  tv  die  Pol- 

114 
weite  10000 -öÄTT' "HF- =  "ö"    anzunehmen,    weU    der   Längenmaßstab 

der  Trägerzeichnung  =  1 :  300  ist.  Die  Werte  w  und  die  Polweite 
sind  Zahlen,  für  welche  in  Fig.  113  der  Maßstab  1  =  12""'  gewählt 
wurde. 
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Nach  Ermittlung  der  Biegmigslinie  der  unteren  Gurtung  ist  die- 
jenige der  oberen  Gurtung  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  sich 
der  Abstand  zweier  senkrecht  übereinander  gelegenen  Knotenpunkte  m 
um  die  Strecke  AA^  ändert.  Für  den  oberen  Knotenpunkt  2  ergibt 
sich  hiemach  eine  senkrechte  Yerschiebung  von  0,219  —  Aä,  =  0^219 
—  0,012  =  0,207-^.  In  Fig.  113  sind  die  auf  zwei  Stellen  abgerun- 
deten Werte  der  Dui'chbiegungen  zusammengestellt  worden. 

51.  Vollständige  Bestimmiiiig  der  Versohlebiuigen.  Durch  Auf- 
zeichnung einer  Biegungslinie  erhält  man  zunächst  nur  die  Projek- 
tionen der  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  auf  eine  feste  Richtung, 
nicht  aber  diese  Verschiebungen  selbst  Wird  also  die  vollständige 
Bestimmung  der  Formänderung  eines  Fachwerks  verlangt,  und  will  man 

diese  Aufgabe  mit  Hufe  des  Seilpolygons 
lösen,  so  muß  man  xwei  Biegungslinien 
zeichnen.  Wurde  hierbei  der  Träger  ein- 
mal auf  ein  Achsenki-euz  (Xj,  y^\  dann 
auf  die  Achsen  (x,,  ^2)  bezogen^  Fig.  115, 
und  stud  mm^  und  mm^  die  für  den 
Knoten  in  erhaltenen  Ordinaten  der  für 
die  Sichtungen  y^  und  y^  ermittelten 
Biegungslinien,  so  ist  die  Verschiebung 
Fig.  115.  mm'   des   Punktes  m   bestimmt   durch 

miw'_LwiW,  m.^m  \_m^m,.  Es  möge 
aber  noch  eine  andere  DarsteUungsweise  der  Verschiebungen  (die 
meistens  den  Vorzug  verdienen  wird)  gezeigt  w^erden,  darin  bestehend, 
daß  nach  Auftragung  einer  Biogungsünie  da^s  im  §  2  gelehrte  Stabzug- 
verfahren zu  Hilfe  genommen  wird.  In  Fig.  116  ist  dieser  Weg  er- 
läutert worden. 

Gegeben  seien  die  Verschiebungen  Uy  des  auf  ein  rechtwinkliges 
Achsenkreuz  (x^  y)  bezogenen  Stabzuges  0 — 1 — 2 — 3 —  ....;  außer- 
dem sei  die  Verschiebung  Ax  irgendeines  Knotens  bekannt  Es  werde 
die  vollständige  Darstellung  der  Vorschiebungen  sämtiicher  Knoten 
gefordert. 

AB  sei  die  Schlußlinie  der  Biegungsliiüe  0"1"2"3" Die 

Punkte  0",  1",  2"  ...  projiziere  man  durch  Parallelen  zu  ^-B  auf  eine 
zur  y -Achse  parallele  Gerade,  welche  von  der  Schlußlinie  in  ^  ge- 
schnitten werde,  und  ziehe  durch  A  mid  dui'ch  die  Pi'ojektionen  0'", 
1"',  2'"  ...  der  Punkte  0",  1",  2",  ...  Parallelen  gA^  yof  9n  y^t  -  -  -  • 
zur  ic-Achse.  Auf  der  (7^  nehme  man  den  Pol  0  des  verlangten  Ver- 
schiebungsplanes beliebig  an  und  bestimme  nun  zunächst  die  Verschie- 
bung desjenigen  Knotens,  dessen  Aa;  bekannt  ist 

In  Fig.  116  wurde  Aa^g  als  gegeben  angenommen  und  der  Sti-alil 
02',  welcher  die  Verschiebung  des  Punktes  2  nach  Größe,  Richtung 
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und  Sinn  darstellt,  eingezeichnet;  sein  Endpunkt  2'  liegt  auf  der  Ge- 
raden g^  (weil  die  Projektion  von  02'  auf  die  Sichtung  y  gleich  Az/g 
sein  muß)  und  im  (negativ  voi'ausgesetzten)  Abstände  kx^  von  der 
durch  O  parallel  zur  //-Achse  gezogenen  Geraden  00\ 


^*r 


Fig.  116. 

Tragt  man  nun  an  2^  die  dem  Stabe  s^  parallele  Strecke  A2  an, 
welche  gleich  der  Änderung  der  Länge  s^  ist  und  den  Sinn  2 — 1 
oder  1 — 2  erhalt,  je  nachdem  der  Stab  s,  gedehnt  oder  verkürzt 
wird,  und  errichtet  man  im  Endpimkte  von  A2  auf  A2  ein  Lot  (p^), 
welches  die  Gerade  ^^  in  1'  schneidet,  so  gibt  der  Polstrahl  Ol'  nach 
Größe,  Richtung  und  Sinn  die  Verschiebung  des  Knotenpunktes  1  an, 
wie  ohne  weiteres  aus  dem  im  §  2  gelehrten  Stabzugverfahren  hervor- 
geht Auf  dieselbe  Weise  wurde  die  Lage  des  Punktes  0'  bestimmt 
imd  —  wieder  von  2'  aus  —  der  Reihe  nach  3',  4',  5',  6'  festgelegt. 
In  Kg.  116  ist  vorausgesetzt  worden,  daß  alle  Stäbe  mit  Ausnahme 
von  «5  Verkürzungen  erleiden. 

Will  man  die  A«  durch  Rechnung  bestimmen,  so  differenziere  man  die  Gleichung 
und  ersetze  das  Differentialzeichen  durch  das  Zeichen  A.    Man  erhält: 

28m^Sm  =  2  (jr,„.i  —  Xm)  (Ä-C«.  i  —  ^Xm)  +  2  (^«-1  —  J/m)  (Ai/».|  — •  äpm) 

und  hieraus 

Ax.,-1  —  ^Xm  =  A5«  sec  ß^  —  {^ym-l  —  Ay«)  tg  ß«, 

wo  ß«»  den  Neigungswinkel  des  Stabes  Sm  gegen  die  x- Achse  bedeutet  Kennt  man 
also  einen  der  beiden  Werte  Aa?M-i  und  Ax«,,  so  kann  man  auch  den  anderen  an- 
geben, so  daß  es  möglich  ist,  mit  Hilfe  der  voi'stehenden  Fonnel  und  mittels  des  in 
Nr.  49  zur  Bestimmung  der  Ay  entwickelten  Verfahrens  sämtliche  Seitenverschie- 
bongen  Aa;,  äy  eines  Stabzuges  durch  Rechnung  zu  finden,  sobald  ein  Wert  Ao; 
Mflller-Breslau,  Graphische  Statik.    IL  1.  9 
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und  zwei  Werte  Ay  bekannt  sind.  Ein  anderes  rechnerisches  Verfahren  läßt  sich 
leicht  durch  Projizieren  des  im  §  2  eingeführten,  durch  Aneinanderreihung  der  A^ 
und  p  entstandenen  Linienzuges  auf  zwei  rechtwinklige  Achsen  x  und  y  ableiten. 

52.  EinfiUinuig  stellvertretender  Stabzüge.  Die  in  der  Fig.  11& 
gezeigte  Darstellungsweise  der  Verschiebungen  wird  besonders  übersicht- 
Hchj,  sobald  sämtliche  Aä  =  0  sind,  weil  der  Terschiebungsplan  dann 
aus  einem  Linienzuge  0'1'2'  ►  .  .  .  besteht,    dessen  Eckpimkte  0',1', 

2',  ....  in  den  Geraden  ^o?  Ä'i?  ?2?  •  •  •  •  li^S^^?  ^^^  dessen  Seiten 
0' — 1',  r — 2',  ....  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Stabrichtungen 
0 — 1,  1 — 2,  ....  sind.*)  Auch  ist  zu  beachten,  daß  sich  im  Falle 
des  Verschwindens  der  As  für  die  Gewichte  w  (nach  Gleich.  3,  S.  101) 
die  v(m  der  Lage  des  Achsenkreuzes  x,  y  unabhängigen  Werte 

ic^  =  AX 

ergeben,  und  es  liegt  daher  der  Gedanke  sehi*  nahe,  daß  es  zuweilen 
vorteilhaft  sein  dürfte,  den  elastischen  Stabzug  behufs  Darstellung  der 

Yerscliiebungen  seiner 
fi^^  /\\  Knotenpunkte     durch 

einen  aus  starren  Glie- 
dern bestehenden  zu 
ersetzen.**) 

Zu  einem  solchen 
stellvertretenden  Stab- 
xuge  gelangt  man,  in- 
dem man  zwischen  je 
zwei  aufeinander  fol- 
genden Knotenpunk- 
ten m  —  1,  m  einen 
neuen  Knoten  tw^  an- 
nimmt und  diesen  so- 
wohl mit  m  —  1  als 
auch  mit  7n  durch 
starre  (in  Fig.  117  ge- 


Eig.  117. 


strichelt  angegebene)  Stäbe  verbindet.    Der  neue  Bandwinkel  bei  w  sei 
a^  =  ^^  -|-  G)^  4"  x«+i,  der  Eandwinkel  bei  m^  sei  t^.   Die  Änderungen 


*)  Vergl.  auch  Seite  97,  Fig.  79.    Dort  wurde  dieses  Gesetz  bereits  auf  anderem 
"Wege  abgeleitet. 

**)  Der  Umstand,  daß  «•,^  =  Aäm  von  der  Lage  des  Achsenkreuzes  (x,  y)  unab- 
hängig ist,  vereinfacht  auch  die  Anwendung  zweier  Biegungslinien.  Schließen  die 
beiden  Eichtungen,  welche  den  Gewichten  w  zugeschrieben  werden  sollen,  den 
AVinkel  +  ein,  so  denke  man  das  Kräftepolygon  nach.  Aufzeichnung  der  ersten 
Biegungslinie  \xm  vp  gedreht,  um  einzusehen,  daß  jede  Seite  des  zweiten  Seilpolygons 
mit  der  entsprechenden  Seite  der  ersten  Biegungslinie  den  Winkel  v|j  bilden  muß. 
Mit  Rücksicht  auf  die  käuflichen  Winkelbrettchen  wird  man  für  ^  einen  der  Winkel : 


§  3.   Die  Biegungslinie.  131 

von  T^  lind  a„  sind: 

At^=   ;^  (colg  X«  +  cotg  w  J 

A^                      A5  J.1 
Aa^  =  A^„  +  Ao„4-Ax«+,  =  AX—      "cotgx^ ^^coigo^+i. 

Betrachtet  man  die  At  und  Aa  als  Kräfte,  welche  in  der  Richtung  r 
wirken,  und  verbindet  man  dieselben  durch  ein  Seilpolygon  mit  der 
Polweite  Eins,  so  ist  dieses  Seilpolygon  die  Biegimgslinie  des  aus 
starren  Gliedern  bestehenden  Stabzuges  für  die  Richtung  r,  und  das 
eingeschriebene  Polygon,  dessen  Ecken  den  Knoten  .  .  .  {m — 2),  (m — 1), 
ffi,  (w  +  1)  ...  entsprechen,  ist  die  Biegimgslinie  des  elastischen  Stab- 
zuges .  .  .  (m — 2)  {m — 1)  171  (m-f-1)  .  .  . 

Die  Punkte  m^  wii-d  man  so  annehmen,  daß  die  Kotangenten  der 
Winkel  x  und  u  runde  Zahlen  sind.  Wählt  man  z.  B.  ü„  =  x^  =  45°, 
so  erhält  man  sehr  einfach: 

AT„  =  2^^"-  und  A«.  =  A^„— ^:''=-^?=-.*) 

Hat  die  Elastizitätsziffer  E  für  alle  Stäbe  denselben  Wert,  so 
ersetze  man  die  Gewichte  Ax  und  Aa  durch  die  Gewichte  jFAt  bezw. 
j&Aa  und  die  Polweite  1  durch  die  Polweite  E.  Sollen  dann  Tem- 
peraturänderungen unberücksichtigt  bleiben,  so  ti-eten  in  den  vorstehen- 
den Formeln  an  die  Stelle  der  Verlängerungsverhältnisse  Aä/s  die  Span- 
nungen a.    Ist  o  =  x  =  45°,  so  erhält  man: 


30",  60%  45**,  90**  wählen.  Auf  weitere  Beziehungen  zwischen  den  beiden  Biegungs- 
linien  gehen  wir  nicht  ein,  da  sich  der  linienzug  0'1'2'3'  .  .  .  ebenfalls  schnell 
zeichnen  läßt  und  die  Verschiehungen  sofort  nach  Größe  und  Richtung  liefert,  so 
daß  man  die  Zusammensetzung  der  Heitenvei-schiebungen  (nach  Fig.  115)  spart 

*)  Es  ist  darauf  zu  achten,  daß  keiner  der  hinzugefügten  starren  Stäbe  die 
Richtung  r  erhalten  darf,  wenn  außer  der  Biegungslinie  noch  die  vollständige  Dar- 
stellung der  Verschiebungen  mit  Hilfe  des  Linienzuges  0'1'2'  .  .  .  (Fig.  116)  ohne 
jede  weitere  Zwischenrechnung  erfolgen  soll.  Diese  Zwischenrechnung,  welche,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  in  der  Ermittlung  des  "Wertes  p  für  jeden  in  die  Richtung  r 
fallenden  Stab  bestehen  würde,  ist  zwar  nicht  schwierig,  immerhin  aber  umständ- 
licher als  die  Annahme  besonderer  Winkel  ca  und  x  für  diese  Stelle  des  Stabzuges. 
Wird  nur  die  Biegungslinie  für  die  Richtung  r  verlangt,  so  dürfen  Stäbe  von  der 
Richtung  r  vorkommen,  denn  es  entsprechen  dann  den  beiden  Endpunkten  solcher 
Stäbe  im  Sinne  r  gleichgroße  Vei*schiebungen.  Zu  beachten  ist  auch,  daß  die  Ge- 
wichte At  und  Aa  in  der  Reihenfolge  .  .  .  ÄTm-i,  Aou-h  At,„,  äo«,  Atm+i, 
lOm+i  .  .  .  durch  das  Seilpolygon  verbunden  werden  müssen. 

**)  Vergl.  8.  102.    Dem  Einfluß  von  Temperaturänderungen  t  kann  man  auch 
Rechnung  tragen,  indem  man  a  ersetzt  durch  a-\-tliJt. 

9* 
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Für   die   in    der  Mg.  118  angegebene  Lage    der   eingeschalteten 
Punkte  ttIq  ergibt  sieh: 

A  T^  = -^  (coig  X«  +  cotg  o  J 

Aa„  =  AX  +  ^ co% X,  +  -*-ti  coig  W.+,. 

Welche  der  beiden  Anordnungen  (Mg.  117  oder  Mg.  118)  gewählt 
wird,   ist   für    das  Ergebnis    gleichgültig.     Man  strebe  zur  Eraielung 

übersichtlicher  Kjäftepolygone  nach 


jn^ 


m-t,. 


ftLfi 


Fig.  118. 


Möglichkeit  gleiche  Vorzeichen  der 
(iewichte  iv  an.  Z.  B.  wird  maji 
bei  einfachen  Balkenbrücken  in  der 
Regel  für  die  Aa  der  oberen  und 
auch  der  unteren  Gurtung  positive 
Werte  erhalten  und  sich  infolge- 
dessen bei  Untei'suchung  einer 
oberen  Gurtung  für  die  in  Fig.  118 
gegebene  Anordnung  entscheiden, 
weü  die  As  und  a  der  Obergurtstäbe  negativ  sind.  Bei  einer  unteren 
Gurtung  \vird  besser  nach  Mg.  117  verfahren. 

Eine  andere  Behandlungsweise  des  stellvertretenden  Stabzuges 
schließt  sich  der  auf  Seite  104  bis  112  gelösten  Aufgabe  an:  die  Ge- 
Avichte  w^  zu  bestimmen,  ohne  vorher  die  Winkeländerungen  A^  zu 
berechnen.  Dieses  Yerfahren  kömmt  natürlich  nur  dann  in  Frage, 
wenn  die  Winkeländerungen  nicht  ohnehin  zu  anderen  Zwecken*)  an- 
gegeben werden  müssen;  dasselbe  möge  an  dem  in  Mg.  119  darge- 
stellten Beispiele  erläutert  werden. 

Gesucht  sei  die  Biegungslinie  (für  die  Eichtung  r)  der  Gurtung 
.  .  .  irrt — 1)  w  (m-^-1)  .  . .  eines  einfachen  Dreiecknetzes.  Die  den  ein- 
geschalteten Knoten  tyi^  entsprechenden  Gewichte  At^  werden  wie  vor- 
hin berechnet,  das  Gewicht  w^  für  einen  Knoten  m  der  Gurtung  hin- 
gegen nach  der  auf  Seite  105  bewiesenen  Gleichung: 

Hierin  bedeutet  |i.  die  Spannkraft,  welche  in  einem  Stabe  des  in  Fig. 
119^    herausgetragenen  Fachwerkteiles  infolge  der  drei  unter  sich  im 

fleichgewichte  befindlichen  parallelen  äußeren  Ki'äfte   -,  — ,  i 1 — -\ 

entsteht   und  As  die  Limgenänderung   des  Stabes  für  denjenigen  Be- 
lastungszustand, für  welchen  die  Biegungslinie  gesucht  wird,    e  und  e 
sind   die   gegenseitigen  Abstände  jener  3  Kräfte,  deren  Richtung  ge- 


( 


^)  Z.  B.  Bestimmung  von  Kebenspanniingen.     V*n*gl.  auch  Seite  96, 
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legentlich  der  frühereu  Ableitung  der  Gleichung  2r«  =  2(jLA5  pai-allel 
den  w  vorausgesetzt  wurde,  jetzt  aber  willkürlich  gewälilt  werden  darf, 
weil  ja  die  Größe  der  w  eines  aus  staiTen  Gliedern  bestehenden  Stab- 
zuges unabhängig  von  der  Eichtung  r  ist.  Die  Summe  2  ei-streckt 
sich  über  die  in  der  Kg.  119i  mit  den  Ziffern  1,  2,  3,  ...  6,  7  be- 
zeichneten Stäbe,  deren  Spannkräfte  \x.  in  Mg.  119^^  mittels  eines 
Cremonaschen  Kräfteplanes  dargestellt  wurden.  Für  die  Fachwerkstäbe 
3  und  6  ergaben  sich  Zugkräfte  {x,  für  die  übrigen  Druckkräfte.  Sind 
also  die  L&igenänderungen  der  Stäbe  1,  2,  3  .  •  .  beziehungsweise 
=  Aj,  Aj,  A3,  .  .  .  so  folgt: 

^^•«  =  —  P-l^l—  P-8^2+  P-S^S—  !J-4^4+  P-5^5—  ."-6^—  P-7^7- 


m^r 


Fig.  119. 

Es  wird  sich  empfehlen,  die  Richtung  der  Kraft  —  so  zu  wählen,  daß 

e  einen  festen,  durch  eine  rimde  Zahl  ausdrückbaren  Wert  annimmt. 
Bei  Ermittlung  der  verechiedenen  w  sind  also  vei-schiedene  Kraft- 
richtungen anzunehmen. 

Eine   vdchiige  Amvendung  der  stellvertretenden  Stabzüge  findet 
sich  in  Nr.  75. 


Übungsaufgaben  zu  den  §§  1  Ms  3. 

1.  Aufgabe*  Es  soll  die  Änderung  ^%  des  Randwinkels  ^^  des  in  Fig.  120 
dargestellten  Fachwerks  mit  Hilfe  eines  iri7/io/schen  Vei-sehiebiingsplanes  bestimmt 
werden. 

iJisung.  Man  nehme  den  Pimkt  a  imd  die  Richtung  des  Stabes  ab  als  fest- 
liegend an,  ermittle  nach  Nr.  32  (S.  58)  der  Reihe  nach  die  Vei-schiebimgen  Ob\ 
Oe\  Od%  Oe'  der  Pimkte  6,  p,  ^/,  e  und  denke  hierauf  die  Vei-schiebung  von  e 
nach  dem  Stabzugverfahren  bestimmt.  Man  erkennt  dann,  daß  das  Lot  von  e'  auf 
A7  gleich  »,A  ^6  ist  und  findet 

P 


^%  = 


Sn 


Der  Drehungssinn  von  s,  gegen  äj  ist  in  der  Figur  durch  einen  Pfeil  angegeben 
worden;  hiemach  ist  AS»  positiv.  Wir  setzten  voraus,  daß  die  Stäbe  2,  4,  5  gedehnt, 
die  übrigen  verkürzt  weitien. 
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2*  Aufgabe.  Behufs  Darstellung  der  Biegungslinie  der  oberen  Gurtung  di*8 
in  Kg.  121  abgebildeten  Fachwerks  soll  das  Gewicht  u^  mit  Hilfe  eines  AVilliotschen 
Planes  dargestellt  werden  und  zwar  ohne  gesonderte  Ermittlung  von  A^6. 


^0 


f 


I 


Fig.  120. 


Fig.  121. 


Losung,  Man  füge  die  zu  tch  paiallelen  stan-en  beliebig  langen  Stäbe  8  imd  1 1 
hinzu,  ferner  die  starren  Stäbe  9  imd  10.  *Dann  ist  (wenn  die  Polweite  1  gewählt 
wird)  M?ö  =  Aa4.  welcher  Wert  mm  auf  die  soeben  gezeigte  Weise  bestimmt  wird. 
Man  nehme  hierbei  a^  und  die  Richtung  des  Stabes  9  als  festUegend  an. 

S.  Aufgabe.     Mit  Bezugnahme   auf  Fig.  121   beweise   man,   daß,   sobald 

die  Pol  weite  =  ^  gewählt   wii*d   imd -  =  -p,-  ist,   das  Gewicht  Wh  nach  der 

Formel 

w^  =  cotg  tti  (0  —  aj)*)  +  cotg  «5  (ff,  —  ffi)  +  cotg  oj  (a,  —  a,)  +  eotgo^  (a^  —  aj 

+  cotg  ag  (ff4  —  (Jj)  +  cotg  «e  («^6  —  ff»)  +  cotg  a»  (ae  —  ff»)  +  cotg  Oe  (0  —  a,) 

berechnet  werden  darf. 

Losung.  Man  gelangt  zui*  vorstehenden  Formel  ohne  weiteres,  indem  man 
nach  GL  (2)  Seite  90  die  Ändei-ungen  der  Dreieckswinkel,  aus  denen  sich  ot*  zu- 
sanunensetzt,  bestimmt  und  dieselben  addiert  Die  Multiplikationen  mit  cotg  werden 
zweckmäßig   zeichneiisch   ausgefühit.     Man  könnte   auch   den  Ausdruck  nach  den 

o 

Spannungen  a  oixinen.    Der  Einfluß  von  a,  auf  tCh  ist  dann  =  ff,  — ^,  wo«,dielÄnge 

des  Stabes  2  und  r,  das  I^ot  von  b  auf  2  bedeutet.    Wie  stellt  man  den  Einfluß 
der  Spannung  eines  von  b  ausgehenden  Stabes  z.  B.  den  von  a,  am  bequemsten  dar? 

4:.  Aufgabe.  Gesucht  sei  die  Biegungsünie  (für  die  Richtung  r)  eines 
Stabzuges,  dessen  ^s  und  AiJ  gegeben  sind;  einzelne  Stäbe  haben  aber  die  Rich- 
tung r. 


*)  Zur  besseren  Übei-sicht  wurden  die  Spannungen  0  der  Stäbe  8  und  11  mit 
aufgeführt. 


Übungsau^ben  zu  den  §§  1  bis  3. 
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Lösung,    f^t  Sm  mit  der  Richtung  r  zusammen,  so  schalte  man  nach  Fig.  122 
zwischen  m — 1  imd  m  mittels  starrer  Stäbe,  welche  mit  ««,  Winkel  von  45**  ein- 


schließen, einen  neuen  Knoten  m^  ein,  dessen  Gewicht  ?rmo  =  —  2 
/r«..!  und  tr«,  erhält  man: 

AU  I        ^*«  AU  I        ^*«» 


^*"    ist.     Für 


8, 


8m 


8m 


Fig.  122. 


Ist  Asm  positiv,  so  ist  //•«<,  im  Sinne  ( — r)  anzunehmen.  Figur  122  setzt  also  voraasj 
daß  der  Stab  Sm  gedrückt  wird.  Zu  beachten  ist,  daß  die  Gewichte  in  der  Reihen- 
folge «Tm.i,  Wme^  ?^m  duTch  das  Scilpolygou  verbunden  werden  müssen  wie  dies  in 
Fig.  122  angedeutet  ist. 

5.  Aufgahe.  Es  soll  der  Y erschiebungsplan  für  die  untere  Gurtung  0 — 2 — 4 — 6 
des  in  der  Fig.  123  dargestellten  Trägers  mit  Hilfe  eines  stellvertretenden,  aus  starren 
Gliedern  bestehenden  Stabzuges 
0—1  —  2—3  —  4—5—6  gezeich- 
net werden. 

Die  Lösung  besteht  darin,  daß 
zuerst  nach  Nr.  52  die  Biegungs- 
linie für  die  zur  Bahn  des  beweg- 
hchen  Auflagers  rechtwinklige  Rich- 
tung r  gezeichnet  wird,  weil  dann 
die  Schlußlinie  0"6"  sofort  gegeben 
ist.  Hierauf  wird  der  Linienzug 
6'5'4'3'2'1'0'  nach  Nr.  51  b^ 
stimmt.  Die  Strahlen  00',  02', 
04'  stellen  nach  Größe,  Richtung 
und  Sinn  die  Verschiebimgen  der 
Punkte  0,  2,  4  dar.  —  Von  den 
drei  für  diesen  Träger  in  diesem 

Buche  mitgeteilten  Verfahren  (vergl.  Yie   123 

Fig.  38,  105,  123)  ist  das  ei-ste  im 

allgemeinen  das  einfachste.  Die  Lösung  in  Fig.  105  verdient  den  Vorzug,  sobald 
die  lotrechten  Verschiebungen  5  durch  Rechmmg  bestimmt  weixlen  sollen  und  die 
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zuletzt  angegebene  (Fig.  123)  wird  vorteilhaft,   sobald  die  Winkeländerungen  noch 
zu  anderen  Zwecken  (z.  B.  zur  Ermittlung  von  Nebenspannungen)  gebraucht  werden. 

S»  Aufgabe*  Ein  Fachwerk  sei  in  der  Weise  erzeugt,  daß  zu  einem  Stab- 
dreieck abc  zwei  neue  Stäbe  gefügt  werden,  die  in  einem  neuen  Knoten  d  mit- 
einander verbunden  sind,  hierauf  an  zwei  beliebige  Knoten  dieses  Stabgebildes 
wieder  zwei  Stäbe  mit  einem  Knoten  e  angeschlossen  werden  u.  s.  f.  Es  sollen  die 
Winkeländerungen  dieses  Fachwerks  berechnet  werden. 


Fig.  124. 


Fig.  125. 


Die  Lösttng  stützt  sich  auf  die  Gleichung 

A«i  =zh Aai  +  Air,  cos  o,  -}-  A«j  cos  a, , 

welche  einen  besonderen  Fall  der  auf  S.  98  für  A/  abgeleiteten  Formel  darstellt, 
und  durch  welche  die  Änderung  der  Seitenlänge  «j  eines  Dreiecks  (Fig.  126)  be- 
stimmt ist,  sobald  die  Änderungen  des  Gegenwinkels  imd  der  beiden  anderen  Drei- 
eckseiten bekannt  sind. 

liegt  beispielsweise  das  Fachwerk  in  Fig.  124  vor,  so  berechnet  man  auf  die  in 
Nr.  40  gezeigte  Weise  die  Winkeländerungen  der  Dreiecke  acb  und  abd  und  drückt 
hierauf  die  Änderung  der  Entfernung  cd  durch  die  Längenänderungen  Aac  und  d^ad 
der  Seiten  ac  und  ad  und  durch  die  Winkeländenmg  ä(cad)=z  ^(eab)  —  ^(dab) 
aus.  Jetzt  bestimmt  man  die  Winkeländei-ungen  der  Dreiecke  acd^  cdb  und  cdey 
drückt  Aeb  durch  Acc,  Ac6  und  ^(ecb)  aus,  u.  s.  w. 

Auf  diesem  Wege  lassen  sich  z.'  B.  sämtliche  Winkeländerungen  der  in  den 
Figuren  49  und  50  abgebildeten  Fach  werke  berechnen,  wie  denn  überhaupt  leicht 
einzusehen  ist,  daß  sich  mit  Hilfe  der  Fonnel  für  Asj  imd  mittels  der  in  Nr.  37 
imd  38  durchgeführten  allgemeineren  Untersuchungen  die  in  den  §§  2  und  3  an- 
gegebenen Darstellimgsweisen  auf  ähnliche  Art  erweitem  lassen,  wie  dies  im  §  1 
mit  dem  von  Williot  ursprünglich  auch  nur  für  einen  sehr  einfachen  Fall  gegebenen 
Verfahren  geschehen  ist. 

§  4. 

Einflufilinien  und  Einflufizahlen  für  elastische  Verschiebungen. 

53.  —  Mit  Hilfe  der  in  den  vorigen  Paragraphen  gelehrten  Ver- 
fahren ist  man  imstande,  die  Formänderung  eines  statisch  bestimmten, 
irgendwie  belasteten  Fachwerks  festzustellen.  Es  bedürfen  aber  diese 
Untersuchungen  noch  einer  Ergänzung  für  den  Fall,  daß  der  Einfluß 
der  am  Fachwerk  angreifenden  Lasten  P^,  Pg,  ...  auf  irgendeine  der 
die  Formänderung  bestimmenden  Größen  gesondert  angegeben  werden 
soll,  etwa  zu  dem  Zweck,   die  Grenzwerte  dieser  Größe  (für  welche 
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natürlich  das  Gesetz  von  der  Zusammenzählung  der  einzelnen  Wirkungen 
gelten  muS)  zu  ermitteln.  Zwar  könnte  man  diese  Aufgabe  in  der  Weise 
behandeln,  daß  man  das  Fachwerk  zuerst  nur  mit  P^  belastet,  dann 
nur  mit  P,  u.  s.  w.  und  für  jeden  dieser  Fälle  einen  Verschiebungsplan 
zeichnet;  doch  ist  dieses  Ver&hren  so  umständlich,  daß  die  Aufsuchung 
einer  anderen  Lösung  geboten  erscheint.  Die  Handhabe  hierzu  bietet 
der  Maxwellsche  Satz  von  der  Gegenseitigkeit  der  elastischen  Form- 
änderungen (S.  31),  dessen  Anwendung  zunächst  an  zwei  Beispielen 
gezeigt  werden  soll. 

1.  Aufgabe»  Gesucht  ist  die  Einflußlinie  für  die  Senkung  5^ 
des  Knotenpunktes  m  eines  durch  lotrechte  Lasten  P  beanspruchten 
Fachwerkträgers. 

Man  nehme  das  gewichtslose  Fachwerk  nur  mit  einer  in  m  an- 
greifenden lotrechten  Kraft  Eins  belastet  an,  ermitüe  die  hierbei  ent- 
stehenden Spannkräfte  S 
und  Längenänderungen 
A«  und  bestinmie  (nach 
einem  der  in  §§  1 — 3 
angegebenen  Verfahren) 
die  diesen  As  entspre- 
chende Biegungslinie 
derjenigen  Gurtung  (bei- 
spielsweise ACB\  an 
welcher  die  Lasten  P 
angreifen  sollen.  Ist  nun 
die  bei  k  gemessene 
Ordinate  dieser  Biegungslinie  =  ij»,  so  verschiebt  die  in  m  angreifende 
Last  Eins  den  Knoten  k  im  lotrechten  Sinne  um  ttj^,  und  es  wird  des- 
halb (nach  dem  Maxwellschen  Satze)  eine  in  A;  angreifende  Last  Eins 
den  Knotenpunkt  w  ebenfalls  um  ttj^  vei-schieben.  Hieraus  folgt  aber, 
(laß  die  gezeichnete  Biegungslinie  die  Einflußlinie  für  8^  ist 

Die  Lasten  F^^F<^^P^^  denen  die  Ordinaten  tQi,  TQg?  ""Is  entsprechen, 
verursachen  beispielsweise  bei  m  die  Senkung 

8m  =  ^\^\  +  P%^%  +  Pz%' 
Beispiel  In  Fig.  113  auf  Tafel  2  wurden  die  senkrechten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  eines  Bogenträgers  mit  drei  Gelenken  für  den  Fall  aufgetragen,  daß 
im  Scheitelgelenk  eine  Last  1*=  1000*«'  wirkt.  Die  für  die  untere  und  obere  Gurtung 
erhaltenen  Biegungslinien  sind  daher  die  Einflußlinien  für  die  lotrechte  Verschiebung  U 
des  Scheitelgelenks;  mit  Hilfe  der  ersteren  kann  der  Einfluß  von  Lasten  festgestellt 
werden,  welche  in  den  unteren  Knotenpunkten  angreifen,  mittels  der  zweiten  der 
Einfluß  der  Belastung  der  oberen  Knoten.  Ist  die  oben  angreifende  Verkehrslast: 
p  =  0,665*  f.  d.  Meter  und  jöX  =  0,665.3,0  =  2«  f.  d.  Knotenpunkt,  so  folgt  für 
voUe  Belastung  (also  mit  Vernachlässigung  der  kleinen  negativen  Beitragsstrecken  an 
den  Tragerenden) 

^^=:p\  [2,00  +  2  (1,10  +  0,52  +  0,21  +  0,04)]  =  11,5"-. 


Fig.  126. 
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Ton  der  ständigen  Belastung  ^rX  =  0,37  •  3,0  =  1,11*  eines  Feldes  möge  der 
Teil  ^«X  =  0,27  (Gewicht  der  Hälfte  eines  Feldes  des  Hauptträgei-s)  an  der  unteren 
Gurtung  angreifend  angenommen  werden,  der  Teil  ^^X  =  0,84'  an  der  oberen  Gurtung. 
Die  Durchbiegung  infolge  der  ständigen  Belastung  beträgt  dann: 

^9=gu\  [2,00  +  2  (1,09  +  0,52  +  0,22  +  0,07)] 
+  g^\  [2,00  +  2  (1.10  +  0,52  +  0,21  +  0,04  -  g^-*^)]  =  6,4  — . 

2.  Aufgabe.  Ein  Fachwerk  sei  niit  beliebig  gerichteten  Eräfteu 
Pi,  Pj,  .  .  .  belastet  Gesucht  sei  die  Projektion  8^  der  Verschiebung 
eines  Knotens  C  auf  eine  feste  Richtung  r.  Der  Einfluß  jeder  Last  P 
soll  gesondei-t  angegeben  werden. 

Man  zeichne  den  Yersohiebungsplan  für  den  Fall,  daß  auf  das 
Fachwerk  nur  eine  Last  P^  =  1  wirkt  welche  in  C  angreift  und  die 
Richtung  r  hat  Für  irgendeinen  Knoten  m  ergebe  dieser  Plan  die 
Verechiebung  m"m\  deren  Projektion  auf  die  Richtung  von  P^  mit 
+  h^r  bezeichnet  werden  möge,**)  wobei  das  obere  oder  untere  Vor- 
zeichen gelten  soll,  je 
nachdem  der  Sinn  jener 
Projektion  mit  dem 
Sinne  von  P^  überein- 
stimmt oder  nicht 

Nun  ist  aber  nach  dem 
MaxweUschen  Satze  die 
gesuchte  Verschiebung 
8^^,  welche  Punkt  C 
in  der  Richtung  r  und 
infolge  von  P^  =  1  er- 
fährt, ebenso  gi'oß  wie  die  bereits  dargestellte  Vei^cliiebung  8«,^,  welche 
der  Punkt  m  in  der  Richtung  P^  und  infolge  von  P,.  =  1  erleidet,  und 
daraus  folgt,  daß  der  Einfluß  von  P„  auf  die  Verschiebung  8,.  gleich 
Pi«8^^  ist  Auf  die  gleiche  Weise  findet  man  die  Einflüsse  der  Lasten 
P^,  Pj,  .  .  . ,  so  daß  man  schließlich 

erhält  Die  Größen  8^^,  8^^,  .  .  .  nennen  wir  kurz  die  den  einzelnen 
Lasten  P^,  Pg  .  .  .  entsprechenden  fjinflußxaJilen;  sie  ergeben  sich 
sämtlich  aus  dem  für  P^  =  1  gezeichneten  Verschiebimgsplane. 

54.  —  Das  in  den  vorstehenden  Beispielen  angewandte  Verfaliren 
ist  ein  allgemeines  und  führt  auch  dann  zmn  Ziele,  wenn  die  8  nicht 
Verschiebungen  imd  die  P  nicht  Einzellasten  bedeuten,  sondern  diese 
Buchstaben  zur  Bezeichnung  der  auf  Seite  30  erkläi-ten  Begriffe  ,,  Weg 


Fig.  127. 


** 


')  Die  Knotenpunkte  an  den  Trägerenden  sind  nur  mit  -^.^o^  belastet. 
)  Nach  der  auf  Seite  31  eingefülii-ten  Bezeiehnungsweise. 
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einer  Selasturig^^  und  „Belastung^'  dienen.  Stets  wird  man  die  dar- 
zustellende Größe 

mittels  des  MaxwelLsclien  Satzes  umformen  in 

und  dann  die  Einflußzahlen  8«^,  8^^,  .  .  .  ,  8«^?  ....  einem  für  den 
Zustand  P^  =  1  gezeichneten  A^erschiebungsplane  (an  dessen  Stelle 
häufig  eine  Biegungslinie  treten  darf)  entnehmen.  Es  verdient  hervor- 
gehoben XU  werden,  daß  diese  Begel  aiLcJt  für  statisch  unbestimmte 
Faditrerke  gilt, 

S  5. 

Das  statisch  unbestimmte  Fachwerk. 

a.  Berechnung  der  statisch  nicht  bestimmbaren  GrUben  mittels  des 

Maxwellschen  Satzes. 

55.  —  Wir  haben  bereits  in  der  Einleitung  gezeigt,  daß  die  Be- 
rechnung eines  statisch  unbestinnnten  Fachwerks  in  die  Lösung  zweier 
Aufgaben  zerfällt.  Erstens  sind  die  Spannkräfte  der  Stäbe  und  die 
Stützenwiderstände  mittels  der  Gleichgewichtsbedingungen  dui'ch  die 
gegebenen  Lasten  P  und  gewisse  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  X 
auszudrücken,  und  zweitens  sind  die  Größen  X  mit  Hilfe  von  Gleichungen 
zu  berechnen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Pormveränderung 
des  statisch  bestimmten  Fachwerks,  in  welches  das  unbestimmte  im 
Falle  des  Verschwindens  sämtlicher  Größen  -X^  übergeht,  gewissen  Be- 
dingungen unterwirft. 

Der  einzuschlagende  Weg  ist  meistens  sehr  leicht  zu  finden,  wie 
die  folgenden  Aufgaben  zeigen  werden,  bei  deren  Lösung  wir  von  den 
in  der  Einleitung  angestellten  allgemeineren  Untei'suchungen  zunächst 
nur  den  Maxwellschen  Satz  zu  Hilfe  nehmen,  wäln^end  wir  uns  im 
übrigen  lediglich  auf  die  §§  1 — 3  stützen.  Denn  es  kommt  uns  be- 
sonders darauf  an,  zu  zeigen,  daß  die  Berechnmig  eines  gegebenen 
statisch  unbestimmten  Fachwerks  für  denjenigen  eine  sehr  leichte  Auf- 
gabe ist,  welcher  sich  mit  der  Dai-stellung  der  Formänderung  statisch 
bestimmter  Fachwerke  vertraut  gemacht  hat  und  das  von  uns  kurz 
aLs  Maxwellscher  Satz  bezeichnete  allgemeine  Gesetz  kennt*)     Später 

*)  Die  Untereiichung  von  Fachwerken,  welche  erst  entworfen  werden  sollen, 
ist  nur  insofern  umständlicher,  als  die  statisch  nicht  bestimmbaren  GrößMi  von  den 
zonächst  unbekannten  Stabquei-schnitten  abhängen.  Im  allgemeinen  wird  man  die 
Querschnittsgrößen  zuerst  schätzungsweise  annehmen,  hierauf  die  X  und  S  ermittehi. 
die  erforderlichen  Querschnitte  bestimmen  und  im  Falle  gi'ößerer  Unterschiede 
zwischen  den  gerechneten  und  den  geschätzten  Quei*schnitten  das  ganze  Verfahren 
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Fig.  128. 


werden  wir  auch  die  übrigen  in  der  Einleitung  angegebenen  Verfahren 
verwerten. 

56.  üntersnchimg  eines  über  zwei  Öfltaangen  gestreekten  Balkens 
ACB,  Fig.  128,  welcher  durch  lotrechte  Lasten  P  beansprucht  wird. 

Der  naheliegendste  Bechnungsgang  ist  der  folgende.  Wäre  der 
Widerstand  X  der  Mittelstütze  bekannt,  so  ließen  sich  die  in  Ä  und 
B  angreifenden  Stützendrücke  und  sämtliche  Spannkräfte  S  des  aus 
aneinandergereihten  Dreiecken  bestehenden  Fachwerks  angeben. 

Ninunt  man  zunächst  X  =  0  an,  so  entsteht  ein  einfacher  Balken 

AB^  dessen  Stützenwiderstände  Aq=  ,  _.   j    und  -Bö==~r~L /"  ^^ 

imd  dessen  Spannkräfte  Sq  leicht  gefunden  werden  können,  beispiels- 
weise mittels  eines  Cre- 
^-  monaschen  Kräfteplanes. 

Dieser  einfache  Balken 
wird  an  der  Stelle  C 
eine  lotrechte  Durch- 
biegung  S^  erfahren, 
deren  Größe  sich  nach 
einem  der  in  den  §§  1 
bis  3  gezeigten  Verfah- 
ren ermitteln  läßt  (Das 
gestrichelte  Polygon  in 
Fig.  129  sei  die  Bie- 
gungslinie der  Gurtung 
AGB.)  Denkt  man  jetzt 
die  Kräfte  P  beseitigt 
und  belastet  den  ein- 
fachen Balken]  ^jB  nur 
mit  einer  in  C  angreifenden,  nach  oben  gerichteten  Last  X,  so  wird 
der  Punkt  C  im  lotrechten  Sinne  um  h'X  gehoben,  wobei  h'  die  mit 
Hilfe  eines  zweiten  Verschiebungsplanes  zu  bestimmende  lotrechte 
Senkung  bedeutet,  welche  C  erfährt,  sobald  der  einfache  Balken  AB 
nur  diurch  eine  in  C  angreifende,  lotrechte,  abwärts  gerichtete  Last  von 
der  Größe  1  beansprucht  wird.  Sind  nun  die  Stützen  des  in  Fig.  128 
abgebildeten  Trägers  vollkommen  starr,  so  muß  die  lotrechte  Ver- 
schiebung von  C  gleich  Null  sein,  und  es  folgt  hieraus  die  Bedingung: 
S'-X  =  0,  aus  welcher  sich 


Rg.  129. 


Fig.  130. 


wiederholen.  Vereinfachend  wirkt  hierbei  der  Umstand,  daß  der  Einfluß  der  Be- 
lastung auf  die  Größen  X  nur  von  dem  gegenseitigen  Verhältnis  der  Querschnitte 
abhängt    Vergl.  auch  Nr.  74. 
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-ergibt  Würde  sich,  bei  Aaehgebenden  Widerlagern,  Punkt  C  gegen 
die  relaÜT  festliegend  gedachte  Gerade  ^  J5  in  lotrechter  Richtung  uni 
h^  nach  unten  verschieben,  so  wäre  X  aus  der  Gleichung  h^  —  8'-X  =  8,^ 
zu  berechnen.  Nach  Bestimmung  von  X  können  die  Spannkräfte  S 
in  den  Stäben  des  Balkens  AGB  mittels  der  Formel 

S=^S^  —  8'X 

gefunden  werden,  unter  S'  die  Spannkraft  für  den  in  Fig.  130  dai- 
gestellten  Belastungsfall  -X  =  —  1  verstanden,  und  ganz  ebenso  erhält 
man  die  Stützenwiderstände: 

A  =  A^  —  ÄX,  B  =  Bq  —  B'X. 

Den  Einfluß  von  Temperaturänderungen  wird  man  stets  gesondert 

bestimmen;  man  wird  also  die  Verschiebung  8^  des  durch  die  Lasten  P 

beanspruchten  Balkens  AB  (Fig.  129)  unter  der  Voraussetzung  ermit- 

S  s 
teln,  daß  die  Stäbe  die  'Längenänderungen  A5o  =  -^^  erfahren,  und 

schließlich  wird  man  mit  ffilfe  eines  dritten  Verschiebungsplanes  diejenige 
lotrechte  Verrückung  8,  feststellen,  welche  der  Punkt  C  des  ein&chen 
Balkens  AB  erfährt,  sobald  sich  die  Stablängen  um  tkSt  =  &ts  ändern. 
Der  entsprediende  Widerstand  der  Mittelstütze  ist  dann: 


X.  =  l-^ 


/  * 


er  erzeugt  im  Träger  AGB  (Fig.  128)  die  Spannkräfte:  S,  =  —  S'X,. 
Im  Falle  gleichmäßiger  Erwärmung  sämtlicher  Stäbe  ist  8,  =  0,  sobald 
die  drei  Punkte  J,  J5,  C  in  derselben  Wagerechten  liegen. 

Unsere  Au^be  ist  hiermit  gelöst.  Die  Auflösung  leidet  aber 
noch  an  einer  Weitläufigkeit,  die  darin  besteht,  daß  8^  für  jeden  zu 
imtersuchenden  Belastungsfall  von  neuem  bestimmt  werden  muß.  Diese 
Schwierigkeit  läßt  sich  nun  durch  Anwendung  des  MaxweUschen  Satzes 
leicht  heben.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  hj  die  dem  Bjioten  7n 
entsprechende  Ordinate  der  in  Fig.  130  für  den  Zustand  X  =  —  1  ge- 
zeichneten Biegungslinie,  so  darf  man  schließen:  Eine  in  G  angi^eifende 
lotrechte  Last  Eins  senkt  den  Punkt  m  um  8„',  und  es  wird  daher 
eine  in  m  angreifende  Last  Eins  den  Punkt  G  ebenfalls  um  8'  senken 
und  eine  Last  P^  wird  auf  die  Senkung  8o  den  Einfluß  8^  =  P^iJ 
ausüben.    Daraus  folgt  aber 

8q=  Pi8i'+  Pjj82  +...-}"  Pm^m  +  •  •  •   ) 

und  es  istj^daher  der  Einfluß  der  Lasten  P  auf  X 
Man  darf  aussprechen: 


*)  Vergl.  auch  Seite  138. 
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Die  für  den  Zustand  -X  =  —  1  gezeichnete  Biegungslinie  der  zur 
Aufnahme  der  Lasten  bestimmten  Gurtung  ist  die  Einflußlinie  für  X, 
Der  Multiplikator  dieser  Linie  ist  =  1 1  5'. 

57.  üntersnchimg  eines  Faohwerkbogens  mit  Eämpfergelenken  und 
ohne  Seheitelgelenk,  Fig.  131.  Der  Träger  sei  durch  beliebig  gerichtete 
Lasten  P  beanspnicht.     Die  an  den  festen  Auflagergelenken  A  und  B 

angreifenden  Widerstände 
seien  in  die  zur  Geraden 
AB  rechtwinkligen  Seiten- 
kräfte A  und  B  und  die 
in  die  Gerade  AB  fallen- 
den Seitenkräfte  C  und  A'^ 
zerlegt 

Wird  AT  =  0  ange- 
nommen, wird  also  das 
feste  Auflagergelenk  durch 
ein  in  der  Richtung  AB 
bewegliches  Lager  ersetzt, 
so  geht  das  Fachwerk  in 
ein  statisch  bestimmtes  über 
(Fig.  132).  Die  Auflager- 
kräfte Aq,  j5q,  Cq  imd  die 
Spannkräfte  Sq  lassen  sich 
für  diesen  Zustand  leicht 
angeben. 

Um  X  zu  ermitteln, 
wird  das  erhaltene  statisch 
bestimmte  Fachwerk  mit 
einer  Kraft  Jf  =  —  1  be- 
lastet (Fig.  133),  welche 
die    Spannkräfte    5'   und 


i» 


Fig.  131—133. 
S's 


Änderungen  (Ag)^=  ^^    der  Stablängen  hen'oniift:    dann   wird  für 

diese  Angriffsweise  ein  Verschiebungsplan  gezeichnet. 

Dieser  Plan  möge  für  den  Punkt  B  die  zu  AB  parallele  Ver- 
schiebung B''B'=  h'  liefern  und  für  irgendeinen  Knotenpunkt  m  die 
Verschiebimg  m'm.    Bezeichnet  hj,  die  Projektion  der  Strecke  m'm 
auf  die  Richtung  von  P«,  so  folgt: 

Eine  in  B  und  im  Sinne  AB  angreifende  Ki*aft  1  verschiebt  den 
Punkt  m  im  Sinne  von  P^  um  8„.',  imd  es  wird  deshalb  eine  in  m 
angreifende  Last  P„  =  1  eine  Verlängerung  der  Stützweite  AB=  l  um 
8^'  verursachen  und  (4ne  Last  P^  eine  Verlängerung  um  P«8«'.    Da 
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nun  eine  von  B  nach  A  gerichtete  Kraft  X  eine  Verkürzung  von  AB 
um  Xh'  herbeifühit,  so  beträgt  die  Ändeining  von  /  im  ganzen: 

Hieraus  folgt  aber  für  das  Bogenfachwerk  in  Fig.  131  für  den  Fall 
unbeweglicher  Widerlager  (d.h.  für  AZ  =  0): 

Geben  die  Widerlager  nach  und  verschiebt  sich  hierbei  B  gegen  A 
um  5^,  so  ändert  sich  X  um  einen  Wert  AJX",  der  durch  die  Gleichung 

K  =  —  ^Xh' 

gegeben  ist  Den  Einfluß  Xt  einer  Temperaturänderung  findet  man, 
indem  man  die  Änderungen  ls,  =  &ts  der  Stablängen  berechnet,  die 
hierdurch  bedingte  Vergrößerung  8<  der  Strecke  AB  mit  Hilfe  eines 
A^erschiebungsplanes  bestimmt  und  die  Bedingung  0  =  8,  —  X^h'  auf- 
stellt   Es  ergibt  sich: 

AX  =  — i4t   und  A^=l  ^' 


8'    —  -*      -  5' 
Bei  gleichmäßiger  Erwärmung  ist  8,  =  6^t 

Sobald  X  bekannt  ist,  können  sämtliche  Spannkräfte  S  des.  Bogen- 
fachwerks  mittels  der  Formel 

S=So—S'X 

berechnet  werden.     Für  die  Stützen wideretände  erhält  man:  A  =  A^q 
B  =  Bq,  C=  Cq-\- X, 

68.  Der  Binder  eines  Freidaches  (Fig.  134)  sei  bei  B  und  C 
mittels  fester  Auflagergelenke  und  außerdem  noch  durch  eine  Stange 
AD  gestützt,  welche  bei  D  gelenkartig  mit  dem  Widerlager  ver- 
bunden ist. 

Der  Träger  wird  statisch  bestimmt,  sobald  der  Stab  AD  (dessen 
Spannkraft  =r  X  sei)  weggenommen  wird.  Für  diesen  Zustand  X  =  0 
werden  die  Spannkräfte  Sq  ermittelt  und  hierauf  wird  der  Verschiebungs- 
plan für  den  in  Fig.  136  dargestellten  Zustand  X  =  —  1 ,  dem  die 
Spannkräfte  S'  entsprechen  mögen,  aufgezeichnet*)  Die  Vei^scliiebung 
von  A  sei  dargestellt  durch  den  Polstrahl  0A\  diejenige  von  m  durch 
Om',  Die  Projektion  von  OA'  auf  die  Richtung  von  AD  sei  8'  (posi- 
tiv im  Sinne  der  in  Fig.  136  angenonmienen  Kraft  1),  diejenige  von 
Om'  auf  P„  sei  8„.'  (positiv  im  Sinne  von  PJ).  Dann  kann  wie  in 
der  vorigen  Aufgabe  mittels  des  Maxwellschen  Satzes  die  Beziehung 
gefunden  werden: 
AZ  =  2P^8«'  — X8', 

*)  Beispielsweise  nach  dem  in  Nr.  32  angegebenen  Verfahren. 
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wo  l   die  Länge   des  Stabes  ÄD  bedeutet     Besitzt   dieser  Stab  den 
Querschnitt  jp\  und    die  Elastizitätsziffer  E^,    so    ist  seine  durch  die 

Spannkraft    X    hervorgebrachte    Längen- 

änderung: 


ÜZ  = 


XI 


uiid   man    erhalt   schließlich   für  X   den 
Wert: 


a:  = 


SP»».' 


8'  + 


l 


*"»«• 


/w 


Wird  noch  der  Einfluß  einer  Ändenm^ 
der  Temperatur  gesucht,  so  bestimmt  man 
mit  Hilfe  eines  zweiten  Verschiebungs- 
plaiies  die  von  den  Änderungen  A5  =  e^5 
heiTührende  gegenseitige  Verschiebung  8< 
des  Punktepaares  J,  Z>  und  stellt  die  Be- 
dingung auf: 

til  =  \  —  XX, 

in  welche  für  AZ  jetzt  der  Wert: 

XI 

einzusetzen  ist,  unter  «^  imd  t^  die  Aus- 
dehnungsziffer und  die  Temperaturänderung 
des  Stabes  AD  verstanden.    Man  findet: 

JL,  = ^ 

59.  ünterBnohimg  des  in  Fig.  137  dargestellten  Daohstiihls  einer 
dreisoUfflgen  Halle.  Bei  Ä  ist  ein  festes,  bei  B  ein  auf  wagerechter 
Bahn  bewegliches  Auflagergelenk  angeordnet  CD  und  EF  sind  Säulen 
mit  Kopf-  und  Fußgelenken  (sogenannte  Pendelsäulen  oder  Schwing- 
stützen). Die  lotrecht  wirkenden  Widei-stände  X^  und  X^,  der  Säulen 
sollen  als  die  statisch  nicht  bestinunbai-en  Größen  eingeführt  wei-den; 
ihre  Angriffspunkte  erhalten  die  Ordnungsbuchstaben  a  und  b. 

Den  Zustand  JC„  =  0,  JC^  =  0  (den  wir  kurz  den  Zustand  -X  =  0 
nennen  wollen)  zeigt  Fig.  138;  die  Zustände  X^  =  —  1  und  Xi  =  —  1 
sind  in  den  Figuren  139  und  140  dai-gestellt  worden.  In  allen  drei 
Fällen  handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  eines  einfachen  Fachwerk- 
balkens ÄB'^  die  Stützenwiderstände  und  die  Spannkräfte  (Sq^  S„,  S^) 
lassen  sich  also  leicht  ermitteln.     Ist  dies  geschehen,  so  werden  die  von 


Fig.  134—136. 
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den  Spaiinki-äften  Sa  und  Sj,  sowie  von  Temperaturänderungen  /  her- 
vorgerufenen Längenänderungen 


^5*  = 


S,S 

EF' 


A5(=  tts 


berechnet   und  die  durch  diese  As  verursachten  Verschiebungen  der 
Knotenpunkte  ennittelt 


Fig.  137  u.  138. 


Fig.  139  u.  140. 


Der  erste  dieser  Pläne  liefert: 
S««=  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P«*) 


.<  -X^k=  — 


infolge  Xa 
1**).  Xa 
1       „    X„ 


Der  zweite  Plan  liefert: 


8.fc  =  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P» 


'«» 


8.»  = 


.,  X^- 
X 


infolge  JYj 
-1  ,,  X}, 
-1  Y 


— 1 

—  1 

—  1. 


1 
1 


=  — 1 


Der  dritte  Plan  endlich: 
5„,  =  Verschiebung  von  m  im  Sinne  von  P, 


infolge  der  t 


=  — 1 


8».= 


b    ., 


X»=— 1 


-'i^» 


?5 


?J 


/. 


*)  Abgeküi'zte  Ausdrueksweise  an  Stelle  von:  0««  =  Projektion  der  Vei-schie- 
bung  von  m  auf  die  Kichtung  von  P«,,  positiv  im  Sinne  von  P«.  Zu  beachten  ist, 
daß  der  zweite  Buchstabe  des  an  Ö  gesetzten  Doppelzeigers  stets  auf  die  Ursache 
der  Verschiebung  hinweisen  soll  und  mit  dem  Zeiger  der  Belastung  X  übereinstimmt. 
**)  Diese  Verschiebung  \\\v(\.  also  positiv  gezählt  im  Sinne  der  in  a  (Fig.  139) 
angenommenen  Last  1. 

Mfiner-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  10 
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(Narli  doni  Max welLschen  Satze  muß  sich  Sa»==8fca  herausstellen,  eme 
Bodingung,  die  zur  Prüfung  der  Zuverlässigkeit  der  Zeichnung  benutzt 
worden  kann.) 

Die  Gleichungen  zur  Berechnung  der  -Y  ergeben  sich  nun  wie  folgt. 

Die  auf  das  Fachwerk  AB  wirkenden  Belastungen  P^,  Jf„,  -X 
werden  im  Yorein  mit  Temperaturänderungen  t  und  etwaigen  anderen 
Ursachen  (z.  B.  Bewegungen  der  Widerlager  A  und  B)  die  Punkte 
a  und  b  im  Sinne  JV„  =  —  1  und  A"^  =  —  1  um  Strecken  8«  und  Sj 
vei*schieben ,  welche  geradlinige  Fimktionen  der  P,  -Y„,  JV^,  t  .sind*) 
imd  sich  auf  die  Form  bringen  lassen: 

8„=  2P^8„^ ^J>au AftSaft  +  8««  +  ^ 

8*  =  ^  Pm^bm  -Y„8fc„  -Yj8j6   -f-  84,  -|-  8ft 

wobei  die  Größen  8„^  und  \^  den  Einfluß  jener  „anderen  Ursachen*' 
zum  Ausdruck  bringen.  Die  Koeffizienten  der  X  sind  bereits  vorhin 
erklärt  worden  (8„„  ist  z.  B.  der  Wert,  den  8«  anninunt,  wenn  nur  die 
Ui*sache  X^  =  —  1  wii*kt)  und  ganz  ebenso  lassen  sich  die  8««  und 
\„  deuten,  welche  bezw.  den  Einfluß  von  P^  =  l  auf  8«  und  8^ 
dai'stellen. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Maxwellschen  Satze  die  Yerschiebung  8««, 
welche  a  im  Sinne  A"„  =  —  1  und  infolge  der  Last  P„  =  1  erfährt, 
ebenso  gi'oß  wie  die  Yei^cliiebung  8««  von  m  im  Sinne  von  P^  her- 
vorgerufen durch  A„  =  —  1,  und  in  gleicher  Weise  ergibt  sich 
5^^  =  8«t,  so  daß  obige  Gleichungen  übergehen  in 

8„  =  2  P,„8„„  —  A„8„a  —  -Yft8a»  -|-  8«^  -f-  8 
Sfc  =  2  P«8„.t  —  -Y«8fta  —  X^hif,  -f-  \t  4"  8i 

Die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  8  sind  mit  Ausnahme  der 
hau,  und  8j«,  durch  die  vorliin  angeführten  drei  Yerschiebungsplane  be- 
reits bestimmt;  für  8«  und  84  sind  die  loti'echten  Yerschiebungen  der 
Stützpunkte  a  und  b  einzuführen. 

Setzen  wir  bei  A  und  B  starre  Widerlager  voraus,  nehmen  wir 
femer  an,  daß  weitere  Ursachen,  welche  „Störungsglieder"  8««,,  h^„  er- 
zeugen, nicht  vorhanden  sind,  so  ist  8„«,  =  0,  8»«,  =  0.  Yemachlässigen 
wir  noch  die  Zusammendrückung  der  Grundpfeiler  der  Säulen  und  des 
Baugmndes,  so  ist  8«  gleich  der  Yerkürzung  der  durch  X^  auf  Druck 
beanspruchten  Säule  CD^  vermindert  um  die  Yerlängenmg,  welche 
diese  Säule  infolge  dei*  Temperaturerhöhung  erfähit**) 

*)  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  Einleitung  eröi-tei-t  worden;  sie  folgt  aber  auch 
ohne  weiteres  aus  den  ITntei-suchiingen  in  den  §§  1 — 3;  denn  zwischen  den  auf 
feste  Richtungen  projizierten  Verechiebimgen  Ö  und  A«  bestehen  nur  Beziehimgen 
ersten  Grades,  ebenso  zwischen  den  As  imd  den  Lasten. 

**)  Es  ist  streng  darauf  zu  achten,  daß  bei  der  Untersuchung  des  Einflusses 
der  Bewegungen  der  Stützen  auf  die  Glieder  Ö««*  und  Öt»  nur  die  Widerlager  des 
statisch    l)estimmten  Trägers   (hier   der  einfache  Balken  AB)  in  Betracht  konunen; 
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Es  ergibt  sich: 

worin  E„.  F„,  t„,  e«,  A„  beziehungsweise  die  Elastizitätsziffer,  den  Quer- 
schnitt, die  Temperaturerhöhung,  die  Ausdehnungsziffer  für  ^  =  1  ^  und 
die  Länge  der  Säule  CD  bedeuten;  und  ebenso  folgt: 

Jetzt  können  die  Größen  X„,  Xj,  aus  den  beiden  für  h„  und  8^  ab- 
geleiteten (Heichungen  berechnet  und  hierauf  die  Spannkräfte: 

S  =  aSq  S„\a Äfc Aj 

bestimmt  werden. 

60.  Obnngsanfgaben.  l)er  im  voi-stehenden  Beispiele  eingeschlagene 
Weg  fühi-t  bei  jedem  statisch  unbestimmten  Fachwerke,  welches  sich 
durch  Beseitigung  von  überzähligen  Stäben  und  Auflagerbedingungen 
in  ein  statisch  bestimmtes  venvandeln  läßt,  zum  Ziele.  Treten  mehrere 
statisch  nicht  bestimmbare  Größen  X„,  A»,  A^,  .  .  .  auf,  so  erhält  man: 

S«  =  SP«8«„ -V„8„„ -^ftSaft -^c8oc •    •    •    •  -|-  ^af  +  ^aw 

^v  /    8*  =  ^J^m^mb  -^"aSfta  -YjSftj  -X^cSfte •    •    •    •  -|-  Sft«  +  8*^ 

I    8^  =  S  Pm^^r  -YaSf  a  -^^8^6  -^c8^*  •    •    •    •  -|-  8^«  +  hcw 

Die  aLs  Koeffizienten  der  P  und  A  auftretenden  8  sind  bestimmt, 
sobald  die  den  Belastungszuständen  A„  = — 1,  A^  = — 1,  X„  =  — 1 . . . 
entsprechenden  Verschiebungen  der  Knotenpunkte  ermittelt  worden  sind. 
Die  8„^,  ij,^,  8^«  .  .  .  werden  in  der  Regel  =  0  gesetzt.  Will  man 
sie  berücksichtigen,  so  beachte  man,  daß  (nach  Seite  35)  8„«,  =  —  L«, 
8j^  =  —  Lj,  ...  ist  wobei  L«  die  vii-tuelle  Arbeit  der  Stützenwider- 
stände des  statisch  bestimmten  Hauptnetzes  für  (Umi  Belastungszustand 
A«  =  —  1  ist,  Lb  für  den  Zustand  A»  =  —  1,  u.  s.  w.  Die  8«,  8^, 
h^ . . ,  werden  schließlich  gewissen  Bedingungen  unterworfen  und  hierauf 
werden  die  Gleichungen  (I)  aufgel()st  Deni  Leser  wird  empfohlen,  an 
dieser  Stelle  das  in  der  Einleitung  vorgeführte  Beispiel  noch  einmal 
an  der  Hand  des  Maxwellschen  Satxes  dnrchxngehen  und  dann  die  in 


die  A«  und  A*  sind  gewissennaßen  Liusten,  welche  außer  den  /'  auf  diesen  statisch 
bestimmten  Träger  wirken.  Die  Bewegungen  der  überzähligen  Stiitzenpunkte  {C  und  E) 
werden  bei  Aufeteliimg  der  Bedingimgen  beriicksichtigt,  denen  die  Verschiebungen 
d«  und  Ö6  schließlich  unterworfen  werden.  Als  weitere  Ursachen  von  Störungs- 
güedeni  Ö««,  und  S»«,  kommen  in  Wirklichkeit  nur  noch  künstliche  ^Vnspannungen 
und  unrichtige  Ablängungen  von  Stäben  in  Betracht;  diese  lassen  sich  aber  nach 
Seit©  36  bei  Wahl  der  Temperaturen  t  berücksichtigen.  In  der  Kegel  werden  die 
Glieder  8«»  und  Äj«,  gestnchen,  da  sie*  sich  schwiei-ig  schätzen  lassen.  Vergl.  auch 
Seite  22  den  letzten  Absatz. 

10* 
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den  Figuren  141  bis  145  abgebüdeteii  Fachwerke  in  derselben  Weise  zu 
behandeln.  Welche  Größen  als  statisch  nicht  bestimmbar  einzufühi-en 
sind,  ist  in  den  Mguren  angegeben  worden.  Feste  Anflagergelenke 
sind  mit  (ff)  bezeichnet 


KfvMyM^I 


m 


Fig.  141. 


Fig.  142. 


Fig.  143. 


Fig.  144. 


Fig.  145. 

61.  Über  die  Wahl  der  Größen  X  In  der  Regel  wird  es  nicht 
schwer  fallen,  diejenigen  Spannkräfte  und  Stützenwiderstände  eines 
statisch  nnbestimmten  Fachwerks  herauszufinden,  welche  zweckmäßig 
zu  den  mit  Hilfe  von  Elasti^itätsgleichungen  zu  bestinunenden  Größen  X. 
gewählt  werden.  Yor  allem  wird  man  danach  streben,  daß  das  statisch 
bestimmte  Fachwerk,  welches  durch  Beseitigung  der  als  überzählig 
bezeichneten  Stäbe  und  Auflagerbedingungen  gewonnen  wird,  möglichst 
einfach  ist  So  leuchtet  z.  B.  ohne  weiteres  ein,  daß  die  in  Nr.  57 
durchgeführte  Verwandlung  des  Bogens  mit  zwei  festen  Gelenken  in 
ein  Fachwerk  mit  einem  festen  und  einem  beweglichen  Gelenke  zweck- 
mäßiger ist  als  die  Verwandlung  in  einen  Bogenträger  mit  drei  Gelenken, 
zu  welcher  man  durch  Wegnahme  eines  Gurtstabes  gelangt  wäre;  denn 
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die  Darstellung  der  Formäudemng  ist   für  diesen  Bogenträger  et\\'as 
umständlicher  als  füi*  das  Pachwerk  in  Fig.  132. 

Sodann  ist  hervorzuheben,  daß  nicht  jeder  Stab  und  jede  Auf- 
lagerbedingung eines  statisch  unbestimmten  Pachwerks  als  überzählig 
bezeichnet  werden  dürfen.  Wollte  man  z.  B.  bei  dem  in  Fig.  146  ab- 
gebildeten sichelförmigen  Bogenti'äger,  dessen  Gui-tstäbe  EO  mid  JF 
sich  in  einem  Punkte  C  der  Geraden  AB  schneiden,    die  Spannkraft 


Fig.  146. 


des  Schrägstabes  EF  zui*  Grciße  X  wählen,  so  würde  man  mit  -X  =  0 
einen  Bogenträger  mit  einem  Gelenkviereck  erhalten,  der  zwar  im  all- 
gemeinen steif,  im  vorliegenden  Sonderfalle  aber  von  unendlich  kleiner 
Beweglichkeit  wäre,  da  die  diei  Punkte  -4,  C,  B  in  dieselbe  Gerade 
fallen.  Daß  EF  ein  notwendiger  Stab  ist,  mithin  nicht  entfernt  werden 
darf,  erkennt  man  auch,  wenn  man  die  Spannkraft  D  des  Stabes  EF 
mittels  des  Kittei'schen  A^erfahreus  berechnet,  d.  h.  die  Siunme  der  auf 
den  Drehpunkt  C  bezogenen  Momente  der  am  Trägerteile  links  vom 
Schnitte  ti  angreifenden  Kräfte  =  0  setzt  In  dieser  Gleichung  kommen 
außer  D  nur  noch  die  Tjasten  I\^  P^  und  der  Stützen widei-stand  A 
vor,  imd  für  den  letzteren  findet  man  aus  der  Momentengleichung  für 

den  Punkt  B  den  Werf  A  =  — -, — ,  so  daß  für  D  ein  nur  von  den 

Kjüften  P  abhängiger  Ausdi-uck  erhalten  wird,  der  nur  bei  ganz  be- 
stimmter La.st\'erteilung  vei-schwindet 

Ein  besondei-s  lehn-eiches  Beispiel  bietet  der  Träger  in  Fig.  147*), 
welcher  drei  feste  Auflagergelenke  A,  jB,  C  und  zwei  Mittelgelenke  D 
und  E  besitzt  und  einfach  statisch  unbestimmt  ist.  Er  sei  so  geformt, 
daß  sich  die  Geraden  AD  und  CE  in  einem  Punkte  F  der  Senkrechten 
durch  B  schneiden. 

Sind  die  Scheiben  1  und  II  unbelastet,  so  gehen  die  Widei'stände 
der  Stützen  A  und  C  beziehungsweise  durch  die  Gelenke  D  imd  E, 
Zerlegt  man  nun  den  Widei^stand  der  Jlittelstütze   in  die  senkrechte 


')  Vergl.  auch  Fig.  143,  Seite  148. 
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Seitenkraft  B  und  in  die  wagerechte  H^  und  belastet  die  Scheibe  III 
mit  einer  Kraft  P,  so  erhält  man  (mit  den  in  die  Figur  eingetragenen 
Hebelarmen  h  und  r)  die  Oleichgewichtsbedingung 

Hh=^Pr 

und  erkennt  daß  H  im  allgemeinen  nicht  =  0  gesetzt  werden  darf; 
und  in  der  Tat  fühi-t  die  Beseitigung  der  wagerechten  Stützung  des 
l^inktes  B  zu  einem  Fachwerke,  welches  zwar  die  erforderliche  Anzahl 
von  Stäben  und  Auflagerbedingungen  besitzt  trotzdem  aber  verschieblich 
ist  wie  am  sichei-sten  und  einfachsten  mit  Hilfe  der  im  Band  I  Ab- 
schnitt XUI  eingeführten  Figur  F'  nachgewiesen  werden  kann.  Zu 
diesem  Zwecke  ei-setzen  wir  zunächst  die  steifen  Scheiben  I,  H  und  HI, 
deren  (iestalt  für  die  anzustellende  Ilntei-suchung  gleichgültig  ist  durch 
einfacher  gefonnte,  nämlich  I  und  II  (hu*(»h  je  einen  Stab  und  IH  durch 
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Fig.  147. 


Fig.  148. 


ein  Dreieck  (Fig.  148):  sodann  verbinden  wir  jedes  feste  Auflager- 
gelenk durch  xwei  Stäbe  und  das  bewegliche  Auflagergelenk  durch 
einen  in  die  Richtung  des  Stützenwiderstandes  B  fallenden  Stab  mit 
dem  die  (ifesamtheit  der  Widerlager  voi-stellenden  Dreiecke  HJK  und 
erhalten  auf  diese  Weise  ein  sehr  leicht  zu  übersehendes  Fachwerk. 
Daß  sich  nun  für  dieses  Stabgebilde  eine  Figur  {F')  zeichnen  läßt 
welche  tlei*  Fachwerksfigur  {F)  unälmlich  ist  ^^hrt  ein  Blick  auf  die 
Abbildung  148*);  luid  damit  ist  bewiesen,  daß  jenes  Fach  werk  be- 
weglich ist  Die  Beweglichkeit  ist  allerdings  —  starre  Stäbe  voraus- 
gesetzt —  eine  unendlich  kleine,  der  Ti'äger  ist  aber  infolgedessen 
unbrauchbar. 

Es  m()ge  schließlich  noch  darauf  hingewiesen  werden,  daß  im  all- 
gemeinen (»in  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  mit  Hilfe  der  Figur  JF" 
auf  Beweglichkeit  untersucht  werden  muß,  noch  ehe  auf  die  Fi'age, 
welche  (inißen  mit  X  zu  bezeichnen  sind,  eingegangen  wird;  denn  es 
kann  vorkommen,  daß  die  Beweglichkeit  nicht  eiNt  durch  Beseitigung 


*)  Die  Punkte  A\   C\  H\  J\  A"  wurden   mit  den  entsi)i'e<'henden  Piuikteu 
Ä.  C  //,  •/,  Ä"  zusammenfallend  angenonnnen. 
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von  Stäben  oder  Auflagerkräften  herbeigefühi't  wird,  sondern  schon 
vorher  besteht.  Beispiele  hierfür  bieten  die  Figuren  149  und  150. 
Erstere  stellt  ein  ebenes  Stabgebilde  von  endlicher  Beweglichkeit  vor, 
was  leicht  zu  erkennen  ist,  w^eil  das  Gebilde  aus  der  Form  a  in  die 
Form  h  gebracht  werden  kann,  und  letztere  zeigt  ein  ebenes  Fach- 
werk, welches  selbst  dann  von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  sein 
würde,  wenn  sämtliche  Stäbe  starr  wären:  denn  die  Scheibe  1 — 2 — 3 — 4 
kaim  sich  so  lange  um  den  Punkt  (\  in  welchem  die  Achsen  der  an 
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Fig.  149. 


Fig.  150. 


der  Scheibe  angi*eifenden  Stäbe  zusammentreffen,  drehen,  bis  jene 
Achsen  nicht  mehr  durch  einen  Pimkt  gehen,  was  nach  einer  unendlich 
kleinen  Drehimg  der  Scheibe  der  Fall  sein  wird.  Bezüglich  der  Stab- 
gebilde von  unendlich  kleiner  Beweglichkeit  verweisen  wir  noch  auf 
die  in  der  Einleitung,  Seite  37,  angestellten  Betrachtungen.  Dort  wurde* 
gezeigt,  daß  bei  solchen  Fachwerken  die  Yei-nachlässigung  der  Längen- 
änderangen  der  Stäbe  nicht  erlaubt  ist,  auch  heivoi'gehoben,  daß  der- 
artige Stabwerke  als  Träger  ungeeignet  sind. 

b.  Aufstellung  von  Elastizitätsgleichungen,  deren  jede  nur  eine  Unbekannte 

enthält. 

62.  Allgemeines.  Die  ElastLsitätsbedinguugen  I  auf  Seite  149 
(s.  auch  Seite  35,  Gleich.  36)  lassen  sich  stets  so  umformen,  daß  in 
jeder  Bedingung  nur  eine  Unbekannte  A"  voi-kommt,  welche  dann  ohne 
weiteres  aus  dieser  (xleichung  berechnet  wei-den  kann.  Um  dies  zu 
erreichen,  muß  man  die  statisch  nicht  bestimmbaren  (Größen  so  wählen, 
daß  alle  diejenigen  Koeffizienten  6  der  X  veischwinden,  welche  einen 
aus  zwei  veischiedenen  Buchstaben  gebildeten  Zeiger  haben,  nämlich: 

Es  ergeben  sich  dann  die  einfachen  Beziehungen: 

(II)  {   K  =  2P^5„6    Xi,hi^  +  hbt  +  Sft, 
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Diese  XJmforinuug  bezweckt  nicht  allein  die  Umgehung  der  an 
lind  für  sich  einfachen  Aufgabe,  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten 
aufzulösen,  sondern  auch  die  Vermeidung  größerer  Fehler,  die  bei  An- 
wendung der  Bedingungen  (I)  meistens  unausbleiblich  sind,  sobald  die 
Verschiebungen  h  auf  xeicknerischem  Wege  ermittelt  werden.  liegt 
beispielsweise  ein  zweifach  statisch  unbestimmtes  Fachwerk  vor,  für 
welches  der  Einfluß  einer  Einzellast  P„  auf  die  Größen  X^  und  Xi,  an- 
gegeben werden  soll,  so  hat  man  (wenn  8.  =  0  und  56  =  0  sind): 

0  ==  Pm^ma  X„haa X^hah 

0  =  Pmf>mb  -'^aSfta  -Xj8fc6 

und  hieraus: 

j^o^  SifigSd» 8tH>8o6  Xj     SmftSgg Si^gSta 

Pm  KaKh ^ab^         '        Pm  Kahh Kb* 

Man  erhalt  also,  falls  die  Glieder,  aus  denen  die  vorstehenden  Brüche 
bestehen,  positiv  sind,  die  -X:P  als  Verhältnisse  von  Unterschieden 
imd  kann  schon  bei  geringen  Zeichenfehlem  zu  ganz  unrichtigen  Er- 
gebnissen gelangen.  Wurden  z.  B.  für  Zähler  und  Nenner  von  X„ :  P„ 
cüe  Wei-te  151,87  —  149,12  =  2,75  und  223,81  —  220,58  =  3,23  anstatt 
der  genaueren:  151,58  —  149,34  =  2,24  und  224,67  —  220,68  =  3,99 
erhalten,  so  findet  man 

bekommt  also  trotz  der  geringen  Fehler  in  den  einzelnen  Zahlen  einen 
um  52%  zu  großen  Wert  X„ :  P^. 

Nach  den  Erfalirungen  des  Verfassers  empfiehlt  sich  die  Anwendung 
<ler  Gleichungen  (I)  bei  mehrfach  statisch  unbestimmten  Fachwerken  nur 
dann,  wenn  die  Verschicbungen  8  dm*ch  Rechnung  ermittelt  werden 
imd  zwar  auf  mehrere  Dezimalstellen,  die  erst  nach  Bestimmung  der 
X  zum  Teü  abzuwerfen  sind.  Meistens  kommen  nur  parallele  Lasten 
in  Betracht,  in  welchem  Falle  nur  die  Berechnung  von  Biegungslinien 
nach  dem  in  Nr.  49  gelehrten  Verfahren  verlangt  wird. 

Entscheidet  man  sich  aber  für  die  Anwendung  von  Verschiebimgs- 
plänen,  so  forme  man  die  Gleichungen  (I)  auf  die  im  folgenden  ge- 
lehrte Weise  in  (ü)  um.  Dabei  wird  sich  zeigen,  daß  diese  Umwand- 
lung bei  Fachwerken  von  niediigerem  Grade  statischer  Unbestimmtheit 
(und  diese  kommen  ja  fast  allein  vor)  sehr  einfach  ist.  Je  gi'ößer  die 
Anzahl  der  X,  desto  umständlicher  wird  es,  die  Gleichungen  (E)  her- 
beizuführen. 

Vorausgeschickt  werde  noch,  daß  in  Nr.  63  bis  66  die  X  ent- 
weder Einzelkräfte  oder  Momente  von  an  starren  Scheiben  angreifenden 
Kräftepaaien  bedeuten.  Im  ersten  Falle  bezeichnet  das  zugehörige  8 
eine  AY'i-scIücbun^^   im  zweiten   einen  (im  Bogenmaß  ausgedrückten) 


§  5.   Das  statisch  unbestimmte  Fachwerk.  153 

Drelumgs\vinkel.  Ist  also  z.  B.  A'„  eine  im  Punkte  a  angreifende 
Einzelkraft,  so  bedeutet  8„  die  Projektion  der  Verschiebung  von  a 
auf  die  Bichtung  X^.  Stellt  X„  das  Moment  eines  an  einer  stanen 
Scheibe  [a]  angreifenden  Ei'äftepaares  vor,  so  gibt  5«  den  Winkel 
an*  um  den  sich  die  Scheibe  [a]  dreht  Die  8„,  8^,  ...  werden  in 
entgegengesetztem  Sinne  positiv  gezählt  wie  die  zugehörigen  Größen  X, 
Bezüglich  der  übrigen  Bezeichnimgen  verw^eisen  wir  auf  Seite  34  (vei-gL 
auch  Nr.  59).  Greifen  zwei  Einzelkräfte  X^  X,  an  demselben  Punkte 
an,  so  wählen  wir  für  diesen  den  Buchstaben  r  oder  s,  je  nachdem 
wir  den  Punkt  als  den  Angiiffspunkt  von  X^  oder  von  X,  besondei"S 
ins  Auge  fassen. 

Schließlich  machen  vnx  darauf  aufmerksam,  daß  in  den  folgenden 
Beispielen  bei  unverschieblichen  Widerlagern  mit  den  Größen  8«,^,  85«,,  ... 
auch  stets  die  8„,  84,  ...  vei-sch winden,  so  daß  sich  für  den  Einfluß 
der  Lasten  P  auf  die  Größen  X  die  Fonneln  ergeben: 

und  für  den  Einfluß  von  Temperaturändenmgen  die  Ausdiiicke: 

8«f       V         1    ^*« 


(IV)  A'„=  1 -:-'-;  .Y..  =  l 


87     — --or  —      2  ,     .  .  .   . 

aa  0(» 

63.  Das  zweifach  statisoh  unbestimmte  Faohwerk.  Als  statisch 
jücht  bestinunbare  Größen  lassen  sich  hier  stets  zwei  in  einem  und 
demselben  Punkte  angreifende  Einzelkräfte  A„ 
imd  Aj  einführen.  Die  Gleichungen  (11)  gelten, 
sobald  8t„  =  8«^  =  0  ist.  Um  dies  zu  erreichen, 
wähle  man  die  Richtung  von  A^  willkürlich, 
bestimme  die  Verschiebung  aa^^  welche  a 
infolge  des  Belastungszustandes  A«  =  —  1 
erleidet  und  nehme  Aj  rechtwinklig  zu  aa^ 
an.  Dann  wird8fta  =  0;  denn  es  bedeutet  8^« 
die  Verschiebung,  welche  h  in  der  Richtung  A^ 
erfahrt  wemi  nui*  die  Ursache  A«  =  —  1  wirkt  \ 

Trägt   man    nun   den    Verschiebungsplan    für  Yig.  151. 

den  Zustand  A^  =  —  1  auf,  so  muß  sich  bei 

sorgfältiger  Zeichnung  für  den  Punkt  b  eine  zu  A„  rechtwinklige  Ver- 
schiebung bby^  ergeben;  denn  sobald  840  =  0  ist,  muß  auch  8at  =  0 
.sein,  weil  8^,  =  8«^  ist 

1.  Beispiel.  Der  in  Mg.  152  dargestellte,  über  zwei  Öffnungen 
gespannte  Bogenträger,  welcher  bei  Ä  und  C  feste,  bei  B  ein  beweg- 
liches Auflagergelenk  besitzt,  ist  zweifach  statisch  unbestimmt.  Als 
Größen  A  sollen  die  nach  festen  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte 
A«  und  Aj   des   in   A   angreifenden    Stützenwiderstandes    eingeführt 
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werden.  Im  Falle  X,  =  0  und  X^  —  0  geht  der  Träger  in  einen 
statisch  bestimmten  Balken  mit  den  Stützen  Ji  und  C  und  einem  aus- 
kragenden Arme  BÄ  über.  Für  diesen  Balken  w  ird  nach  willkürlicher 
AVahl  der  Richtung  von  X„  der  dem  Zustande  -X„  =  —  1  entsprechende 
A^'erschiebungsplan  gezeichnet,  welcher  für  a  die  Verschiebung  aa^  und 
für  irgendeinen  Knoten  m  die  Verschiebung  mf/f^  ergeben  möge.  Nun 
Avird  Xi,  rechtwinklig  zu  aa^  angenommen  und  der  Verschiebungsplan 
für  JYft  =  —  1  aufgetragen;  derselbe  liefert  für  den  Punkt  b  eine  zu 
X„   rechtwinklige    Vei*schiebung   bb^    und   für    m    die    Vei*schiebimg 


Fig.  152. 


mm2.  Nach  Bestinmiung  der  in  die  Figur  152  eingetragenen  Projek- 
tionen 8<,a,  5*4,  8„„,  8«»  (von  denen  8^„  negativ  ist)  erhält  man  den 
Einfluß  von  P„: 


X  =P 


ma 


h 


X,  =  P, 


aa 


8.; 


Wird  sämtlichen  Stäben  die  gleiche  Temperaturänderung  t  zuge- 
schrieben, und  liegen  -4,  jB,  C  in  einer  zui*  Bahn  des  Lagers  B  paral- 
lelen Geraden,  so  erfährt  der  Endpunkt  A  des  Balkens  ABC  infolge  t 
eine  wagerechte  Verschiebung  von  der  Größe  etl  (wo  l  =  AC)^  deren 
Projektionen  auf  die  Richtungen  von  A"„  =  —  1  und  Xf,  =  —  1  be- 
ziehungsweise hai^=ttl  und  5«,  =  e^/cos9  sind  (wo  9  den  Neigungs- 
winkel von  X^  gegen  die  Wagerechte  bedeutet)  und  es  ergibt  sich 
deshalb: 

ttl 


X,  =  1 


'aa 


^^         ^  eil  cos  9 

Obb 
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2.  ßeispieh  Der  Fachwerkbogen  in  Fig.  153  ist  bei  A  iind  B 
fest  gelagert  und  besitzt  einen  überzähligen  Stab  CD\  er  ist  also  zwei- 
fach statisch  unbestimmt.  Wir  verwandeln  das  feste  Gelenk  in  ein  be- 
wegUches,  denken  uns  aus  dem  Stabe  CD  ein  Stück  EF  herausge- 
schnitten, führen  die  Punkte  E  und  F  in  der  Geraden  CD,  fügen  die 
starren  Stäbe  EG,  FG,  GH  und  AH  hinzu  imd  bringen  in  H  zwei 
Kräfte  A'„  und  A'^  an,  welche  wir  so  bestimmen,  daß  die  gegenseitige 
Verschiebung  des  Punktepaares  CD  ebenso  groß  wird  wie  die  Längen- 
änderung des  überzähligen  Stabes,  und  .daß  femer  (unbewegliche  Wider- 
lager vorausgesetzt)  die  A^'erschiebung  des  Punktes  A  den  Wert  XuU 
annimmt  Dann  stimmen  die  Spannkräfte  der  Träger  in  den  Figm'en 
153  und  154    miteinander    überein.     Die  Spannkraft    des  Stabes  AH 


Fig.  153. 


Fig.  154. 


gibt  den  wagerechten  Widerstand  des  festen  Auflagergelenks  A  an. 
Zu  beachten  ist,  daß  GH±^  CD  und  /_  EGH=  [_  FGH  sein  muI3, 
damit  sich  für  die  Stäbe  CE  und  FD  gleich  große  Spannkräfte  ergeben; 
auch  empfiehlt  es  sich,  den  Stäben  CE  und  FD  Querschnitte  F\  F" 
imd  Temperaturänderungen  i\  t"  zuzuschreiben,  welche  zur  Folge  haben, 
daß  die  Summe  der  Längenänderungen  von  CE  imd  FD  gleich  der 
Längenänderung  des  überzähligen  Stabes  CD  ist.  Entsprechen  dem 
letzteren  daher  die  Werte  F,  t  und  ist  CD  =  s,  CE=  s\  TD  =  s'\ 
so  muß  sein: 


V+  * 


// 


s 


F 


F 


// 


=  -^==-  und  t  s  -^  t  s'  =  ts, 
F  ' 


Es  wird  dann  außer  der  Yerschiebimg  des  Punktes  A  die  gegen- 
seitige Yerschiebimg  des  Punktepaares  EF  gleich  Null  gesetzt  und 
hieraus  8„  —  0,  8»  =  0  gef olgeil  Wählt  man  nun  nach  willkürlicher 
Annahme  der  Sichtung  von  X^  die  Kraft  A"j  rechtwinklig  zu  der 
Verschiebung,  welche  a  infolge  von  A"„  =  —  1  erfährt,  so  gelten  wie 
vorhin  die  Gleichungen: 


'aa 


fbb 
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Schreibt  mau  sämtlichen  Stäben  die  gleiche  TemperatiirändeiTing  f 
zu  (mit  Ausnahme  der  Stäbe  CE  und  FD^  für  welche  t'  bezieh,  t" 

anzunehmen  sind),  so  er- 
hält man  wie  im  vorigen 
Beispiele: 

Y    =1-^- 


'aa 


Fig.  155  u.  156. 


m 


Fig.  157. 


Y    — 


e^/cos9 


8 


hh 


Das  Minuszeichen  ist  er- 
forderlich, weil  X^  jetzt 
einen  anderen  Richtungs- 
pfeil besitzt. 
3.  Beispiel.  Träger  mit 
einem  festen  und  di'ei  beweg- 
lichen Auflagergelenken,  Fig.  155. 
Das  Verfahren  ist  in  der  Ab- 
bildung angegeben  worden.  Die 
Stäbe  ^^  und  CF  sind  recht- 
winklig zu  den  Bahnen  der  Auf- 
lager A  und  C;  ihre  Endpunkte 
E  und  F  werden  in  den  Rich- 
tungen AE  und  CF  geführt 

64.  Das  dreifach  statiseli 
unbestimmte  Fachwerk.  Man 
schließe  an  das  statisch  bestinunte 
Fachwerk,  in  welches  das  unbe- 
stimmte infolge  Beseitigung  der 
überzähligen  Stäbe  und  Auflager- 
bedingungen übergeht,  auf  irgend- 
eine Weise  eine  starre  Scheibe 
an  und  belaste  diese  mit  einem 
Kräftepaare,  dessen  Moment 
=  X^  ist,  femer  mit  zwei  in 
demselben  Punkte  (ft,  c)  an- 
greifenden Einzelkräften  Xj,  und 
X^.  Hierauf  nehme  man  die 
Weite  ha  (Drehungswinkel  der 
Scheibe),  8»  (Yerschiebimg  von 
l)  im  Sinne  Xt=  —  1)  und  8^ 
(Versclüebung  von  c  im  Sinne 


X^  =  —  1)  so  an,   daß   die  an  der  Scheibe  angreifenden  Kräfte  auf 
das  statisch  bestimmte  Fachwerk  genau  dieselbe  Wirkung  ausüben,  wie 
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die  b^eiti^n  überzähligen  Glieder.  Wählt  man  nun  den  Pol,  um 
den  sich  die  Scheibe  infolge  des  Belastungsfalles  X«  =  —  1  dreht,  zum 
Angriffspunkte  von  Xj,  und  X^^  so  erzielt  man,  daß  8».  =  0  und  8^«  =  0 
wird,  und  es  müssen  sich  dann  bei  sorgfältiger  Zeichnung  oder  Eech- 
nung  die  Drehungswinkel  8«^  und  8«^,  welche  die  Scheibe  infolge 
X^  =  —  1  und  X^  =  —  1  erfährt,  ebenfalls  =  0  ergeben.  Nimmt  man 
schließlich,  bei  willkürlich  gewählter  Eichtung  von  Xj,^  die  Eichtimg 
von  X^  rechtwinklig  zu  der  Yerschiebung  an,  welche  der  Punkt  (fe,  c) 
infolge  der  Ursache  X^,  =  —  1  erfährt,  so  ^vird  8^j  =  0  und  damit  auch 
8*^  =  0,  und  es  gelten  dann  die  Gleichungen  (II). 

1.  BeiffpieL  liegt  der  in  Fig.  157  dargestellte,  in  der  Regel 
als  Fachwerkbogen  mit  eingespannten  Enden  bezeichnete  lYäger  vor, 
so  ersetzt  man  das  Unke  Widerlager  durch  die  starre  Scheibe  ABL 
und  den  nach  Lage  und  Größe  vorläufig  unbekannten  Kämpferdruck  K 
durch  ein  Krüftepaar  mit  dem  Momente  X^  und  durch  zwei  nach 
festen  Eichtungen  wirkende  Einzelkräfte  Xj,  und  X^.  Hierauf  zeichnet 
man  den  Yerschiebungsplan  für  den  Belastungszustand  X„  =  —  1, 
indem  man  in  Ä  und  B  zwei  entgegengesetzt  gleiche,  im  Abstände  e 

voneinander  wirkende,  parallele  Kräfte  von  der  Größe  —  anninmit,  be- 

stinmit  die  Verschiebungen  AÄ^  und  BB^  von  A  und  B  und  wählt 
hierauf  den  Angriffspunkt  L  von  Xj,  und  X„  so,  daß  LA  \  AA^ 
und  LB  J_  J^^i  ist  Dann  ist  L  der  Drehpol  der  Scheibe  für  den 
Zustand  X„  =  —  1;  es  ergibt  sich  85«  =  0,  8^„  =  0  und  deshalb  auch 
K,  =  0,  K,  =  0. 

Die  Richtung  von  X„  wird  willkürlich  gewählt  und  die  Richtung 
von  -X^  rechtwinklig  zu  der  Yerschiebung  angenommen,  welche  L  infolge 
J»  =  —  1  erfährt,  damit  8,5  =  8^^  =  0  werde.  Schließlich  werden 
bei  starren  Widerlagern  die  Werte  8„,  8*  und  8^  =  0  gesetzt  und  die 
Gleichungen  (11)  au^elöst  Pur  den  Einfluß  von  P^  gelten  die  Glei- 
chungen in,  für  denjenigen  von  t  die  Gleichimgen  lY  (S.  154  u.  155). 

2.  Beispiel.  Soll  der  in  Pig.  158  abgebildete,  über  3  Öffnungen 
gespannte  Bogenträger  mit  den  festen  Auflagergelenken  A^  D  und  den 
beweglichen  Auflagergelenken  J?,  C  imtersucht  werden,  so  ersetze  man 
die  Stützen  A  und  C  auf  die  in  der  Pigur  angegebene  "Weise  dui'ch 
eine  starre  Scheibe  AF  und  einen  zur  Bahn  des  Auflagers  C  recht- 
winkligen Stab  CF^  belaste  die  Scheibe  mit  einem  Kräftepaare  X^  und 
zwei  in  demselben  Punkte  L  angreifenden  Einzelkräften  Jf^,  X^  und 
verfahre  wie  bei  Lösung  der  vorigen  Aufgabe.  Behufs  Bestinunung 
des  Punktes  L  ermittle  man  für  den  Zustand  Xa  =  —  1  die  Yer- 
schiebungen  von  A  und  C,  liierauf  die  Yerschiebung  von  F  und  trage 
ÄL  und  FL  rechtwinklig  zu  den  Bewegungsrichtungen  der  Punkte  A 
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bezieh.  F  ein.    Bei  starren  Widerlagern  sind  8«,  hj,  xmd  i^  gleich  Null 
zu  setzen. 


Fig.  158. 

65.  Das  vierfaeli  statUoh  unbestimmte  Faehwerk.  Man  lasse  die 
Kräfte  X„.  Xj,,  JT«,  Xa  auf  eine  aus  zwei  starren  Scheiben  /,  //  und 
zwei  starren  Stäben  T,  IT  gebildete  kinematische  Kette  (Mg.  159)  wir- 
ken, welche  mit  dem  statisch  bestimmten  Hauptsysteme  so  verbunden 
wird,  daß  sich  die  Ton  den  Ursachen  Jf „  =  —  1^  ^b  =  —  1?  -X«  =  —  1^ 
Xa  =  —  1  hervorgerufenen  Spannkräfte  S«,  S^,  S«,  S^  eindeutig  und 
auf  möglichst  einfache  AVeise  mittels  der  Gleichgewichtsbedingungen 
bestimmen  lassen.  Die  Scheibe  /  belaste  man  hierbei  mit  den  Einzel- 
kräften Xa  und  Xj,*)^  die  Scheibe  //  mit  den  Einzelkräften  X^  und  X^. 
Die  ganze  Anordnung  wähle  man  so,  daß  man  die  Belastimgszustände 
X„  =  —  1  und  Xf,=:  —  1  vollständig  erledigen  kann,  ohne  die  Lage 
der  Scheibe  II  zu  kennen. 

Die  Lage  von  X^  darf  w^illkürlich  angenommen  werden;  X^  muß 
durch  den  Pol  /„  gehen,  um  den  sich  die  Scheibe  I  infolge  der  Be- 
lastung X„=^  —  1  dreht     Man  erreicht  dann:  hj,a^=Kb  =  0. 

Nach  Bestimmung  der  Yerschiebimgen  infolge  der  Ursache  Xi,= — 1, 
w^elche  für  die  Scheibe  /  den  Pol  /» liefern  möge,  gebe  man  der  Scheibe  // 
eine  solche  Lage,  daß  die  Pole  //„  und  77^,  um  welche  sich  77  bei 
Eintreten  der  Belastungsziistände  X„=  —  1  und  X^  =  —  1  dreht, 
zusammenfallen,  und  diesen  gemeinschaftlichen  (in  der  Fig.  159)  mit 
L  bezeichneten  Pol  wähle  man  zum  Angriffspunkte  der  Kräfte  X^ 
und  Xa.  Dann  wird  nämlich  8,„  =  0,  8,5  =  0,  8da  =  0,  8^6  =  0  und 
infolgedessen  auch  8„,  =  0,  8,,  =  0,  8„,  =  0,  8,^  =  0.  Schließlich 
nehme  man  bei  Avillkürlicher  AVahl  der  Richtung  von  X^  die  Kraft 
Xa  rechtwinklig  zu  der  Verschiebung  an,  welche  Punkt  L  infolge 
X,  =  —  l  erfährt,  damit  8^^  =  8,^  =  0  werde.  Die  Gültigkeit  der 
Elastizitätsgleichungen  IT  ist  hiermit  erreicht. 

*)  Die  Kraft  Xa  darf  auch  durch  ein  Kräftepaai'  ersetzt  werden. 
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Die  Lage  des  Punktes  L  bestimmt  man  am  schnellsten  mit  Hilfe 
des  ini  I.  Baiide  Abschnitt  Xm  abgeleiteten  Satzes  von  den  drei 
Polen.  Die  Pole  (7- 1)  Ton  /  gegen  1'  und  {!'•  II)  von  /'  gegen  // 
fallen  mit  (ielenk  B  bezieh,  dem  Schnittpunkte  von  Ali  und  (-D  zu- 
sammen, Pol  (/•  11)  mit  A.  Die  durch  I.  und  (/■/'),  femer  durch  /» 
und  (J  ■  T)  gelegten  Geraden  sind  die  örter  der  Pole  /„'  und  Z^',  um 
welche  sich  T  infolge  von  X,  =  —  1  bezw.  JT»  ^  —  1  dreht,  und 
welche  mit  {I'-II)  in  derselben  Geraden  liegen.  Da  niin  weiter  die 
3  Pole  (I-IT),  /,,  77,  in  einer  Geraden  liegen  müssen,  desgleichen 
die  Pole  (I-II),  7»,  77*,  so  ergibt  sich  die  folgende  Bestimmungsweise 
der  gesuchten  Kette. 


Fig.  169. 

Man  nehme  (7-77)  in  der  Geraden  7„ — I,,  an,  wähle  die  Lage 
d^  Stabes  BC  nach  Belieben,  bestinune  die  Pole  7„'  und  7/,  um  welche 
sich  7'  infolge  A'.  =  —  1  und  A\  =;  — -  1  dreht,  bringe  die  Geraden 
7.' —  7t'  und  AB  in  (7'  77)  zum  Schnitt  und  stelle  mm  die  (durch 
den  Punkt  7'- 77  gehende)  Richtung  des  Stabes  CD,  dessen  Länge 
willkürlich  ist,  fest  Schließlich  findet  man  L  als  Schnittpunkt  der 
<ieraden  IJ — i»'  und  7„  —  Ih- 

Seispiel.  In  Fig.  160  ist  das  beschriebene  Terfahren  auf  einen 
über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogentrager  mit  den  festen  Gelenken 
A  und  E  und  den  auf  wagerechten  Geraden  beweglichen  Gelenken  B, 
(.'  und  D  Migewendet  worden.  Die  Scheibe  7  wurde  mit  dein  Kräfte- 
paare   X,   und    der   Einzelkraft  A",   belastet      Die  Einführung   eines 
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Kräftepaares  X„  bietet  den  Vorteil,  daß  sich  die  Spannkräfte  Ä„  und 
lÄngenänderungen  As„  für  den  Zustand  X„  ==  —  1  angeben  lassen^ 
ohne  daß  über  die  Länge  des  Stabes  CG  etwas  festgesetzt  zu  werden 
braucht,  denn  wie  lang  auch  CG  gewählt  ^\ird,  stets  werden  durch 
die  Scheibe  /  infolge  X„  =  —  1  auf  die  Punkte  A  und  C  des  statisch 

bestimmten  Hauptsystems  zwei  entgegengesetzt  gleiche  lotrechte  Ki-äfte  - 

übertragen,  wobei  e  =  dem  wagerechten  Abstände  -4C  ist  Hat  man 
nun  für  diesen  Belastungszustand   die  Verschiebungen  der  Punkte  A 

und  C  ermittelt  so  kann 
man  durch  eine  pa.^ 
sende  Wahl  des  Punktes 
G  eine  bequemere  Lage 
des  Poles  erzielen,  um 
den  sich  /  dreht  und 
durch  den  dann  A'^ 
gehen  muß.  Ist  der  Be- 
lastungsfall -Xa  =  —  1 
erledigt,  so  untersucht 
man  den  Zustand  X^  = 
—  1.  Hierbei  braucht 
man  die  Lagen  der  Stäbe 
r  imd  //'  noch  nicht 
zu  kennen  und  wird 
diese  nachträglich  so 
wählen,  daß  der  An- 
griffspunkt L  (d.  i.  der 
Pol  11^  und  zugleich 
der  Pol  //j)  günstig  liegt 
wobei  zu  beachten  ist 
daß  man  den  Stab  DF 
auch  nach  Mg.  160  c 
durch  zwei  Stäbe  DJ 
und  FJ  ersetzen  darf, 
deren  gemeinsames  Gelenk  J  in  lotrechter  Richtung  geführt  wird.  Bei 
starren  Widerlagern  wird  schließlich  h„  =  0,  8»  =  0,  8«  =  0,  5^  =  0 
gesetzt 

66.  Träger  von  höherem  Grade  statiseher  Unbestimmtheit.  Ist 
die  Anzahl  der  statisch  nicht  bestimmbaren  Werte  X  größer  als  4,  so  ist 
es  möglich,  das  gesteckte  Ziel  durch  wiederholte  Lösung  der  in  Fig.  159 
behandelten  Aufgabe  zu  erreichen :  die  Pole  //„  und  11^  miteinander  zur 
Deckung  zu  bringen.  Um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  denken 
wir  uns  den  Bogenti^äger  in  Fig.  160  rechts  von  E  nocli  um  mehrere 


Fig.  160. 
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Öffnungen  verlängert  und  nehmen  an,  daß  über  sämtlichen  Mittelstützen 
bewegliche  Lager  mit  wagerechten  Bahnen  angeordnet  sind,  an  beiden 
Enden  hingegen  feste  Auflagergelenke.  Die  beweglichen  Auflager  seien 
beseitigt,  an  ihre  Stelle  mögen  lotrechte  Stäbe  treten,  an  welche  in 
gleicherweise  wie  an  die  Stäbe  CO  und  DF  noch  weitere  starre  Stäbe 
und  Scheiben  angereiht  werden  sollen.  Ebenso  wie  nun  die  Scheibe  // 
in  Abb.  160  an  den  Stab  DF  und  an  die  Scheibe  /  so  angeschlossen 
wurde,  daß  sich  //  infolge  der  beiden  Belastungszustände  ^«  =  —  1 
und  Jt»  =  —  1  um  denselben  Pol  L  dreht,  denken  wir  uns  weitere 
Scheiben  ///,  /F,  V  hinzugefügt,  deren  Anzahl  mit  derjenigen  der 
rechts  von  E  sich  anreihenden  Trägeröffnungen  übereinstimmt,  die 
sämtlich  mit  /  und  mit  je  einem  der  von  den  beseitigten  Stützpunkten 
ausgehenden  lotrechten  Stäben  so  verbunden  sind,  daß  jeder  Scheibe 
für  die  beiden  Belastungszustände  X«  =  —  1,  X»  =  —  1  derselbe  Dreh- 
pol entspricht,  und  zwar  falle  ///«  mit  III^  in  M  zusammen,  /F«  mit 
IVf,  m  N  usw.  Es  bleiben  dann  alle  etwa  noch  an  die  Punkte  L,  Jf, 
N^ , ,  .  anzuschließenden  Stäbe  und  Scheiben  bei  Eintreten  jener  beiden 
Belastungszustände  in  Ruhe,  und  es  folgt,  wenn  an  diesen  Gliedern 
Kräfte  Jt„  -X,,  X^^  .  .  .  angreifen:  8,«  =  5«,  =  0,  8^„  =  S„^  =  0,  .  .  . 
5,ft  =  8»,  =  0,  hf^  =  5j^  =  0,  .  .  .  Gesetzt  nun,  es  sei  der  Träger  fünf- 
fach statisch  unbestimmt,  ein  Fall,  der  vorliegt,  wenn  rechts  von  E  in 
Kg.  160  noch  eine  Öffnung  hinzutritt  Dann  konunen  nur  die  Scheiben 
//  und  III  in  Betracht;  man  füge  die  in  einem  Gelenke  T  aneinander- 
hangenden  Glieder  LT  und  TM  hinzu,  bestimme  die  Pole  S^  und  S^, 
um  welche  sich  die  Scheibe  S  =  TM  infolge  von  Jt^  =  —  1  bezieh. 
-Xrf  =  —  1  dreht  und  belaste  S  mit  einer  in  die  Gerade  S^S*  fallenden 
Einzelkraft  A",.  Dann  ergibt  sich  8,^==8<,,  =  0  und  8,«,  =  8,,,  =  0,  und 
es  gelten  die  Gleichungen  (5),  weü  sämtliche  8,  die  in  den  Gleichungen  (4) 
in  Verbindung  mit  den  X  auftreten  und  deren  Zeiger  aus  zwei  un- 
gleichen Buchstaben  bestehen,  verschwinden. 

Wäre  der  Träger  sechsfach  statisch  unbestinmit,  so  würde  man  an 
die  Scheiben  //,  ///,  IV  eine  Scheibe  S'  auf  irgendeine  Weise  so 
anzuschließen  haben,  daß  die  Drehpole  S/  und  S^'  sich  decken,  und 
hierauf  würde  man  diesen  gemeinschaftlichen  Pol  zum  Angriffspunkte 
von  zwei  Einzelkräften  X^  und  Xf  wählen,  wobei  die  Richtung  von  Xf 
rechtwinklig  zu  der  Richtung  der  Yerschiebung  sein  muß,  welche  der 
Angriffspunkt  dieser  Kraft  infolge  X  =  —  1  erfährt  Die  Möglichkeit 
nun,  im  Falle  noch  höheren  Grades  statischer  Unbestimmtheit,  weitere 
Scheiben  S",  S'",  ...  so  anzureihen,  daß  S/'  mit  S/  zusammenfällt, 
8/"  mit  S/"  u.  s.  w.  bildet  die  Handhabe  zur  planmäßigen  Ausbildimg 
unseres  Verfahrens;  denn  alle  an  die  gemeinschaftlichen  Pole  ange- 
schlossenen folgenden  Stäbe  und  Scheiben  bleiben  nicht  nm*  beim  Ein- 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.  II.  1.  H 
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treten  der  Zustände  X„  =  —  1,  Xi,  =  —  1,  sondern  auch  in  den  Be- 
lastungsfällen X^  =  —  1  und  -Xrf  =  —  1  in  Ruhe. 

67.  Ein  zweites  Verfahren  zur  Erzlelnng  voneinander  nnabhSngiger 
Elastizlt&tsglelchnngen.  Wir  beginnen  mit  einem  einfachen  Beispiele. 
Es  Hege  das  in  Kg.  161  dargestellte  symmetrische  Fachwerk  vor.    Als 

statisch  unbestimmte  Größen  sollen 
zwei  Werte  X„  und  X^  eingeführt 
werden,  die  mit  den  Stützenwider- 
ständen Ä  und  B  dirrch  die  Glei- 
chungen 

n\        IÄ  =  X„  +  Xj, 

w      [b=x,—x, 

verbunden  Sind.  Die  Belastung*)  JY„ 
=  —  1  erzeugt  dann  Ä  =  B  =  —  1 
und  die  Belastung  Xi,  =  —  1  bringt 
A  =  —  1,  7?=  +  l  hervor.  Im  ersten 
Falle  mögen  sich  die  Stützpunkte  Ä 
und  B  senken  um  8^«  =  S^o?  im  zwei- 
ten Falle  senkt  sich  Ä  um  8^»,  wäh- 
rend B  angehoben  wird  um  ij^^  =  8^4. 
Daß  die  Summe  2  SaS^p  =  0  ist,  folgt 
ohne  weiteres  daraus,  daß  jedem  Gliede 
SaSi,g  der  linken  Hälfte  des  Tragwerks 
ein  gleich  großes,  aber  mit  dem  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  behaftetes 
Güed  der  rechten  Hälfte  entspricht 
Man  findet  dies  aber  auch  aus  der  Anwendung  des  Prinzips  der  vir- 
tuellen Yerrückungen  auf  den  Belastungszustand  X^  =  —  1  und  den 
Verschiebungszustand  Xf,  =  —  1,  welche  zu  der  Gleichung  führt 

1.8^,  — 1.8^,  =  SS«S,p  =  0. 


Fig.  161. 


Nun  folgt: 


X  = 


2P.8^. 


A^  = 


2P,„8^j 


'aa 


8 


»fr 


WO  hau  ^md  8tfc  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind: 

8..  =  SS««p  =  1  •  8^, -f- 1 . 8,.  =  28^. 
hih  =  2 Äj^p  =  1  •  8^^  -|-  1  •  bsb  =  28^j. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  unsymmetrisch  gebauten,  in  Fig.  162 

dargestellten  Tragwerke.    Die  Gleichungen  (1)  ersetzen  wir  durch  die 

allgemeineren  Ausdrücke 

(2) 


J,  =  a2. 


fXg  -\-  a2fr  A(, 


^)  Die  Erkläi-ung  des  Begiiffs  Belastung  findet  man  auf  Seite  31. 
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TTo  a,„,  «1»,  tx,„,  tx,5  Koeffizienten  sind,  über  die  vär  so  verfügen 
wollen,  daß  i^t  =  0  wird  nnd  im  übrigen  möglichst  einfache  Zustände 
-X«  =  —  1  nnd  Jf fc  =  —  1  entstehen. 


Fig.  162. 


«^^!T:»r 


Für  den  Zustand  A'a  =  l  ist 

"Wir  wählen  a,a  =  l  und  nehmen  tx,«  so  groß  an,  daß  die  Mittelki-aft 
aus  ttia  UBd  ttja  durch  den  Schnittpunkt  der  Pfeilergurtungen  geht. 
Dann  werden  die  Spannkräfte  in  den  Püllungsstäben  der  Pfeilerwand 
gleich  Null.  Es  sind  diese  Kräfte  also  unabhängig  ron  JC«,  was  die 
Untersuchung  des  Pfeilers  jedenfalls  sehr  erleichtert.  Nach  Aufzeich- 
nung des  Yerschiebungsplanes  für  den  Zustand  A«  =  —  1,  welcher  für 
die  Stützpunkte  1  und  2  die  Senkungen  8,„  und  8a „  liefert,  wenden 
wir  uns  zum  Zustande  Xj,  =  —  1  und  verfügen  über»^,  =  a,i  imd 
Af  =  Oa*  so,  daß  hah  =  0  wird. 

Aus 

Sfta  =2*SftSaP=  a,6  •  8,„-|-  ttaftSja 

folgt 

8, 


aj»  =  —  a 


a 
'2  a 


WO  ttij  beliebig  groß  (z.  B.  gleich  1)  angenommen  werden  daif. 

Für  -X*«  und  X^  erhält  man  nach  DarsteUimg  des  Yei-schiebungs- 
znstandes  -X*  =  —  1,  der  für  1  und  2  die  Senkimgen  8|t  und  83 j  liefern 
möge,  die  Werte 


X  = 


2P..8 


m^fna 


X.= 


2  /',8„. 


'aa 


'bfr 


wo 


11 
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Zweites  BeiepieL  UntersuchuBg  des  in  Fig.  163  abgebildeten 
Bogenträgers  mit  drei  Offnungen.  Die  Stützenwiderstände  A^^  A^^  A^ 
sollen  in  der  Form  dargestellt  werden: 

Ax  =  «la-X«  +  auX»  +  (txc^c 

At  =  dta^a  +  (^h^b  "]-  (^e^0 

A3  =  Otj„X„  -f-  CL^t^h  -{-  ÄSe-X^c- 


'JO' 


^b    "J»^? 


Fig.  163. 


Die  Belastungszustände  A'^,  =  —  1,  -X»  =  —  1,  .X^  =  —  1  sind  in  der 
Figur  angegeben.  Die  wagerechte,  nach  rechts  positiv  gezählte  Ver- 
schiebung Ton  Punkt  1,  sowie  die  Senkungen  der  Punkte  2  und  3 
infolge  dieser  drei  Belastungen  seien  der  Reihe  nach 


"Ic?    Ojc?    öjc» 

Wir  denken  uns  zunächst  «i«,  a,«,  a,^,  beliebig  groß  augenonunen 
und  die  zugehörige  Biegungslinie  gezeichnet  Hierauf  stellen  wir  die 
Bedingung  auf 
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welche  gestattet,  einen  der  Werte  a^,  a,^,  ag*  zu  berechnen,  während 
die  anderen  zunächst  wieder  willkürlich  angenommen  werden  dürfen. 
Hierauf  schreiben  wir  noch  die  Bedingungen  an: 

(II)        2  iSjÄ.p  =  8j,  =  8,  ja,,  +  SjiOi,  +  »stas,  =  0 

(HI)  SS„Sep  =  8«,  =  8,„ai,  +  82,03,  +  83.03,  =  0 
und  erkennen,  daß  von  den  Werten  a,,,  Oj,,  a»,  nur  ein  einziger  will- 
kürlich gewählt  werden  darf,  weil  zwei  Gleichungen  befriedigt  werden 
müssen.  Die  Auflösung  dieser  beiden  Gleichungen  wird  erleichtert, 
wenn  dafür  gesorgt  wird,  daß  einer  der  drei  AVeil»  hu,,  8j5,  83^  gleich 
Null  wii-d.     Dazu  benutzen  ^dr  die  Gleichung 

2S'5/SaP  =  S6«  =  8ija,a4'  Sa6a,a4'  88608«  =  0 
und  setzen,  um  beispielsweise  8, j  =  0  zu  erhalten,  a,„  =  0  und  03,.  =  0. 
Die  Liisung  der  Aufgabe  ist  dann  die  folgende: 


'ro/ 


Man  nehme  willkürlich  an: 

O^la?     *j6t     ÄJ5,    O3,, 

setze  a,a  =  0,  o,a  =  0,  berechne  aus  (I)  den  Weii 


^dann  aus  (II): 


Ol* O26  ^  035-^  — , 

Öio  0|« 


«3, 


—  a, 


schUeßlich  aus  (III): 


Ol,  = 


«2, 


8.. 


«Sc   --^ 


83« 
81  a 
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Der  Bogen  sei  symmetrisch.    Wir  setzen 

«lo  =  Otjj  =  ttjt  =  (Xs^  =  1 

und  finden,  wegen  88„  =  82a  und  686=:82ft, 

Äi6  =  —  2-r—  ,    a,e  =  —  OLic  =  —  1,    aifl  =  0. 

Ol« 

Diese  drei  Zustände  sind  in  Fig.  164  dargestellt  worden.    Es  er- 
geben sich  die  Werte 


'ee 


WO 


'aa 


l"8io,     866  =  2826  —  2   --"  816,     8^^  =  283^. 

Ol« 


Die  Stützenwiderstände  sind 

A  =  A«  —  ^j 


282. 
fr  5.      5 

Oio 


-a.2  -^A.6 -*^^<?j 

As  =  Xi  +  X,. 

Drittes  Beispiel.  Figur  165  zeigt  die  Lösimg  für  einen  über 
vier  Öffnungen  gespannten,  vierfach  statisch  unbestinDnten  sym- 
metrischefn  Bogenträger,     Es  wird  gefunden: 

-^2  ^^h  ^^«      »  ~        ) 

026 

Ä^  =  Xo  —  -X^, 

^  =  X  +  -STtf, 
wo 

A.  =  — ^^ ,     Aj  =5.    —    u.  s.  w. 

und 


8««=  1  "Sja,  8n  =  I826 l-r-^8i6 


82. 


X      Oi  O    "»>    5L  ^0    "80  o    ^3fr        ^2«  ^  3t  S        OX 

0„„  Jög^ ^  -r Ö2«  —  I  ^  ^^ ^-^ —  •  -^  —  J  0,e?       Ö.ri  =  JÖ4  j. 

Ö2fr  ^       Oia  Ö26         0,«/ 

Die  Richtigkeit  der  Lösung  ergibt  sich  aus  den  folgenden  Ansätzen, 
welche  nachweisen,  daß  die  Summen 

SS.SftP,  2/Sa/S^p,  2/S«StfP 
sämtlich  gleich  Null  sind. 
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Für   den  Belastungszustand  Xj,  =  —  1   und   den  Verschiebungs- 
zustand  -X«  =  —  1  erhalten  wir: 

2S,S„p  =  1.5,„-l  ^.8,^  =  0, 

Ol« 

hierauf  für  den  Belastungszustand  X„  =  —  1  und  den  Yerschiebungs- 
zustand  X^  =  —  1  nach  dem  Maxwellschen  Satze 

^voraus  sieh  die  Zeichenprobe  8,5  =  0  ergibt 


Fig.  165. 


Durch  Verbindung  des  Belastungszustandes  ^^  =  —  1  ^lit  den 
Terschiebungszuständen  -X'„  =  —  1  und  -X»  =  —  1  erhalten  wir  jetzt 
(wegen  84«  =  83.,  84»  =  83»  und  8,j  =  0) 

2Ä.5.p  =  283.-2|«^8,„-(2-^-2  *^.  V^ 
SS^SjP  =  2836  —  2  -r — ^826  =  0. 

Ö26 
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Die  Yerbindung  der  Kräftezustände  -X«  =  —  1  und  Xt,  =  —  1  mit 
dem  Verschiebimgszustande  X„  =  —  1  liefert  die  Proben: 


Ol» 

Es  müssen  also  8,^  und  Sj^  gleich  Null  sein. 

Daß  die  Summen  SSaÄ^p,  2S»S,p,  SÄ.S^p  gleich  Null  sind,  folgt 
ohne  weiteres  aus  der  Symmetrie  der  Zustände  Xa  =  —  1,  X,,  =  —  1, 
Xc  =  —  1  und  der  Antisymmetrie  des  Zustandes  X^  =  —  1. 

Durch  Verbindung  der  Kräftezustände  Xa  =  —  1 ,  X^  =  —  1, 
X^  =  —  1  mit  dem  Yerschiebungszustande  Xa  =  —  1  findet  jnan  die 
Proben: 

8irf  =  0  und  8,rf  =  0, 

die  aber  wohl  selbstverständlich  sind. 


Fig.  166. 

Es  leuchtet  wohl  ein,  daß  wir  es  hier  mit  einem  allgemeinen,  stets 
zum  Ziele  führenden  Verfahren  zu  tun  haben.  Freilich  muß  auch  vor 
Einschlagen  dieses  Weges  geprüft  werden,  ob  es  nicht  besser  ist,  eine 
größere  Anzahl  von  Gleichungen  aufzulösen  imd  dafür  einfachere 
Biegimgslinien  und  Verschiebungspläne  einzutauschen. 

Rihrt  man  z.  B.  bei  dem  über  drei  öffnimgen  gespannten  Bogen- 
träger  (Fig.  166)  als  statisch  unbestimmte  Größen  außer  dem  Horizontal- 
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Schübe  X^  noch  die  Stützenmomente  A"„  und  X^  ein,  so  erhält  man 
sehr  einfache  Zustände  X  =  —  1.  Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem 
besteht  aus  drei  gelenkartig  miteinander  verbundenen  einfachen  Balken. 
Jede  der  beiden  Biegungslinien  für  Jt„  =  —  1  und  X„  =  —  1  erstreckt 
sich  nur  über  zwei  Öffnungen.  Beim  symmetrischen  Träger  ist  die 
Jir.-Linie  das  Spiegelbild  der  -X^-Linie.  Femer  ist  im  Falle  der  Sym- 
metrie 

Man  erhält  dann  für  eine  Einzellast  die  Bedingungen 

Xah^a  +  ^bKb  +  ^eKc  =  Pm^^ma 
^a^ah  +  -AftS^ft  +  Xo8aj  =  Pm^^mb 
Xah„c  +  Xj,hab  -f"  -^rS„„  =  Pmf>mb^ 

aus  denen  die  Gleichungen  folgen: 

(A^  +  A,)  (8„  +  8„,)  +  2X,K,  =  P^  (8^„  +  8^,) 

(Aa  -f"  ^c)  8a6  4"       ^b^bb  =  Pm^mb 

(A« XJ)  (Ka ^ae)  =  Pm  (8«« 8^j). 

Die  geringe  Mühe,  welche  die  Auflösung  diaser  Gleichungen  ver- 
ursacht, wird,  wenn  es  sich  um  eine  Yergleichung  mit  den  vorhin  an- 
gegebenen Lösungen  handelt,  reichlich  aufgewogen  durch  die  Zeit- 
ersparnis bei  der  Darstellung  der  Yerschiebungspläne  für  die  Zustände 
X„  =  —  1  imd  X^  =  —  1.  Dazu  kommt  noch,  wie  wir  später  zeigen 
werden,  daß  sich  die  Einflußlinien  für  die  Stabkräfte  aus  den  Einfluß- 
linien für  die  Stützenmomente  besonders  bequem  herleiten  lassen. 


(J) 


c.   Anwendung  der  Elastizitätsgleichungen: 


welche  voraussetzen,  daß  sämtliche  Spannkräfte  S  und  (nach  festen 
Richtungen  wirkenden)  Stützenwiderstände  C  des  statisch  unbestimmten 
Fachwerks  auf  die  Form  gebracht  worden  sind: 

=  Oq  —  o  -i\    —  o    -.V     —  o     -A.      —  .  .  . 

C=  Co  —  C'X'  —  C"X"—G'"X"'  —  . . ., 

wobei  -X',  -X'',  -X'"  ...  die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  be- 
deuten.*) 

8«,',  8J',  .  .  .  sind  die  Verschieb  imgen,  welche  der  Angriffspunkt  m 
einer  Last  P„  erfährt,  sobald  auf  das  Fachwerk  beziehungsweise  nur 
die  Ursache  JY'  =  —  1  oder  nur  die  Ursache  X"  =  —  1  u.  s.  w.  wirkt. 


*)  Vergl.  Seite  25  bis  27. 
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während  L',  L'\  ...  die  virtuellen  Arbeiten  der  Stützenwiderstände 
C\  C"  .  .  .  bedeuten.  Alle  in  den  obigen  Gleichungen  enthaltenen, 
von  den  S\  S",  S'"  .  .  .  abhängigen  Sumnienausdrücke  erstrecken  sich 
über  sämtliche  Stäbe  des  Fachwerks,  über  die  notwendigen  und  über- 
zähligen.   Der  Wert  p  ist 

s 

Meistens  werden  die  Widerlager  starr  angenommen  und  die  virtuellen 
Arbeiten  L  =  0  gesetzt 

In  der  Regel  hat  man  es  mit  loti-echten  Lasten  zu  tun;  die  8^', 
^m\  S« "?  •  •  •  sind  dann  Ordinaten  von  Biegungslinieriy  deren  Berech- 
nung sich  (nach  Nr.  49)  stets  auf  die  ErmitÜung  von  Angriffsmomenten 
einfacher  Balken  ziu'ückführen  läßt  Aber  auch  der  Einfluß  schräjr 
gerichteter,  nicht  paralleler  Ki'äfte  P  kami  auf  dem  am  Schluß  von 
Nr.  51  angegebenen  Wege  leicht  durch  Rechnimg  erledigt  werden, 
na<;hdem  die  den  Zuständen  Jt'  =  —  1,  -X"  =  —  1,  ...  entsprechen- 
den Biegungslinien  füi*  irgendeine  Yei^chiebungsrichtung  bestimmt 
worden  sind.  Wenn  wir  also  in  den  folgenden  Beispielen  durchweg 
lotrechte  Lasten  annehmen,  so  geschieht  dies  nur  der  kürzeren  Dar- 
stellungsweise wegen.    Yergl.  auch  Nr.  75. 

67.  Untersnohnng  eines  über  drei  Öffnungen  gespannten  Bogen- 
trägers,  Fig.  167,  mit  Scheitelgolenken  in  den  Seitenöffnungen,  festen 
Kämpfergelonken  und  wagerechten  GleiÜagem  über  den  Mittelpfeilenr. 

Der  Träger  ist  einfach  statisch  unbestimmt;  als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größe  wird  zweckmäßig  der  Horizontalschub  X  eingeführt 
Die  Spannkräfte  S  sollen  in  der  Form 

S  =  Sq  —  S  -\ 

dargestellt  werden.  Wird  -X  =  0  gesetzt,  so  geht  der  Bogen  in  einen 
öerfterschen  Balken  über,  dessen  Spannkräfte  Sq  sich  leicht  bestimmen 
lassen.  S'  bleutet  den  Wert,  welchen  S  annimmt,  sobald  Jf  =  —  1 
gemacht  wird.  Diesen  Belastungszustand  zeigt  Kg.  168.  In  A  und  B 
greifen  die  wagerechten,  nach  außen  gerichteten  Kräfte  1  an;  außer- 
dem müssen  —  damit  sich  die  Bogenteile  AE  und  BF  nicht  um  die 
Gelenke  E  und  F  drehen  —  die  lotrechten,    nach  unten  gerichteten 

2A 

Kräfte  -  -^ —  angebracht  werden.    Letztere  bedingen  bei  C  und  D  gleich 

große,  nach  oben  wirkende  Widei'stände. 

Nachdem  die  Spannkräfte  S'  für  sämtliche  Stäbe  bestimmt  worden 
sind  (beispielsweise  mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes),  kann 
-X  mit  Hilfe  der  Elastizitätsbedingung 

X^  S'2p  =  2  rj^^  +  2  S\zts  —  IJ 
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berechnet  werden.    Arn  besten  bestimmt  man  getrennt: 


den  Einfluß  einer  Last  P: 


»1 


?i 


Temperaturänderung 


A'  = 


a;  = 


Ph' 


Fig.  167. 


Fig.  168. 


Fig.  169. 


von  Verschiebungen  der  Stützen  AA^  = 


2S'2p 

r 

2.S"2p 


*&  ""h 


Die  Werte  X^  und  AJt  können  bereits  nach  Ermittlung  der  S' 
ausgerechnet  werden.  Ü  bedeutet  die  virtuelle  Arbeit  der  an  den 
Stützpunkten  -4,  B^  C  D  angreifenden  äußeren  Kräften  des  Zustandes 
X-=  —  1.  Wird  z.  B.  der  Einfluß  einer  Vergrößerung  der  Stützweite 
AB  um  AZ  gesucht,  femer  der  Einfluß  von  Senkungen  der  Punkte  C 
und  D  um  Strecken  t\    und  tj",  so  hat  man  zu  setzen: 

weil  den  in  A  und  B  angi'eifenden  wagerechten  Kräften  1  die  positive 
virtuelle  Arbeit  1  •  A  i[  entspricht  und  den  nach  oben  gerichteten  Kräften 

~Y~-  die  negative  Arbeit  I t] —  t]  y 

Zur  Bestimmung  von  JY  infolge  von  P  muß  —  da  P  an  der  oberen 
Gurtung  angreift  —  die  Biegimgslinie  dieser  oberen  Gurtung  ermittelt 
werden,  und  zwar  für  den  Zustand  X  =  —  1.     Entscheidet  man  sich 
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beispielsweise  für  den  in  Nr.  46  (Seite  100)  angegebenen  Weg,  so  be- 

rechne  man  die  von  den  Spannungen  a'  =  -^  abhängigen  Änderungen 

A'^  der  Kandwinkel  ^,  schreibe  den  Knoten  1,  2,  3  ...  die  Gewichte 
u\  =  A'^i,  ir^  ==  A'S',,  w^  =  A'S'j,  ...  zu  (denn  die  obere  Gurtong 
ist  wagerecht  und  es  verschwinden  in  Gleich.  3,  Seite  101  die  Glieder 
mit  Hs)  und  verfahre  im  übrigen  nach  Beispiel  3  auf  Seite  123.  In 
Kg.  169  wurden  die  Gewichte  n\,  ^',,  w^^i  iv^^  positiv,  die  anderen 
w  negativ  vorausgesetzt 

Die  Linienzüge  A'LE\  E'C'RD'F'  und  F'TB'  sind  die  Momen- 
tenkurven einfacher  Balken  A'E\  E'F'  und  F'B^  welche  beziehungs- 
weise belastet  sind  mit  w^^  w^^  mit  w^  bis  w^^  und  mit  it\^^  w^^. 
Der  Schlußlinienzug  A"E'  F"B"  ist  bestimmt  durch  die  Längenände- 
rungen der  Vertikalen  AA^^  CCJ,,  DD^  und  BBq\  es  ist  nämlich: 

Ä^=i^ÄT^',  rT'  =  ICC^]  P^'  =  AZ)Z)~;  B^'  =  ^BBo. 

Diese  Vertikalen  werden  gedrückt,  und  es  liegen  daher  die  Punkte 
A'\  C'\  D'\  J9"  oberhalb  A\  C\  D\  B*)  Die  in  Kg.  169  schraffierte 
Käche  ist  die  gesuchte  Biegungsfläche  und  gleichzeitig  Einflußfläche 
für  X  (mit  dem  Multiplikator  l:SS"*p);  der  mittlere  Teil  derselben 
ist  negativ,  weshalb  Lasten,  die  in  den  Knoten  6  bis  8  angreifen,  einen 
negativen  Horizontalschub  X  hervorbringen. 

Hinzuzufügen  bleibt,  daß  der  für  Xt  abgeleitete  Ausdruck  sich  für 
den  in  der  Regel  vorausgesetzten  Fall  einer  gleichmäßigen  Erwärmung 
des  Bogens  noch  vereinfachen  läßt  Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir 
den  Stablängen  s  des  bei  B  auf  wagerechter  Bahn  verschiebbar  ge- 
dachten Bogens  die  verschwindend  kleinen  Änderungen  ^s  =  os  zuu 
wobei  G)  für  alle  Stäbe  gleich  sein  soll,  und  wenden  auf  diesen  Ver- 
schiebungszustand und  auf  den  Belastungszustand  X  =  —  1  das  Gesetz 
der  virtuellen  Verschiebungen  an.  Wir  erhalten  dann,  da  sich  /  =  /,  -|-  2  /^ 
um  AZ  =  oZ  ändert,  die  Beziehung 

l.(oZ  =  25'os,  d.h.  2S'5  =  Z 

imd  finden  mm  (falls  neben  t  auch  e  einen  festen  Wert  besitzt) 

68.  Kette,  versteift  durch  einen  Gerberschen  Balken.  Wir  knüpfen 
an  die  im  eisten  Bande  (§  49)  durchgeführte  Untersuchung  an,  welche 
lehrte,  daß  eine  über  beliebig  viele  Öffnungen  gespannte  Kette  mit 
durchgehendem  Versteifungsbalken  ein  statisch  bestimmtes  Tragwerk 
ist,    sobald  der  Versteifungsbalken  ebensoviel  Mittelgelenke  erhält  als 


*)  Wir   erinnern    daran,    daß   wir   die    lotrechten  Vei'schiebungen   stets  nach 
an  fett  positiv  zählen. 
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die  Brücke  öffaungen  besitzt,  und  die  Mittelgelenke  so  verteilt  sind, 
daS  nach  Weglassung  iigendeines  derselben  (welches  wir  kurz  das 
Gelenk  O'  nennen  wollen)  der  Versteifungsbalken  ein  Gterberscher 
wird.*)  Wir  zeigten  auch,  daß  nach  Bestimmung  des  Horizontal- 
zuges H  der  Kette  die  Spamikrafte  Z  der  Hängestangen  sich  mittels 
de«  Gtesetzes  leicht  angeben  lassen,  daß  die  Eette  das  Seüpolygon  der 
Kräfte  Z  ist,  womit  dann  alle  am  Balken  angreifenden  Kräfte  bestimmt 
sind;  und  schließlich  ermittelten  wir  H^  indem  wir  das  Angriffsmoment 
für  den  Balkenquerschnitt  G'  gleich  Null  setzten.  Fehlt  nun  das  Ge- 
lenk G\  wird  also  die  Kette  durch  einen  Gerberschen  Balken  versteift, 
so  entsteht  ein  einfach  statisch  unbestimmtes  Tragwerk,  als  dessen 
statisch  nicht  bestimmbare  Größe  X  am  zweckmäßigsten  der  Horizon- 
talzag der  Kette  gewählt  wird.  Zur  Berechnung  von  X  dienen,  wenn 
sämtliche  Spannkräfte  S  auf  die  Form 

S  =  Sq  —  S  X 
gebracht  werden,  die  Formeln: 

Ph' 
Einfluß  einer  Einzellast:  -^  =  ^^~5'--— •**) 

.,     Temperaturänderung:  X<  =    _,  ^,^ — 

U 
„       von  Verschiebungen  der  Stützen:   AX  =  —  stö'«' 

Das  Verfahren  möge  an  dem  in  Fig.  170  abgebildeten  Träger  er- 
läutert werden.  Der  Versteifungsbalken  besitzt  hier  zwei  in  der  Mittel- 
öffnung liegende  Gelenke  G  und  J.  Um  den  Belastungszustand  Jt  =  —  1 
zu  erhalten,  denke  man  in  den  Kettengliedern  Drücke  S^\  S^\  S^\  ... 
erzeugt,  denen  ein  Horizontalschub  von  der  Größe  Eins  entspricht 
Fig.  170b  gibt  an,  wie  diese  Kräfte  und  die  zugehörigen  Drücke 
'^a'j  'S'io',  Sil',  •  •  -9  ^  ^^^  Hängestangen  dargestellt  werden  können, 
wobei  es  genügte,  die  linke  Trägerhälfte  zu  behandeln.  Die  Drücke 
S^\  Sjo',  Sji', . . .  bilden  die  Belastungen  des  Versteifungsbalkens,  dessen 
Stützenwiderstände  A\  B\  C\  D'  nach  Abschnitt  VI,  Band  I,  zu  be- 
stimmen sind,  worauf  die  Spannkräfte  S'  der  Stäbe  des  Balkens  mit 
Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  gezeichnet  werden  können.     Ist 

dies  geschehen,  so  werden  die  Spannungen  a'  =  -^  oder  die  Längen- 
ändeningen  (As)'  =  —fttt  sämtlicher   Balkenstäbe   berechnet,    hierauf 


*)  Wie  beim  Gerbersehen  Balken  die  Gelenke  über  die  verachiedenen  Offnungen 
zu  verteilen  sind,  lehrt  Abschnitt  VI  von  Band  I. 

**)  Es  handelt  sich  hier  nur  um  diejenigen  Lasten,  welche  nach  Ausführung 
der  Versteifung  der  Kette  aufgebracht  werden,  in  der  Kegel  also  nur  um  die  be- 
we^che  Belastung.    Vergl.  Band  I,  §  49, 
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nach  Sr.  46  oder  Xr.  47  dre  Gewichte  «■  ermittelt  und  die  in  ¥ig.  170d 
schi-affierte  Biegungsfläche  der  Gurtung  Af,Da  bestimmt    Dieselbe  ist 

die  Einflußfläche  für  X  (Multiplikator  =  ^-^,yg—j  und  wird  begrenzt 

durch  die  Momentenlinien  A'B'G',  G'LJ',  J'C'D'  der  mit  den  ent- 
sprechenden Gewichten  w  belasteten  einfachen  Balken  Ä'G',  (?'-/', 
J'D'  und  den  Schlnßtinienzug  A'G"J"D',  welcher  bestimmt  ist  durch 

die  Verkürzungen  B"B'  und  0"C"  der  Vertikalen  B^B  und  ('oC.*) 
Zu  beachten  ist,  daß  sich  der  Ausdruck  SS'*p  auf  sämtliche  Stäbe 
des  Tragwerks  (Balkenstäbe,  Hängestangen,  Glieder  der  Tragketten  und 
Rückbaltketten)  bezieht 


Fig.  170. 

Bei  der  Berechnung  von  X,  wird  meistens  angenommen,  daß  sich 
die  dem  spannungslosen  Anfangszustande  entsprechenden  Temperataren 
samtlicher  Stäbe  um  den  gleichen  Betrag  /  ändern.  Es  stellt  sich  dann 
heraus,  daß  der  Einfluß  der  Temperaturänderungen  der  Balkenstäbe 
und  Hängestangen  ein  verhältnismäßig  sehr  geringer  ist,  und  daß  es 
genügt,  im  Zähla-  des  für  X,  erhaltenen  Ausdruckes  nur  die  Glieder 
der  Tragketten  und  Rückhaltketten  zu  berücksichtigen.    Für  ein  unter 


*)  Di«  Vertikalen  A^A  und  D^D  des   in   d 
sind  für  den  Belastvmgszustand  X^= —  1  >i|)anmmj 


i^g.  170  al^bildeten  Trägers 
;  ihre  Iüngenänderungi?n  sind 


§  5.    Das  statisch  unbestimmte  Fachwerk. 
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Fig.  171. 


%  gegen  die  Wagerechte  geneigtes  Glied  der  Tragkette  erhält  man 
*"?'=  —  1  •  sec  a,  nnd  für  die  Glieder  der  Rückhaltüetten  ergeben 
sich  z.  B.  bei  der  in  Hg.  171  veranschaulichten  Anordnung  die  Werte 
'S''=  —  1  sec a'.     Daraus  folgt  dann: 

X^  =  —  -  o/2~ I  25  sec  a  +  2  (5.  +  ^*)  sec  a)  |, 

worin  s^  =  KKy^  und  8i,=^K^K2,    Die  Summe  Ssseca  erstreckt  sich 
nur  über  die  Glieder  der  Tragkette.    Infolge  einer  Erhöhung  der  Tem- 
peratur wird  der  Horizontalzug  der  Kette 
verkleinert 

Yerschiebungen  der  Widerlager  blei- 
ben meistens  unberücksichtigt,  obgleich 
Längenänderungen  schlanker  Mittelpfeiler 
und  ein  Nachgeben  der  Verankerungen 
von  merklichem  Einfluß  auf  -X  sein 
können.  Es  senke  sich  z.  B.  der  Stütz- 
punkt E  um  i]i,  F  um  ijg,  auch  ver- 
schiebe sich  der  Stützpunkt  K  im  Sinne 

KK^  um  7]3  und  der  entsprechende  Stützpunkt  des  rechten  Endpfeilei*s 
um  7)4 .  In  den  Punkten  E  und  K  greifen  beim  Eintreten  des  Zu- 
Rtandes  -X  =  —  1  die  Stützenwiderstände  an: 

J?'=  1  (ig  a4  -j-  ig  ttg),  nach  abwärts  gerichtet 
A''=lseca'  ,     „     oben  „       *) 

und  entsprechend  gleiche  Widerstände  wirken  bei  F  und  N, 

Die  virtuelle  Arbeit  dieser  Auflagerkräfte  ist: 

^'=  (<g  «4  +  tg  «5)    ("»ll  +  '^i)  +  sec  a    (7)3  +  tjj 

und  man  erhält  daher: 

^^  =  —  25>-2T  [(tg  «4  +  tg  ag)  (7]i  +  7),)  +  sec  a  (7)3  -f  7) jj. 

69.  Kette,  über  eine  Öffinmg  gespannt  und  diiroh  einen  Bogen- 
träger  mit  2  Eampfergelenken  versteift,  Eig.  172.  Dieses  Tragwerk 
ist  zweifdch  statisch  unbestimmt.  Als  statisch  nicht  bestimmbare 
Größen  werden  zweckmäßig  der  Horizontalzug  X'  der  Kette  und  der 
Horizontalschub  X"  des  Bogens  eingeführt.  Die  Spannkräfte  werden 
auf  die  Form  8=  S^— S'X'— S"X"  gebracht 


*)  Wir  setzen  voraus,  daß  bei  K^  und  K^  bewegliche  Lager  angeordnet  sind. 
Der  Widerstand  des  auf  wagerechter  Bahn  geführten  Stützpunktes  K^  ist  lotrecht^ 
der  Widerstand  bei  K^  halbiere  den  Winkel  KK^K^.  Dann  wird  jedes  der  beiden 
Kettenglieder  iTüTi  und  K^K^  dui-ch  eine  Spannkraft  JC sec  et'  beansprucht,  wo  et' don 
Neigungswinkel  von  K^  K^  gegen  die  Wagerechte  bedeutet.  In  K  greift  also  ein  von 
K^  nach  K^  gerichteter  Widerstand  Xseca'  an  und  im  Falle  X=  —  1  ein  von  K^ 
nach  ifj  gerichteter  von  der  Größe  1  sec  a'. 
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Rg.  176  zeigt  den  einfachen  Balken  -4J9,  in  welchen  das  Eacli- 
werk  im  Falle  JY^'=0  und  Jt"=0  übergeht,  während  die  Figuren 
173  und  174  diesen  Balken  im  Belastungszustande  X'=  —  1  bezw. 
X''=  —  1  darsteUen. 


Fig.  172. 


Fig.  173. 


Fig.  174. 


Fig.  175. 


Bei  Einti'eten  des  Zustandes  X'=  —  1  greifen  am  Balken  AB 
3ie  lotrechten  Lasten  S^\  S^\  .  , ,  an  (d.  h.  die  Drücke  in  den  Hänge- 
stangen, welche  genau  so  bestimmt  werden  wie  im  vorigen  Beispiele), 
und  im  Belastungsfalle  Jl"=  —  1  befindet  sich  der  Balken  imter 
dem  Einflüsse  zweier  wagerechter  Kräfte  1.  Nach  Berechnung  der 
den  Spannkräften  S'  imd  S''  entsprechenden  Bjiotenpunktsgewichte  n' 
imd  w''  werden  die  Biegungshnien  (8'  und  8")  als  Momentenlinien 
einfacher  Balken  AB  ermittelt*)  imd  schließlich  die  Elastizitäts- 
gleichungen aufgelöst: 

XSS'^p  +  X"2S'S"p  =  Ph'  +  2S's^6'  —  L' 

X2S'vrp+^"s5"2p  =P8"+2s"8/6-— r'. 

*)  In  Fig.  173  und  174  wurden  die  lÄngenändeningen  der  Endstander  AA^ 
und  BBq  vernachlässigt. 
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Man  erhält  den  Einfluß  der  Belastung 

A"  =  P(g)"8'— 08") 
X'=P(g)'8"— 08') 

wonn  0= — vr-^,    ö   = — \T—^t   ö  = ^r — 

N  N  N 

JV^=  2S'*p  .  2S"«p  —  (SÄ'S"p)^ 
femer  den  Einfluß  einer  Temperaturänderung: 

Xt  =  G)"S  S'e  ts  —  (i>  2  fi^'e  ^ä 

und  den  Einfluß  einer  Bewegung  der  Stützen: 

Die  von  8'  abhängigen  Sunimenausdrücke  erstrecken  sich  über 
die  Stäbe  des  Bogens,  die  Hängestangen,  die  Tragkette  imd  die  Rück- 
haltketten, die  von  S"  abhängigen  nur  über  den  Bogen,  da  für  die 
Kettenglieder  und  Hängestangen  S"=0  ist 

Wird  eine  gleichmäßige  Temperaturänderung  angenommen,  so  darf 
man,  wie  im  vorigen  Beispiele, 

S  S'e  ts  =  Sä  sec  a  -f-  2«'  sec  a 

setzen,  worin  sich  2 5  sec  a  nur  über  die  Glieder  der  Tragkette  er- 
streckt und  s'  die  Länge  einer  Rückhaltkette  (bis  zur  Ankerplatte 
gemessen!)  bedeutet  Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Rückhaltkette 
entweder  geradlinig  oder,  wenn  gebrochen,  derart  mit  Zwischenstützen 
versehen  ist,  daß  die  Spannkraft  in  der  ganzen  Eette  gleich  groß  ist 
VergL  Rg.  171.  Weiter  darf  man  (ähnlich  wie  beim  ersten  Beispiel, 
Rg.  167) 

^S"zts  =  ttl 
setzen. 

Sollen  AJC'  und  ^X"  unter  der  Voraussetzung  berechnet  werden, 
daß  sich  die  Stützpunkte  G  und  D  um  tj^  beziehungsweise  i\^  senken, 
daß  femer  die  Ankerplatten  links  und  rechts  in  der  Richtung  der  Rück- 
haltketten um  7)3  beziehungsweise  tq^  nachgeben  und  l  sich  um  A2 
ändert,  so  hat  man  zu  setzen: 

r  =  1  .  (tg  tto  -f-  tg  a')  (Yli  +  1|^)  +  1  .  sec  a    (7)3  +  IQ  J 

L"=l'  Hl  (vergl.  das  vorige  Beispiel). 

70.  Übungsaufgaben.  Die  durch  einen  einfachen  Balken  versteifte 
Eette  in  Hg,  176  ist  einfach  statisch  unbestimmt  Kennt  man  den 
Horizontalzug  X,  so  kann  man  die  Spannkräfte  in  den  Hängestangen 
mittels  der  Bedingung  finden,  daß  die  Kette  das  Seilpolygon  dieser 
Kräfte  ist 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  12 
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Figur  177  stellt  ein  dreifach  statisch  unbestimmtes  Hangewerk 
(System  OrcUsh-Lefeuvre)  dar.  Sind  die  Spannkräfte  X\  X'\  X'"  der 
lotrechten  Hängestangen  bekannt,  so  sind  die  in  den  Tragketten  -4(7, 
CD,  EB^  ED^  ÄD^    DB  und   in    den   Rückhaltketten   auftretenden 
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Fig.  180. 


Fig.  181. 


Kräfte  gegeben.  Die  durch  eine  gestrichelte  Linie  angedeutete  Kette 
hat  nur  das  Gewicht  der  Tragketten  aufzunehmen.  Bei  symmetrischer 
Anordnung  ist  die  Biegungslinie  für  X"'=  —  1  das  Spiegelbild  der 
Biegungslinie  für  X'=  —  1. 

Ein  ähnliches  Hängewerk  zeigt  Kgur  178;    dasselbe  ist  vierfach 
statisch  unbestimmt     Die  Belastungszustände  -X'=  —  1,  X"=  —  1, 
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-X'"=  —  1,  X""=  —  1  des  Yersteifungsbalkens  sind  in  der  Figur 
daxgestellt  worden;  es  ist  zu  beachten,  daß  am  festen  Auflager  A 
schräge  Widerstände  hervorgerufen  werden. 

Das  Balkenfach  werk  in  Fig.  179  besitzt  in  jedem  Felde  zwei  sich 
kreuzende  Diagonalen,  welche  aber  beide  imstande  sind,  Zug-  und 
Druckkräfte  zu  übertragen.  Hat  das  Fachwerk  also  7i  Felder,  so  ist 
es  n-fech  statisch  unbestimmt.  In  der  Figur  ist  der  Kräfteplan  für 
X"'=  —  1  vorgeführt  worden;  die  Wirkung  dieser  Kraft  erstreckt 
sich  nur  über  die  Stäbe  9,  10,  11,  12,  13,  und  es  treten  daher  nur 
zwei  Gewichte  w  auf,  nämlich  w^"'  und  w^"\  welche  am  besten  nach 
Nr.  47  Gleich.  10  berechnet  werden.  Man  erhält  für  w^"  einen  posi- 
tiven, für  w^'"  einen  negativen  Wert  und  gelangt  daher  zu  der  in  der 
Abbildung  angedeuteten  Biegungslinie  (8'").  Ebenso  werden  die  Zu- 
stände X'= — 1,  Jl"==  —  1  usw.  untersucht 

Die  Figuren  180  und  181  zeigen  zweifach  statisch  unbestinmite 
Tragwerke,  welche  in  ähnlicher  Weise  behandelt  werden  wie  die  ver- 
steiften Kettenbrücken  in  Fig.  170,  172,  176. 

Wir  heben  zum  Schluß  noch  einmal  hervor,  daß  bei  Anwendung 
der  Gleichungen  V  auf  Seite  163  die  Summe  2  sich  über  sämtliche 
Stäbe  erstreckt,  über  die  notwendigen  und  überzähligen.  So  entsprechen 
beispielsweise  dem  überzähligen  Stabe  des  ersten  Feldes  des  Trägers 
in  Fig.  179  die  Werte:  Ä'=  — 1;  S"=0;  S'"=0;  S""=0;  usw. 
dem  des  zweiten  Feldes:  S'=0;  S"=—  1;  5'"=0;  S""=0  usw. 
Man  vergL  auch  Seite  26  der  Einleitung. 


§6. 

Allgemeiaes  fiber  das  Auftragen  der  Einflufllinien. 

71.  Sind  die  Einflußlinien  für  die  Größen  X  eines  durch  parallele 
Lasten  P  beanspruchten  Fachwerks  nach  einem  der  in  Nr.  56  bis  69 
angegebenen  Verfahren  bestimmt  worden,  so  lassen  sich  die  Einflußlinien 
der  Spannkräfte  S  und  Stützenwiderstände  C  mittels  der  zwischen  den 
S,  C  und  X  bestehenden  Beziehungen  ersten  Grades  darstellen.  SoU 
beispielsweise  die  Einflußlinie  für  eine  Spannkraft 

S  =  Sq  —  S„  X„  —  Oft  Xj,  —  S^  Xc  —  .... 

angetragen  werden,  so  nehme  man  zuerst  sämtliche  Jl  =  0  an,  zeichne 
die  /Sq -Linie  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems  auf  die  im  L  Bande 
gezeigte  Weise  und  verkleinere  die  Ordinaten  derselben  um  die  Summe 
der  beziehungsweise  mit  fi«,  S^,  ä^,  ...  multiplizierten  entsprechenden 
Ordinaten  der  Einflußlinien  für  -X„,  Jlj,  -X^,  .  .  .  . ,  wobei  es  sich 
empfiehlt,  die  Multiplikation  mit  Hilfe  von  Winkeln  a,  ß,  y  .  .  . .  aus- 
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zuführen,  welche  der  Reihe  nach  durch 

bestimmt  sind,*) 

In  Kg.  182  ist  dieses  allgemeine  Vei-fahren  an  einem  Bogentrfiger 
mit  festen  Kämpfergelenken  (A,  B)  und  auf  wagerechter  Bahn  bew^- 
lichem  Auflagergelenke  (,'  erläutert  worden.  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  sind  eingeführt;  der  Hohzoutalschub  X,  und  der 
Widerstand  X^  der  Mittelstütze.    Gesucht  sei  die  Einflußlinie  für  die 


Spannkraft  S  im  Stabe  i  —  k  der  oberen  Gurtung.  "Werden  X„  und 
X^  =  0  gesetzt,  so  liegt  ein  einfaclier  Balken  AB  vor,  und  es  besteht 
deshalb   die  Ä^-Linie   aus   zwei  Gerade»  AC  und  CB,  welche    nach 

Fig.  182c  durch  Auftragung  von  AJ=  —  1  — "-  bestimmt  sind,  wobei 

r_  das  Lot  vom  Knotenpunkt  m  auf  den  Stab  ik  bedeutet  Die  den 
Belastung:szuständeu  A'„  :=  —  1  und  -Tj  =  —  1  entsprechenden  Spann- 
kräfte iS„  imd  St  stellen  sich  hier  negativ  heraus,  während  X„  und 
X^  nur  positive  Werte  besitzen;  das  GUed:  — (S^X^-i-  S^X^)  ist  also 
positiv;  addiert  man  dasselbe  zu  dem  negativen  Wert©  S^,  so  erhält 
mau  für  P=l: 

S  =  .%  —  S,  X.  —  S,  X,  =  Pr, 
und  gelangt  zu  der  in  der  Fig.  182  c  voll  schraffierten  Einflußfliiche  für  S. 
Dieselbe  ermöghcht  für  jeden  Belasttmgszustand  die  Ermittlung  von 

72.   Die  zienüicb  umfangreiche  Arbeit,  welche  die  Auftragung  der 
Einflußlinieu  für  sämtliche  Spannkräfte  'S'  eines  mehrfach  statisch  un- 


•)  Auch  der  pTOportioiiiilziikfl  leLstL-t  giite  Dienste. 
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bestiinmten  Pachwerks  verursacht,  läßt  sich  durch  Verwertung  der 
zwischen  den  einzehien  Größen  S  stattfindenden  statischen  Beziehungen 
meistens  erheblich  abkürzen.  In  der  Eegel  liegen  Fachwerke  vor,  die 
aus  aneinander  gereihten  Dreiecken  bestehen;  es  ist  dann  zu  empfehlen, 
die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  durch  die  Gurtkräfte  auszudrücken. 
Bei  belasteter  oberer  Gurtung  betrachte  man  eiuen  unteren  Knoten- 
punkt m  (Mg.  183),  nehme  zuerst  ?7^_,  =  -|-  1  und  U^+i  =  0  an  und 
bestimme  mit  Hilfe  des  in  Fig.  183a  dargestellten  Eräftepolygons  die 
entsprechenden  Spannkräfte:  —  x«  (Druck)  imd  +  x^+,  (Zug)  der  Wand- 
güeder  D^  und  D«+i.  Ganz  ebenso  ermittle  man  für  den  Zustand 
U^^i  =  0  xmd  [7„+i  =  -|-l  ^®  Spannkräfte  +v^  und  — v«+i  jener 
Glieder,  um  hierauf  die  für  jeden  Belastungszustand  gültigen  Formeln 
zu  erhalten: 

-D«  ==  —  ^mU^^i  +  ^mU„+i  =  v^  l -U^.i-}- U^+i) 

^m+\  =      l"  ^+  I  ^m-l  ^«1+1  (^m+\  =  *'i»i+l  l  "1  ^ m~\  ^m+l )' 


m-LSu£^J&iL 


Fig.  184. 


Die  Einflußlinien  für  die  Klammerausdrücke  wollen  wii-  kurz  die 
Einflußlinien  für  D^  beziehungsweise  D„+i  nennen  imd  die  Faktoren 
V«  und  v^+,  als  Multiplikatoren  dieser  Linien  bezeichnen.  Die  D^-Iinie 
erhält  man,  wenn  man  die  mit  x« :  v«  multiplizierte  CT^.rLinie  von  der 
?7^+, -Linie  in  Abzug  bringt,  und  ganz  entsprechend  ergibt  sich  die 
2)^+, -Linie.  Zur  Ausführung  der  Multiplikationen  mit  x«:v^  und 
>€-.+  i*v«+,  benutze  man  Hilfswinkel  oder  den  Proportionalzirkel. 

Bei  belasteter  unterer  Gurtung  drücke  man  die  Spannkräfte  D 
durch  die  Spannkräfte  0  aus. 

Die  oben  für  Dm  und  Dm+\  abgeleiteten  Gleichungen  gelten  au(;h  für  den  Fall 
belasteter  unterer  Gurtung,  so  lange  im  Knoten  m  keine  I^st  angreift.  Liegt  die  Last- 
einbeit  bei  w,  80  treten  rechts  noch  Gliederp«,  beziehungsweise  pm+i  hinzu,  die  der 
Fig.  184  c  zu  entnehmen  sind.  Hierauf  ist  zu  achten,  wenn  beide  Gurte  belastet  sind. 
Veiigl.  auch  das  ähnliche  allgemeine  Verfahi-en  in  Band  I,  §  30,  Seite  242. 


182 


Erste  Abteilung.    Erster  Abschnitt 


Sind  nicht  nur  die  Lasten,  sondern  überhaupt  alle  äußeren  Kräfte 
(also  auch  die  Stützenwiderstände)  einander  parallel,  ein  Fall,  der  bei 
Balken  auf  mehreren  Stützen,  sowie  bei  den  YersteiEungsbalken  von 
Kettenbrücken  in  der  Regel  Yorliegen  wird,  so  gehe  man,  faUs  sämtliche 
Wandglieder  gegen  die  Richtung  der  Lasten  geneigt  sind  (Kg.  184), 
von  den  bereits  ün  I.  Bande  benutzten  Gleichungen  aus: 

Um  cos  9«  =  —  C/"^-.!  cos  Y«.,  —  0«  cos  ß« 
J9^+ 1  cos  9^+ ,  =  —  C7«+ ,  cos  Y-+ 1  —  0^  cos  ß«. 

Sind  dann  mittels  des  in  Nr.  71  beschriebenen  Verfahrens  die  Ein- 
flußlinien für  die  Ocosß  und  ^/cosy  gefunden  worden,  so  sind  auch 
die  Eioflußlinien  für  die  D  cos  9  bestimmt 


\p  \ 


m^ 


K— A-- 


Fig.  186. 


Für  das  in  Fig.  185  dargestellte,  von  parallelen  äußeren  Kräften 

angegriffene  Fachwerk,    dessen  Stäbe  zum  Teil   in  die  Kraftrichtung 

fallen,  gelten  die  Beziehungen: 

if  *) 
—  0«  cos  ß«  =  +  f/«+,  cos  Ym+i  =  -^ 

x>«cos9^  =  -^ 7 


'« 


F„  =  -%^[-^^--*r^^ ^1  Last  am  Obeigurt 

F„  =  ^^ [f"  —  -^J^ . ^:-±^  Last  am  Uateigurt; 


*)  Mm  bedeutet  das  Angi-iffsmoment  für  den  Knoten  m\  dasselbe  wird  in  der 
Form:  J/«  =  JMo«  — 3fJX' —  3f«"X"  — . . . .  dargesteUt,  wenn  Z',  Z",  .  .  .  die 
statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  sind.  Die  Formeln  für  0,  Z>  und  V  sind  im 
I.  Bande,  §  34  u.  38,  abgeleitet  worden.  Die  Ausdriicke  für  die  V  wurden  oben  in 
anderer  Form  geschrieben  wie  früher.  Die  Formeln  für  0  und  TJ  gelten  bei  beliebig 
gerichteten  äußeren  Kräften. 
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aus  denen  hervorgeht,  daß  es  zweckmäßig  sein  wird,  zunächst  die  Ein- 

M 
flußflächen  für  die  Werte  -^—  darzustellen,  um  in  dem  Unterschiede 

n 

M 
zweier  aufeinanderfolgender  -^ — Flächen   eine  D  cos  9-Fläche  zu  er- 
halten.     Auch    die    F^-Mäche    ist    durch    zwei    aufeinanderfolgende 

M 

-^-Mächen,  von  denen  aber  die  eine  mit  einem  Höhenverhältnis  multi- 
pliziert werden  muß,  bestimmt;  femer  treten  bei  den  F- Flächen  Multi- 
plikatoren auf. 

Bei  gerader  Gurtung  wird  die  Ermittlung  der  Kräfte  F  wesentüch 
einfacher.  So  findet  man  z.  B.  für  den  in  Fig.  186  dargestellten  Fall 
einer  geraden  unteren  Gurtung  die  Gleichgewichtsbedingung: 

^   ,.  (F^  — P)sina«  +  Z)^sin4>^  =  0 

und  hieraus: 

sma^  sma^cos9«\  ^  sm\J>„       / 

Solange  die  über  den  Träger  wandernde  Lasteinheit  außerhalb 
der  Felder  X«  und  X«+,  liegt,  unterscheidet  sich  die  Einflußfläche  für 
den  Elammerausdruck  von  der  D^  cos  9^ -Fläche  nur  durch  das  Vor- 
zeichen;   an  der  Stelle  m  ist  zu  der  in  entgegengesetztem  Sinne  zu 

nehmenden  Ordinate  der  D-,cos©^-Linie  noch  der  Betrag: 7—, 

zu  addieren.    Ist  die  untere  Gurtung  rechtwinklig  zur  Eichtung  der 

Lasten,  so  wird — —  =  tg  ©-,. 

^  sm  a«  cos  9^      ^  ^ 

Besonders  einfach  wird  die  ganze  Untersuchung  für  ParaUelträger, 
deren  äußere  Kräfte  rechtwinklig  zu  den  Gurtungen  sind.  Hier  kommt 
es  nur  darauf  an,  die  Momente  imd  Querkräfte  zu  bestimmen,  aus  denen 
sich  dann  sämtliche  Stabkräfte  berechnen  lassen. 

Für  das  in  Fig.  187  dargestellte  Fachwerk  ergibt  sich  z.  B.,  wenn 
Q^  die  Querkraft  für  das  w*®  Feld  bedeutet, 

—  O^h  =  +  JJ^+iÄ  =  M„\        D^  sin  9^  =  Q„ 
F«  =  —  Ö«,  Last  oben, 
F«  =  —  Öm+i,  Last  imten. 

Da  nun  ö^  =  -—  (Jf^  —  ^m-i)  ist,  so  kann  man  nach  Ermitt- 
ln» 

lung  der  if-Flächen  jede  ÖX-Fläche  als  den  Unterschied  zweier  auf- 
eiaanderfolgender  Jf- Flächen  gewinnen,  oder  man  zeichnet  zuerst  die 
ÖX -Flächen  und  benutzt  hierauf  die  Beziehung 

um  aus  der  einen  if-Fläche  schrittweise  aUe  übrigen  abzuleiten. 
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liegt  das  Eachwerk  in  Fig.  188  vor,  und  sind  m  —  1  und  in-\-  1 
Eiiotenpunkte  der  belasteten  Gurtung,  femer  Q  die  Querkraft  für  das 
Feld  (m, —  1)  —  (w  +  1),  so  beachte  man  die  Beziehungen: 

D^  sin  9^  =  —  D^+i  sin  9^+,  =  +  Q, 


Fig.  187. 


m^ 


Fig.  188. 


73.  Auf  eine  sehr  übersichtliche  Weise  lassen  sich  die  Einfluß- 
flächen für  die  Spannkräfte  einfach  statisch  unbestinunter  Träger  ge- 
winnen; denn  hier  erscheint  8  in  der  Form 


S 


=  Oq  O  -A.  =  O    I  — ö> ß'^ 


und  es  ist  daher  möglich,  wenn  äS"  als  Multiplikator  herausgezogen  wird, 
jede  /S-Fläche  als  den  Unterschied  der  -X-Fläche  und  einer  meistens 
von  nur  wenigen  Geraden  begrenzten  iSo/S'-Fläche  (deren  Aufzeichnung 
ebenso  schnell  vor  sich  geht,  wie  die  der  So-Fläche)  darzustellen. 

Wir  werden  meistens  die  X  und  die  ri' =  SqJS'  (Figur  189a) 
von  derselben  Geraden  N'N  aus  auftragen  und  erhalten  dann  die  S- 
Fläche  (deren  Ordinaten  mit  tq  bezeichnet  werden  mögen)  gewisser- 
maßen auf  die  -X-Linie  als  gebrochene  Null-Achse  bezogen.  Gibt  man 
aber  der  Einführung  einer  allen  S-Flächen  gemeinsamen  geraden  Null- 
linie (die  bei  lotrechter  Belastung  meistens  wagerecht  gewählt  wird) 
den  Torzug,  so  gelangt  man  zu  der  Darstellungsweise  in  Fig.  189  b,  in 
welcher  die  Ordinaten  ifj'  von  der  -X-Linie  aus  aufgetragen  wurden, 
und  aus  welcher  ohne  weiteres  das  Gesetz  abgelesen  werden  kann,  daß 
innerhalb  eines  Gebietes,  in  welchem  die  iSo/S'-Linie  der  Fig.  189  b)  ge- 
radlinig verläuft,  entsprechende  Seiten  der  S-Iinie  und  X-Linie  sich  in 
Punkten  einer  Geraden  schneiden,  welche  durch  den  Nullpunkt  der 
So/S'-Iinie  geht  und  parallel  zu  P  ist*)    Auf  Grund  dieser  Eigenschaft 


*)  Die  Ä-Iinie  ist  also  innerhalb  eines  von  einer  geraden  Äo"I^6  beherrschtan 
Gebietes  affin  mit  der  X-Iinie. 
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läßt  sich  die  S-Iinie  aus  der  -X-Iinie  ableiten,  sobald  eine  Ordinate 
und  die  Nullpunkte  der  S^jS^-lime  bekannt  sind.*) 


■*--6^ 


Fig.  189. 


SeiHpleL  Für  den  in  Kg.  190  abgebildeten,  einfach  statisch 
unbestinunten  Bogenträger  sei  nach  dem  in  Nr.  67  beschriebenen  Ver- 
fahren die  Einflußlinie  für  den  Horizontalschub  X  ermittelt  und  von 
der  geraden  NuUinie  Ä'B'  aus  aufgetragen  worden.**)  Es  soll  die  Ein- 
,  flaßfläche  für  die  Spannkraft  0  des  dem  Knotenpunkte  m  gegenüber- 
liegenden Stabes  der  oberen  Gurtung  gezeichnet  werden. 

Den  Belastungszustand  X=  —  1  zeigt  Mg.  193.  In  -4  und  B 
wurden  Kräfte  (K')  angebracht,  deren  wagerechte  nach  außen  gerichtete 
Seitenkräfte  von  der  Größe  1  sind  und  welche  durch  die  Gelenke  E 
und  F  gehen  müssen,  damit  sich  die  Bogenteile  ÄE  und  BF  nicht 
um  E  beziehungsweise  F  drehen.  Sodann  wurden  die  einander  gleichen 
Kräfte  (C)  und  (2)')  hinzugefügt,  welche  den  (K')  das  Gleichgewicht 
halten.  Der  aus  drei  Geraden  bestehende  linienzug  A^  C^^  D^^  B  ist 
das  Seilpolygon  (Mittelkraftspolygon)  der  Kräfte  K\  C\  J9',  K\ 


*)  Wir  erinnern  hier  u.  a.  an  die  Ei-mittlung  der  Nullpunkte  der  ^So-Linien  mit 
Hilfe  von  Polbestimmungen  kinematischer  Ketten.    Band  I,  XTTT.  Abschnitt. 

**)  In  Figur  190  vernachlässigten  wir  die  dem  Zustande  X=  —  1  entsprechenden 
Längenänderungen  der  von  den  Stützpunkten  A^  C^  D^  B  axisgehenden  lotrechten 
Füllungsstäbe.    Vergl  Fig.  169,  Seite  171. 
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Ein  behufs  Bestimmung  der  Spannkraft  0'  durch  das  Fachwerk 
geführter  Schnitt  tt  trifft  die  Seüpolygonseite  C^I?!,  welche  die  Lage 
derj  Mittelkraft  (Ä)  der  links  von  tt  wirksamen  äußeren  Kräfte  K'  und 
C  bestimmt     Mißt  man  also  den  lotrechten  Abstand  y^  des  Punktes 


(t9  (j/j 

Fig.  190,  191,  192,  193. 

Tri  von  der  Seite  (7,  D^  und  envägt,  daß  die  wagerechte  Seitenkraft  von 
jB  die  Größe  1  besitzt,  so  lautet  die  Rittersche  Momentengleichung  für 
den  Drehpunkt  m\ 

O'r^  —  1-2/^  =  0,  woraus  0'  =  +  1  -^, 
weshalb  schließlich 

erhalten  wird. 
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[Die  vorstehende  Beschreibung  der  Bestimmungsweise  der  Spann- 
kräfte S'  berücksichtigt  eine  beliebige  Neigung  der  vom  Schnitte  tt  ge- 
troffenen Seite  des  Mittelkraftspolygons;  sie  liefert  z.  B.  für  den  Ober- 
gurtstab des  ersten  Feldes:  0'  =  —  1  — ,  für  den  TJntergurtstab  des 

5«««*  Feldes:    Z7'  =  —  1  •  ^,  für  die  vom  Schnitte  tt  getroffene  Dia- 

gonale:  D'  =  —  1  •  -^,  wo  r,  das  Lot  von  i  auf  D'  bedeutet] 

Im  Falle  X  =  0  geht  der  Träger  in  einen  Gerberschen  Balken 
über,  und  es  besteht  deshalb  (nach  Band  I,  §  40)  die  Einflußlinie  für 

—  Oo  aus  4  Geraden  Ä'E'\  E''C'm\  m'D'F"  und  F"B'  (Fig.  191), 

deren  Nullpunkte  den  Auflagergelenken  entsprechen  und  deren  Schnitt- 
punkte in  den  Senkrechten  durch  E^  m,  F  liegen.  Die  Gerade  D'm" 
muß  auf  der  Senkrechten  durch  C  die  Strecke: 


T 

abschneiden.    Bringt  man  nun  von  der  — ^-  0^ -Fläche   die   -X-Fläche 

in  Abzug,  so  erhält  man  die  in  Fig.  191  durch  Schraffierung  hervor- 
gehobene 0-Fläche;  der  Multiplikator  derselben  ist  =  yjr^.  Lotrechte 
Lasten  P  erzeugen: 

In  Fig.  192  ist  die  0-Fläche  noch  einmal,  auf  eine  wagerechte 
Nullinie  bezogen,  dargestellt  worden.  Nach  Auftragung  der  X-Linie 
wurde  die  Gerade  D'm'  mit  der  Senkrechten  durch  C  in  J  zum  Schnitt 

X. 


gebracht,  die  Strecke  JJ"  =  1  — ^  abgetragen  und  mittels  der  Geraden 

J"D'  der  Punkt  7n'  der  0-Linie  bestimmt  Zur  FesÜegung  der  Punkte 
F"  und  E"  dienten  die  aus  dem  Verlauf  der  Oo -Linie  (welche  man 
für  diesen  Zweck  nur  zu  skizzieren  braucht)  gefolgerten  Bedingungen, 
daß  sich  die  Geraden  m'F"  und  tyiF'  in  einem  Punkte  der  Senk- 
rechten durch  B'  schneiden  müssen  und  die  (in  imserer  Figur  nicht 
ausgezogenen)  Geraden  m'E"  und  mE'  in  einem  Punkte  der  Senk- 
rechten durch  C,  und  schließlich  wurden  die  sechs  Zweige  der  O-Lüüe 
in  der  auf  Seite  185  beschriebenen  Weise  (vergl.  auch  Fig.  189)  aus 
den  entsprechenden  Zweigen  der  X-Linie  abgeleitet. 

Die  Darstellungsweise  in  Kg.  191  ist  unbedingt  die  übersichtlichere 
und  verdient  stets  den  Vorzug.  Nach  den  Erfahrungen,  welche  der 
Verfasser  bei  den  von  ihm  selbst  und  von  den  Hörern  seiner  Vorträge 
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durchgeführten  Berechnungen  gesammelt  hat,  empfiehlt  sich  folgendes 
Vorgehen. 

Man  verteile  die  Zeichnungen  im  allgemeinen*)  auf  4  Blätter, 
welche  der  Reihe  nach  zur  Auftragung  der  Einflußlinien  für  die  Ober- 
gurtstäbe, Untergurtstäbe,  Diagonalen  und  Vertikalen  benutzt  werden. 
Auf  jedem  dieser  Blätter  bestimme  man  mit  Hilfe  einer  einzigen  ^- 
linie  nach  dem  in  Kg.  191  angewandten  Verfahren  die  Einflußlinien 
für  die  in  Frage  kommenden  Spannkräfte,  und  trage  schließlich  jede 
Einflußlinie  von  einer  besonderen,  geraden  Nullinie  aus  auf,  wobei 
die  Ordinaten  der  nach  Kg.  191  angefertigten  Zeichnung  zu  entnehmen 


/i.-. 


Fig.  194. 

sind.  Nun  gebe  man  die  gefährlichsten  Zugstellungen  (welche  am 
besten  durch  Versuche  bestimmt  werden)  an  und  schreibe  neben  jede 
Einflußlinie  die  folgenden  Werte: 

1.  den  Multiplikator  (den  wir  von  jetzt  an  stets  mit  |jl  bezeichnen 
werden), 

2.  die  den  Lasten  P  entsprechenden  Werte  SPtq,  wobei  es  sich 
empfiehlt,  durch  einen  an  das  Zeichen  2  gesetzten  Zeiger  -|-  oder 
—  anzudeuten,  daß  es  sich  lun  den  Einfluß  der  auf  den  positiven 
oder  den  negativen  Beitragsstrecken  liegenden  Lasten  P  handelt, 

3.  diejenigen  Größen,  durch  welche  der  Einfluß  der  ständigen  Be- 
lastung  bestimmt  wird.    Bei   ungleichen   Feldweiten  ist  es  am 

zweckmäßigsten,  die  Inhalte  F  und  F  des  positiven  beziehungs- 

+ 
weise   negativen  Teiles   der  Einflußfläche  zu  berechnen  und  die 

von  der  ständigen  Belastung  {g  für  die  Längeneinheit)  herrührende 

Spannkraft  S^  mittels  der  Formel  S^=g  (F — F)  zu  ermitteln, 

+       - 

wobei  die  unter  den  F  stehenden  +  und  —  nicht  Vorzeichen, 
sondern  nur  Zeiger  bedeuten.  Haben  sämtliche  Felder  die  gleiche 
Länge  X,  so  ist  die  Rechnung  mit  Knotenlasten  g\  vorzuziehen. 
Man  bestimme  dann  die  Summe  aller  positiven,  an  den  Knoten- 
punkten gemessenen  Ordiaaten,  desgleichen  die  Sunune  aller  nega- 
tiven Ordinaten,  bezeichne  diese  Summen  kurz  mit  2  und  2  und 

setze  schließUch  S,  =  ^rX  (S  —  2).  •*• 

+       — 

*)  Auf  Vereinfachungen,  die  sich  an  der  Hand  der  Betrachtungen  in  Nr.  72 
ei-geben,  werden  wir  in  dem  von  den  wichtigsten  Ti-ägem  handelnden  Abschnitt  IE 
hinweisen. 
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Auf  diese  Weise  erhält  man  sehr  übersichtliche  Kräftepläne,  die 
von  jedermann  schnell  geprüft  werden  können. 

Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte 
lauten  mit  den  vorstehenden  Bezeichnungen  und  mit  Berücksichtigung 
des  Einflusses  (8t  =  ±  S'Xt  =  ±  ^X^)  einer  Erwärmung  beziehungs- 
weise Abkühlung: 

m  f  +  +      _ 

und  bei  gleichlangen  Feldern: 


S  =  H  [+ 2Pii  +  i/X  (2  —  S)  +  JTJ 

+  +  — 


^^^  ^S  =  PL  [-  2Pt)  +  i,X  (S  -  2)  —  X,]. 

—  +  - 

Es  ist  darauf  zu  achten,  daß  die  neben  die  Einflu£linien  zu  schreiben- 
den: |JL,  2P7],  SPtq,  jP,  jP,  2,  S  die  absoluten  Werte  der  fraglichen 

+  -  +    -    +    - 

Größen  vorstellen. 

Ähnlich  verfahre  man  bei  mehrfach  statisch  unbestimmten  «Fach- 
werken.  Den  Maßstab  für  die  Einflußlinien  (den  man  für  die  Gurt- 
kräfte und  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  im  allgemeinen  ver- 
schieden annehmen  muß)  wähle  man  nicht  zu  groß,  damit  man  mög- 
lichst viele  Ordinaten  mit  dem  Zirkel  addieren  kann.    Bei  Bestimmung 

der  SPtq  und  SPtq  beachte   man  das  auf  Seite  120  des  I.  Bandes 
+  - 

Gesagte. 

Bei  gleichförmiger  Verkehrslast  p  erhält  man  (mit  der  Bezeichnung 

9  =  9+?)' 

> 

(3)  r"       "        1 

l^^nS^V^gF—qF—X,^, 
wofür  man  bei  gleichlangen  Feldern  auch  setzen  darf:*) 

|^.S  =  (t[/7XS-9XS  — X]. 

Noch  sei  hervorgehoben,  daß  es  manchmal  zweckmäßig  ist,  den 
Einfluß  S,  der  ständigen  Belastung  nach  Ermittlung  von  X^  gesondert 
mit  Hilfe  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes  zu  bestimmen,  und  im  Falle 
gleichförmiger  Verkehrslast  die  folgenden  für  alle  Träger  von  unver- 

♦)  Band  I,  Seite  118. 
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änderlicher  Gliederung  und  Stützungsart  (vergl.  Seite  6  u.  7)  geltenden 
Beziehungen  zu  benutzen. 

Die  Spannkraft  ,^8  entsteht,  wenn  die  positiven  Beitragsstrecken 
mit  q,  die  negativen  mit  g  belastet  werden,  und  die  Spannkraft  „^S 
erhält  man^  wenn  man  die  positiven  Beitragsstrecken  mit  g  und  die 
negativen  mit  q  belastet.  Die  Zusammenzählung  beider  Belastungen 
führt  zur  gänzlichen  Belastung  des  Trägers  mit  q-^-g-  Hat  man  nun 
Sg  in  der  Form 

(5)        S,  =  gCo 

dargestellt,  wo  Cq  den  Wert  bedeutet,  den  S^  im  Falle  g  =  l  annehmen 
würde,  so  findet  man 

(6)         ^S  +  ^S  =  (q+g)Co, 

kann  also  nach  Berechnung  des  einen  Grenzwertes  ohne  weiteres  den 
anderen  angeben. 

Ist  die  Berechnung  von  ^„S  einfacher  als  die  von  .^S,  so  wird 
man  den  Einfluß  von  p  in  der  Form 

(7)         ^S,=pC, 
ermitteln  und  erhält  dann 


<«>    iZsZ 


qC^—pC^ 


Probe:   ^S  +  ^S  =  (g -{-q)  C^, 

Sollte  die  Berechnung  von  ^^8  die  einfechere  sein,  so  suche  man 

(9)         ^8  =  -pC^ 
auf,  um  dann  zu  erhalten: 

/■iA\         {mim8  =  gCQ — pC, 

Die  Gesetze  (6)  bis  (10)  gelten  nicht  nur  für  Spannkräfte,  sondern 
auch  für  die  nach  festen  Richtungen  gebildeten  Seitenkräfl»  von  Stützen- 
widerständen, für  Angriff smomente  und  Querkräfte;  sie  gestatten  in 
vielen  Fällen  eine  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung.  Zu  beachten 
ist,  daß  die  nach  den  Gleichungen  (8)  und  (10)  berechneten  Grenz- 
werte 8  noch  um  den  Einfluß  S,  einer  Temperaturänderung  zu  ver- 
größern sind. 

Annahmen,  behufs  Vereinfachung  der  Berechnung  von  neti  zu  entwerfenden 

etatisch  unbestimmten  Trägern. 

74.  Die  genaue  Berechnung  von  neu  zu  entwerfenden  statisch  un- 
bestimmten Fachwerken  wird  durch  den  Umstand  sehr  erschwert,  daß 
die  Größen  X  von  den  vorläufig  unbekannten  Stabquerschnitten  oder  — 
wenn  es  sich  nur  um  den  Einfluß  der  Belastung  handelt  —  von  dem 
gegenseitigen  Verhältnisse   dieser  Querschnitte  abhängen.     Es  müssen 
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deshalb  im  allgemeinen  die  Querschnittflächen  zunächst  abgeschätzt 
und  hierauf  an  der  Hand  der  Ergebnisse  der  schärferen  Untersuchung 
geändert  werden.  Bei  wesentlichen  Abweichungen  zwischen  den  so 
erhaltenen  und  den  zuerst  angenommenen  Querschnitten  muß  die  ganze 
Rechnung  wiederholt  werden. 

In  vielen  wichtigen  Fällen  läßt  sich  nun  eine  Abkürzung  (ohne  daß 
die  Ergebnisse  der  Bechnung  an  Zuverlässigkeit  einbüßen)  dadurch 
erzielen,  daß  bei  der  Berechnung  der  Größen  X  die  Formänderungen 
der  Füllungsglieder  des  statisch  bestimmten  Hauptsystems  vernachlässigt 
und  hinsichtilich  der  Gurtungen  vereinfachende  Annahmen  (z.  B.  Ein- 
führung eines  gleichen  Querschnitts  für  die  Stäbe  einer  oder  auch  beider 
Irurtungen)  gemacht  werden. 

Es   liege   z.  B.   der  in  Nr.  57    untersuchte  Fachwerkbogen   vor. 

Behu&  Bestimmung  von  X  muß  für  den  Zustand  X  =  —  1,  welchem 

S's 
die  Längenänderungen  (A«/  =  ^^^^  entsprechen,  ein  Williotscher  Ver- 

schiebungsplan  gezeichnet  werden.  Hierbei  weise  man  jedem  Füllungs- 
stabe zunächst  den  Wert  (^sY  =  0  zu,  was  zur  Folge  hat,  daß  einem 
zwei  Knoten  i  und  k  verbindenden  Wandgliede  ik  im  Verschiebungs- 
plane eine  zu  ik  rechtwinklige  Gerade  i'k'  entspricht,  und  femer  nehme 

man  für  alle  Gurtstäbe  gleich  große  Werte  -=^^  an.    Setzt  man  nun 

anstatt  As' =-^7^),  so  liefert  der  Verschiebungsplan  die 

i^-F- fachen  Knotenpunktsverschiebungen;  es  bleibt  aber  die  Gleichung 

X= ^-^^  bestehen,   da  in  Zähler  und  Nenner  die  in  gleichem 

0 

llaße  vergrößerten  Verschiebungen  hj  und  8'  eingeführt  werden.  Hin- 
gegen ist  die  (einer  gleichmäßigen  Temperaturerhöhung  entsprechende) 

Formel  Xt  =  l  -^7-  zu  ersetzen  durch  X^  = ^, —  •    Meistens  sind 

0  o 

die  Feldweiten  annähernd  gleich  und  dann  empfiehlt  es  sich,  den  Wert 
^PTp   für  alle  Gurtstäbe  gleich  groß  anzunehmen  und  mit  (As)'  =  8' 

ZU  rechnen.    Der  Einfluß  von  t  ist  jetzt:  Xt  = ^7 Will  man 

so 

für  die  obere  und  die  untere  Gurtung  verschieden  große  Querschnitte 

F^  und  Fu  einführen  und  einem  Oberguitstabe  den  Wert  {^s)'  =  S' 

zuweisen,  so   muß   man   für  einen  Untergurtstab  (A5)'  =  S'— ,^-  an- 

nehmen  und  Xt  = r/ —  setzen.     Hervorzuheben  bleibt  aber,   daß 

so 

im  allgemeinen  unter  F„  und  F^  nicht  die  mittleren  Querschnitte  der 
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oberen  und  unteren  Gurtung  zu  verstehen  sind  und  unter  s  nicht  eine 
mittlere  Stablänge,  sondern  daß  häufig  die  Längenänderungen  gewisser 
Stäbe  von  ganz  hervorragendem  Einflüsse  auf  die  Formänderung  des 
Fachwerkes  sind  und  die  Abmessungen  dieser  Stäbe  daher  besonders 
ins  Gewicht  fallen.  Erhält  z.  B.  der  betrachtete  Bogenträger  im  Scheitel 
eine  wesentlich  geringere  Höhe  wie  an  den  Kämpfern,  so  muß  man 
für  F„  F^  und  s  die  Gurtquerschnitte  und  die  Stablänge  im  Scheitel 
wählen. 

Indem  wir  hinsichtlich  der  bei  den  wichtigsten  Fachwerken  ein- 
zuführenden Annahmen  auf  den  folgenden  Abschnitt  verweisen,  heben 
wir  noch  hervor,  daß  die  dort  bevorzugte  Benutzung  der  BiegungsUnien 
den  Vorteil  bietet,  bereits  bei  Berechnimg  der  Werte  w  häufig  das 
besondere  Gewicht  einzehier  Stäbe  erkennen  zu  lassen.  Es  ist  dieser 
Weg  nach  den  Erfahrungen  des  Yerfassers  unbedingt  dann  vorzuziehen, 
wenn  nur  Lasten  gleicher  Bichtung  in  Betracht  kommen,  wenn  es  sich 
also  beispielsweise  lun  den  besonders  wichtigen  Fall  lotrechter  Lasten 
handelt 

In  der  Regel  greifen  die  Lasten  P  in  den  Knotenpunkten  des 
statisch  bestimmten  Hauptsystems  an,  und  dieses  Hauptsystem  ist 
meistens  ein  einfaches  Dreiecknetz.  Werden  die  Gleichungen  (V)  auf 
Seite  163  angewendet,  so  handelt  es  sich  zunächst  darum,  die  den 
Belastungszuständen  X'  =  —  1,  X"  =  —  1,  .  .  .  entsprechenden  Bie- 
gungsUnien (8',  h"  .  .  .)  dieses  Dreiecknetzes  zu  bestimmen. 

Bezeichnet  nun  MJ  das  durch  die  Ursache  X'  =  —  1  hervor- 
gerufene Angriffsmoment  für  den  Knotenpunkt  ?»,  so  ergibt  sich  für 
den  dem   Punkte  m  gegenüberliegenden  Gurtstab  s^   die   Spannkraft 

SJ  =  + — —^  wobei  r«  die  Länge  des  Lotes  von  m  auf  s^  bedeutet 

Das  obere  Vorzeichen  bezieht  sich  auf  die  obere,  das  untere  auf  die 
untere  Gurtung.    Das  Gewicht  tvj  des  Knotens  7n  ist  (nach  Nr.  47) 


und  ebenso  erhält  man  für  die  Zustände  X"  =  —  1,  X'"  =  —  1, . .  . 
die  Gewichte 


EF^rJ '       ^-         EF^rJ 

Hat  E  für  alle  Stäbe  denselben  Wert,  so  multipliziere  man  die  w\ 
w'\  .  . ,  mit  E,  Außerdem  empfiehlt  sich  stets  noch  die  Multiplikation 
mit  einer  vorläufig  behebigen  Querschnittsgröße  F^  (die  aber  für  alle 
w  gleich  genommen  werden  muß),  womit  sich  dann 
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ergibt  Legt  man  diese  Gewichte  der  Berechnung  der  Ordinaten  8', 
8",  .  .  .  der  den  Zuständen  X'  =  —  1,  X"  =  —  1, . . .  entsprechenden 
Biegungslinien  zugrunde,  so  muß 
man  alle  Glieder  der  Gleichungen  (V) 
(mit  Ausnahme  der  Glieder  SP^8«', 
SP^8«"  .  .  .  .)  mit  EF,  multipU- 
zieren.  Auch  ist  zu  beachten,  daß 
eine  weitere  Multiplikation  mit  v  er- 
forderlich wird,  sobald  die  Werte 
w\  to"  .  .  .  aus  irgendeinem  Grunde 
mit  V  multipliziert  werden.*) 

Wendet  man  diese  Begehi  bei- 
spielsweise auf  das  einfach  statisch 
unbestimmte  Fachwerk  an,  so  erhält 
man  zur  Berechnung  von  X  die 
Gleichung: 

EFM=  ^P^hJ—X^S'^s 


Fig.  195. 


J^- 


F 


+  EF,^&t8's 


und  findet  hieraus  für  den  Einfluß  einer  Last  P,  für  den  Einfluß  von 
Temperataränderungen  und  für  den  Einfluß  von  Verschiebungen  der 
Widerlager  der  Eeihe  nach  die  Werte: 


X  =  P. 


(3) 


SR  ' 


X,= 


&EF,'2S'ts 
SR 


^X  = 


EFJJ_ 
SSI 


wo   SR  =  SS'«5 


Fe 

F 


Diese  Gleichungen  (2)   und   (3)  werden  wir   im   folgenden  Ab- 
schnitte vorzugsweise  anwenden. 


Verwertung  von  stellvertretenden,  au$  steifen  Gliedern  gebildeten  StabzUgen. 

75.  Bedeutet  X  die  Spannkraft  eines  Stabes  ik^  der  als  überzählig 
bezeichnet  werden  darf,  durch  dessen  Beseitigung  also  das  x-fach 
statisch  unbestimmt  angenommene  Fachwerk  seine  Steifigkeit  nicht 
verliert,  und  werden  aUe  Spannkräfte  auf  die  Form 

(1)        5=®o  — ©'^ 
gebracht,  unter  @o  und  ©'  die  den  Zuständen  Jf  =  0  und  X  =  —  1 

*)  Wäre  z.  B.  das  Fachwerk  in  Fig.  195  ein  Parallelträger  von  der  Höhe  ä,  und 
hätten  samtliche  Gurtstäbe  die  gleiche  Länge  X,   so  wäre     "  =  -r^  •    Man  würde 

dann  die  w\  w'\  ....  mit  v  =-r—  multiplizieren  und  einfacher  «7'=lCn'  -^?-  u.  s.  w. 

setzen. 

MflUer-BreaUu,  Graphische  Statik.   II.  1.  13 


(3)         X—  ^^,^ 
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entsprechenden  Werte  von  S  verstanden,  so  lautet  die  Arbeitsgleichung 
für  den  Zustand  X  =  —  1: 

(2)  0  =  2©'As, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  daß  Bewegungen  der  Widerlager  ausgeschlossen 
sind  und  die  Summe  in  (2)  auch  den  Stab  ik^  dem  ©'=  —  1  ent- 
spricht, umschließt  Die  Einführung  von  A«  =  Sp  =  (©o ""  @'-X)  P» 
wo  p  =  « :  EF^  und  die  Beachtung  der  Gleichungen  (30)  auf  Seite  27 
liefert  den  Ausdruck 

2S'«p'' 

in  welchem  hj  die  Verschiebung  bedeutet,  die  der  Angrif^unkt  ni 
von  P^  im  Sinne  von  P«  erfährt,  sobald  auf  das  nunmehr  (z  —  l)fach 
statisch  imbestimmte  Fachwerk  nur  die  Ursache  X=  —  1  wirkt*) 

Auf  Grund  dieses  Gesetzes  darf  die  Einflußlinie  für  jede  Stabkraft 
und  —  wie  ohne  weiteres  einleuchtet  —  auch  für  jeden  nach  einer 
festen  Kichtung  wirkenden  Stützenwiderstand  als  BiegungsUnie  (deren 
Multiplikator  in  dem  hier  betrachteten  Falle  =  1 :  S©'*p  ist)  gedeutet 
werden,  wobei  nur  die  Einschränkung  besteht,  daß  das  Fachwerk  in- 
folge Beseitigung  des  fraglichen  Stabes  nicht  seine  Steifigkeit  und  in- 
folge Aufhebung  des  fraglichen  Stützenwiderstandes  nicht  seine  Stand- 
festigkeit einbüßt**)  Zu  beachten  ist  allerdings,  daß  die  Anwendung 
der  Gleichimg  (3)  zur  Aufsuchung  der  X- Linie  die  Auftragung  der 
Biegungslinie  für  ein  durch  die  Ursache  X  =  —  1  belastetes  {x — l)fach 
statisch  unbestimmtes  Fachwerk  erheischt;  sie  bietet  nur  in  ganz  be- 
stimmten Fällen  (die  wir  bei  den  späteren  Anwendungen  behandeln 
wollen)  einen  Ersatz  für  den  früher  gewiesenen  Weg:  die  Einflußlinien 
für  z  passend  ausgewählte  Größen  X\  X'\  .  .  .  mit  Hilfe  von  x 
Biegungslinien  eines  statisch  bestimmten  Fachwerks  zu  ermitteln  und 
hierauf  die  Einflußlinien  aller  übrigen  Größen  mittels  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen  zu  gewinnen. 

Trotzdem  ist  die  in  Gleichimg  (3)  ausgesprochene  Deutung  jeder 
Einflußlinie  als  Biegungslinie  stets  von  Vorteil;  denn  sie  gestattet  eine 
unmittelbare  Verwertung  der  in  Nr.  51  behandelten  Beziehungen  zwischen 
den  vollständigen  Verschiebungsplänen  und  den  Biegungslinien  —  Ge- 
setze, die  ims  bei  Beachtung  des  in  Nr.  52  gelehrten  EimsigrifCs  der 
Einführung  von  stellvertretenden  steifen  Stabzügen  in  den  Stand  setzen, 
nach  Auftragung  der  Einflußlinien  für  eine  feste  Lastrichtung  schnell 
Figuren  zu  zeichnen,  welche  auch  die  Wirkung  anders  gerichteter 
Eräfte  P  bestimmen. 


*)  Gleicliiing  (3)  hat  dieselbe  Form  wie  die  früher  für  das  einfach  statisch  un- 
bestimmte  Fachwerk  aufgestellte  Beziehung:  X=      ^^,^    ;  vergl.  S.  166  u.  167. 
♦♦)  Vergl.  Nr.  61. 


§  6.   Das  statisch  unbestimmte  Fachwerk. 
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Zwei  Beispiele  werden  genügen,  dieses  Verfahren  zu  erläutern.  In 
Figur  196  handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  des  rechtsseitigen  wage- 
rechten Stützenwiderstandes  H  eines  Bogenträgers  mit  festen  Stampfer- 
gelenken.  Nach  Einschaltung  der  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  . . .  15  sei 
die  einer  lotrechten  Belastung  entsprechende  Einflußlinie  nach  einem 
der  früher  beschriebenen  Verfahren  aus  der  dem  Zustande  X^=  —  1 
entsprechenden  Biegungslinie  des  aus  starren  Gliedern  bestehenden  Stab- 
zuges 0-1-2-3-4-  .  .  .  -16  abgeleitet  imd  der  besseren  Übersicht  wegen 
Ton  einer  wagerechten  Geraden  aus  aufgetragen.  Zieht  man  dann  durch 
die  Punkte  0,  1,  2,  . .  .  der  S'-Idnie  wagerechte  Geraden  got  9n  ffi^  -  -  -t 


v-v >«^-...>n^^j  H  UUj  ^^^^  J 


Fig.  196. 


wählt  in  g^  einen  beliebigen  Pol  0^=0'  und  zeichnet  von  0'  aus  einen 
Linienzug  0'r2'3'.  .  .  16',  dessen  Seiten  rechtwinklig  zu  den  ent- 
sprechenden Seiten  des  Stabzuges  0  1  2  3  ...  16  sind,  und  dessen  Eck- 
punkte in  den  Geraden  ^i,  ^2?  S'sj  •  •  •  li^g^n,  so  sind  die  Polstrahlen 
Ol',  02',  03', . . .  proportional  den  Verschiebungen,  welche  die  Punkte 
1',  2',  3',  ...  infolge  des  Belastungszustandes  H=^  —  1  erfahren,  und 
ihre  Richtungen  stimmen  (auch  dem  Sinne  nach)  mit  den  Verschiebungs- 
richtungen überein.  Greift  also  in  2  eine  Last  P^  an  und  ist  h^  die 
Projektion  des  Strahles  02'  auf  die  Richtung  von  Pg,  so  ist  der  Einfluß 


von  P2  auf  H: 


H=  PgSg. 


Fig.  197  zeigt  die  Einflußlinie  für  die  vSpannkraft  U  im  Unter- 
gurtstabe eines  Bogenträgers  der  eben  behandelten  Art,  setzt  aber  voraus, 
daß  die  Berechnung  des  Trägers  auf  Grund  der  Annahme  starrer 
Füllungsglieder  durchgeführt  werden  darf.  Bei  Bestimmung  der  einer 
lotrechten  Belastung  entsprechenden  g-Tjinie  und  der  hieraus  nach  Nr.  73 
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abgeleiteten  U-lime  wird  dann  nur  die  Einschaltung  von  zwei  Knoten- 
punkten (1  und  9)  und  von  vier  starren  Stäben  erforderlich*)  Der 
Linienzug  0'r2'3'.  .  .  9' 10'  muß  sich  bei  sorgfältiger  Ausführung 
der  Zeichnung  schließen,  weil  er  als  Yerschiebungsplan  für  den  Zu- 


Rg.  197. 

stand  U=  —  1  auj^efaßt  werden  kann  und  für  diesen  Belastungsfall 
die  Punkte  0  und  10  festiiegen.  Die  Lasten  P,  und  P^  in  Kg.  197 
erzeugen,  wenn  die  U-Linie  einen  Multiplikator  p.  besitzt, 

Ii  =  \L  (P^rii  +  Pa  84). 

*)  Kommen  lotrechte  Füllongsstäbe  vor,  so  beachte  man  die  Lösung  der  Auf- 
gabe 4  auf  Seite  136. 
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n.  Abschnitt. 

Formeln  9  Regeln  und  Beispiele  fflr  die  Berechnung 
der  wichtigsten  statisch  unbestimmten  Fachwerke. 

76.  Mit  Hilfe  der  im  §  5  enthaltenen  Untersuchungen  läßt  sich 
die  Berechnung  jedes  ebenen  statisch  unbestimmten  Fachwerks,  das 
durch  Kräfte  von  beliebiger  Sichtung  beansprucht  wird,  durchführen. 
Zweck  des  vorliegenden  Abschnittes  ist  es  nun,  die  wichtigsten  Träger- 
arten etwas  eüigehender  zu  untersuchen. 

Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 

a.  Bestimmung  des  Horizontalschubs. 

77.  Allgemeines  Verfahren.  Wirkt  auf  einen  Fachwerkbogen  mit 
2  Kämpfergelenken  und  ohne  Scheitelgelenk  eine  EinzeUast  P  in  den 
Abständen  a  und  b  von  den  Auflagerlotrechten  (Mg.  198),  so  entstehen 
Stützen  widerstände,  deren  jede  sich  in  eine  lotrechte  Seitenkraft  A 
beziehungsweise  B  und  in  eine  Seitenkraft  H'  nach  der  Richtung  der 
Schlußlinie  AB  zerlegen  läßt  Die  wagerechte  Seitenkraft  von  H' 
(d.  L  der  Horixantalsckub)  ist 

H=  H'cos  ot, 
wobei  a  den  Neigimgswinkel  der  Schlußlinie  bedeutet     ^ 

Die  Kräfte  A  und  B  stimmen  mit  den  Auflagerwiderständen  eines 
einfachen  Balkens  überein  und  sind 

A  =  ^^;     5=^^ 


Z    '  l 

Die  statisch  nicht  bestimmbare  Kraft  H  ist  von  den  Längen- 
änderungen sämtlicher  Stäbe  abhängig  imd  wird,  falls  die  Formände- 
rungen der  FHiUungssiäbe  vernachlässigt  tverden^  was  meistens  zulässig 
ist,  wie  folgt  ermittelt 
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(1) 


Mau  berechne  für  jeden  Gurteteb  die  Ausdrücke: 


'  m 


F^ 


und  %^  =  yn,w^, 


wobei  s^  die  Länge  des  Gurtstabes  bedeutet, 

m  die  Ordnungsziffer  des  gegenüberliegenden  Knotenpunktes, 

r^  das  Lot  von  m  auf  5^, 

y^  den  lotrechten  Abstand  des  Punktes  m  von  der  Schlußlinie, 

F^  die  Querschnittsfläche  des  Stabes  5^, 

F^  eüie  beliebige,  aber  für  alle  Stäbe  gleiche  Querschnittsfläche, 
welche  im  allgemeinen  gleich  dem  am  häufigsten  vorkommen- 
den Gurtquerschnitte  gesetzt  wird,  damit  möglichst  viele  der 
Verhältnisse  F',F^=^1  werden. 


Fig.  198. 


Fig.  199. 


Fig.  200. 


Nun  bestinmie  man  (durch  Rechnung  oder  Zeichnung)  die  Biegungs^ 
momente  JCi,  Jf^,  .  .  .  M„j,^  ...  für  einen  einfachen  (d.  h.  einen 
bei  -4'  und  B\  Kg.  199,  frei  aufliegenden)  Balken,  dessen  Stützpunkte 
lotrecht  unter  A  beziehungsweise  B  liegen,  und  auf  welchen  loürechte, 
durch  die  entsprechenden  Ejiotenpunkte  des  Bogens  gehende  Lasten  w^^ 


§  7.   Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 
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«t'g,  ...  tv^^  .  .  .  \^irken,  worauf  man  füi-  eine  im  Knoten  k  des  Bogens 
angreifende  Last  P  den  Horizontalschub  erhält 


(2) 


H,  =  P 


2^. 


Darin  ist:   2^«  =  Zq  -\-  z^  -\-  z^  -\~  -  •  -  -\-  ^n- 


«*' 


wo    p  = 


Es  folgt  dieses  Verfahren  aas  (xleichung  (V)  S.  169.  Hiemach  wird  Ä=i^  -^=r-ö>«  ? 

i/o  'p 

ferner  Ä'  die  Oi-dinate  der  Biegungslinie  für  den  Zustand  H=  —  1 


s 


und  S'  die  Stabkraft  für  H=z  —  1  ist.    Man  erhält  für  einen  Stab  der  oberen  be- 
ziehnngHweise  unteren  Gurtung:  »S'  = —  und  i5'  =  -|--^,   so   daß  der  Nenner 
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des  für  Hk  angegebenen  Bruches  nach  Multiplikation  mit  EFe  in  EFc'^S'*—^^ 


=s^^ 


F. 


F 


lix  übergeht.    Die  8 '-Linie  darf  nach  Nr.  74  als  Momentenlinie 


M, 


s. 


F, 


eines  mit  den  Gewichten  ir„  =  — -  -^ —  - 

^m  -«•in 


„       belasteten  einfachen  Balkens  aufge> 

t  ^  m 

faßt  werden,  wobei  Mm=ym  das  Angriff sraoment  infolge  H^ — 1  ist.    Damit  er- 
geben sich  die  oben  angeführten  Gewichte  Wm- 

Die  auf  diese  Weise  berechneten  Werte  jET,,  ä^,  . . .  bestimmen 
in  Figur  200  die  aus  Geraden  bestehende  Einflußlinie  für  den  Fall 
oben  angreifender  Lasten,  und  ganz  entsprechend  würden  fi^,  jffg,  .  .  . 
die  Einflußlinie  für  unten  wirkende  Lasten  liefern.  Der  erstere  Fall 
hegt  in  der  Regel  vor,  und  es  ist  dann  meistens  zulässig,  auch  die 
ständige  Last  ausschließüch  auf  die  oberen  Knotenpunkte  zu  verteilen. 
Man  kommt  dami  mit  der  Einflußlinie  A"S''B"  in  Fig.  200  aus. 


Fig.  201. 

Will  man  die  i/-Linie  durch  Zeichnung  bestimmen,  so  nehme  man 
die  Polweite  w^  des  die  Gewichte  w  verbindenden  SeUpolygons  so  an, 
daß  dessen  Ordinate  y\j,  (Fig.  201)  den  Horizontalschub  Hj,  angibt 
Stellt  man  dann  die  Lasteiuheit  durch  eine  Strecke  c  dar,  so  erhält 
man  (wegen  M^j,  =  ic\t\j)  die  Bedingung 
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Ä  = 


und  hieraus  folgt  die  Polweite 


=  **!»! 


^x. 


u\  =  - 


Drückt  man  bei  Berechnung  der  x„  alle  Abmessungen  in  Metern 
aus,  so  muß  man  auch  c  in  Metern  angeben.  Wird  beispielsweise  der 
Kräftemaßstab  50"^  =  1'  gewählt,  und  ist  die  Trägerzeichnung  im 
Maßstabe  1 :  76  gefertigt,  so  wird  die  Lasteüiheit  durch  eine  Strecke 
von  der  Länge  c  =  75  •  0,050  =  3,75'"  dargestellt,  und  man  muß  dann 

^»  =  ö7^  wählen.     Wj^  und  w^  enthalten  dieselbe  Einheit;    sie  sind, 


3,75 


wenn  die  Gleichung  (1)  angewandt  wird,  Zahlen  und  bedingen  die  An- 
fertigung eines  besonderen  Zahlenraaßstabes.*) 

Man  könnte*  auch  den  Ausdruck  'S,Zm  =  '^ymii'm  als  das  auf  die  Achse  AB 
bezogene  Moment  von  Kräften  Wmi  welche  parallel  zu  AB  sind,  auffassen  und  mittels 
eines  Seilpolygons  bestimmen,  jedoch  führt  die  Berechnung  von  2xm  schneller  und 
übersichtlicher  zum  Ziele.  Ebenso  unzweckmäßig  wäre  es,  die  Gewichte  «r«  durch 
Zeichnung  zu  ermitteln. 

Hinsichtlich  der  Werte  w  und 
X  ist  noch  folgendes  zu  bemerken. 
Werden  die  Gurtungen  nach  Eig.  202 
am  Auflager  zusammengeführt,  so 
weise  man  den  Stab  s^  dem  lot- 
recht über  2  gelegenen  Punkte  1 
des  Stabes  s^  zu.  Bezeichnet  dann 
r^  die  Länge  des  Lotes  von  1  auf 
findet  man  für  den  Punkt  2 


'H 


so 


Fig.  202. 


des  Balkens  AB  das  von  den  Stäben 
s^  und  s^  herrührende  Gewicht: 


(3) 


w 


8 


_  yi^i 


-- 

1         ^2 


^1 


R 


femer: 


» 


+ 


F, 


2 


R 


2 


Beim  Ständerfachwerk  in  Eig.  203  geben  wir  zwei  lotrecht  über- 
einandergelegenen  Kiiotenpunkten  dieselbe  Ordnungsziffer  und  bezeichnen 
die  lotrechten  Abstände  der  Knotenpunkte  von  der  Schlußlinie  mit 

y^^  für  den  unteren  Knoten  m  und  mit 
Vmo    «      „     oberen         „       m. 


*)  Infolge   voA  Kürzimgen  wird   die  Einheit  der  tD\  und  Wm  später  zuweilen 
eine  andere  werden. 
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Ferner  nennen  wir: 
h^  die  lotrechte  Trägerhöhe 
in  ?w, 
ß«?  T"  ^ö^  Neigungswinkel  des 
w*«"*  Stabes  der  oberen 
beziehungsweise  unteren 
Gurtung  gegen  die  Wage- 
rechte, 
\^  die    Weite     des    mf-^^ 
Feldes, 
J'ow  den  Querschnitt  des  w**" 

Obergurtstabes, 
F^^  den  Querschnitt  des  w*®° 
XJntergurtstabes, 


^--Aii-H 


Fig.  203. 


■S' 


und  erhalten  für  den  oberen  Knotenpunkt  w,  welchem  der  (w  -f- 1)*® 
Stab  der  unteren  Gurtung  gegenüberliegt,  (aus  Gleich.  (1)  nach  einfacher 
TJmfonnung): 

«»- =  ?^-.  ^  sec»Y-+.  w ; " 


'^m  


hj 


sec  Y»i+i 


-^-(-.+ 


1) 


während  dem  unteren  Knoten  m  entspricht: 


«X. 


F, 


h 


m 


Durch  Zusammenfassung  der  in  dieselbe  Lotrechte  fallenden  Ge- 
wichte w  ergibt  sich: 


(4) 


f  J\  S   Q  •*        I  9N  1  *  1 


^:z2k:z±r^;H 


Fig.  206. 


Bildet  der  Ständer  bei  m,  Fig.  204,  die  Grenze  zwischen  den  links- 
recbtssteigenden  Diagonalen,  so  liegen  dem  Knoten  m  zwei  Ober- 
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gurtstäbe  gegenüber  und  man  erhält: 

(5)  «^^«  =  |=f  (x«sec»ß«^^+X«+iSec«ß«+,^^^^^ — );    x^  =  y^„w\,. 

Ebenso  ergibt  sich  für  den  Fall  in  Kg.  205: 

(6)  w^  =  1^  (x^sec» Y«     -  +X^+  isec»y^+ ,      - " — ) ;    x^  =  y«««^«. 

Liegt  die  Lotrechte  durch  emen  Knoten  r  rechts  von  r+  1  (oder  links  von 
r  —  1)  —  vergl.  Fig.  99  auf  Seite  113  — ,  so  ist  bei  der  zeichnerischen  Bestimmung 
der  Momente  i/«,  zu  beachten,  daß  die  Gewichte  in  der  Reihenfolge  Wr— i,  tCr^  tcr  +  i 
di^rch  das  Seilpolygon  verbunden  werden  müssen.    Will  man  rechnen,  so  verteile 

man  im  Falle  — : —  angreifender  Belastung  sämtliche  Gewichte  tr  auf  die  

unten       "  unteren 

Knotenpuntte.    Auf  die  Punkte  r  —  1  und  r  -|-  1  würden  z.  B.  bei  Zerlegung  von  tcr 
die  Anteile:  —  //>  t 1}^ —  und  -|-  iTr  ( 1  —  t ^ — )  konmien.    Dieses  Verfahren 

Ar  —  Ar  +  l  V  Ar  —  Ar  +  I  / 

ist  zuweilen  auch  dann  zu  empfehlen,  wenn  r  zwischen  /•  —  1  und  r  +  1  liegt. 

78.  Einflofi  der  Temperatur.  Wächst  die  bei  der  AufeteUung  des 
Bogens  herrschende  Temperatur  überall  um  den  gleichen  Betrag  t^  so 
ändert  sich  der  Horizontalschub  um 

(7)        H,  = -— ^ 

Meistens  genügt  es,  mit  ^  =  ±35**  Cels.  zu  rechnen.  Dann  ist 
für  Schmiedeeisen  und  Stahl  (mit  «£'  =  240*  für  das  qm): 

IF 
(8)        i?,  =  +  8400  -^--  sec «  a  Tonnen, 

worin  die  Abmessungen  in  Metern  einzuführen  sind. 

Die  Formel  (7)  folgt  aus  Oleich.  (V),   Seite  169.     Danach  ist  fl;=:-^^-i^ 
Wendet  man  nun  das  Gesetz  der  virtuellen  Verschiebungen  auf 


S- 


'^m 


den  Zustand  H=z  —  1  an,  imd  führt  als  mögliche  Formänderungen  die  Änderungen 
^s  =  ctß  der  Stahlängen  ein,  femer  die  ihnen  entsprechende  Änderung  e// sec  a  der 
"Weite  AB=l  sec  a,  so  erhält  man:  1  sec  a  •  e^  sec  a  =  !S S'tts  und  gelangt  zur 
Formel  (7). 

79.  Der  Sicheltaräger,  Hg.  206.  Bei  der  Ermittlung  der  A'-Iinie 
sichelfönniger  Träger  empfiehlt  sich  die  Annahme  eines  überall  gleichen 
Gurtquersclmitts.  Man  verstehe  dann  unter  F^  den  Mittelwert  aller 
Fo  und  F^  und  setze  die  in  den  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  auftretenden 
Querschnitts  Verhältnisse  =  1.  Haben  aUe  Felder  gleiche  (oder  annähernd 
gleiche)  Weite,  so  weichen  bei  nicht  zu  großer  Pfeilhöhe  auch  die 
Längen  der  Gurtstäbe  wenig  voneinander  ab,  und  es  ist  dann  ratsam, 
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F 
für  s-  ~    einen  festen  Mittelwert  einzuführen  und  sämtliche  w  und  x 

m  jp 

durch   diesen  Wert  zu  dividieren.     Man  setze  also  z.  B.  für  den  in 
Eg.  206  dargestellten  Träger 

berechne  dann  aber  -Hi  mittels  der  Formel: 

(10) 


H,  = ^^ 1*). 


Skihtenbeitipieie»  I.  Die  Knotenpunkte  der  Gurtungen  des  in  Fig.  206  ab- 
gebildeten Sichelträgers  liegen  in  Parabeln  von  4,0  bezieh.  2,5*"  Pfeilhöhe.  Die  Stütz- 
weite ist  =  20" ,  die  Feldweite  =  2"» .  Die  Ordinaten  y,  Strecken  r,  Gewichte  w  und 
Großen  x  smd  in  der  folgenden  Tabelle  angegeben.  Für  w^  bis  t^io  und  ^  bis  x^o 
gelten  die  Gleich.  (9),  während  tri  irnd  x^  naoh  den  Gleich.  (5)  zu  berechnen  sind. 
Der  erste  Untergurtstab  ist  als  halber  Stab  behandelt  worden. 


Ausnahmefälle 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


0,475 

0,20 

1,440 

0,52 

1,275 

0,63 

2,560 

0,94 

1,875 

1,01 

3,360 

1,26 

2,275 

1,29 

3,840 

1,45 

2,475 

1,44 

4,000 

1,525 

5,33 
3,21 
2,90 
1,84 
2,12 
1,37 
1,83 
1,19 
1,72 


7,67 
4,10 
7,42 
3,45 
7,11 
3,11 
7,01 
2,95 
6,88 


0,475        1 
0,20«  ■'"  2 


0,475^      _ 
0,20»  "*"  2 


0,72 

0,22« 

1    0,72» 


0,22« 


19,31  ♦*) 
11,00 


Sit«  =  2^a:  +  Xjo  =  2  .  53,82  +  6,88  =  114,52. 
1 

Für  den  mit  den  Gewichten  w  belasteten  Balken  Ä'B'  wurden  jetzt  von  der 
Mitte  aus  die  Querkräfte  nach  der  Formel  Qm=  Qm+i-^-f^m  berechnet,  hierauf  die 

Momente  AC=  Jlf«.i  -|-  Q^X'  und   schließlich   die  Ordinaten  Ä,  =  -= — ***)  der 

^-linie.  "Wegen  X'  =  1  ist  Mm=  itf«-i  4-  Om-  Wäre  X'  nicht  =  1,  aber  konstant, 
so  würde  man  trotzdem  X'  =  l  setzen,  dafür  aber  2^«.  durch  X'  dividieren.  Wir 
schreiben  den  vollständigen  Ansatz  der  Rechnung  hin. 


*)  Streng  genommen  wäre  X  durch  den  Mittelwert  von  \Sm  -^— )  zu   ersetzen, 

doch  erwäge  man  die  Schwierigkeit,  t  zutreffend  zu  schätzen  und  rechne  daher  so 
einfach  wie  möglich.  Aus  diesem  Grunde  wird  man  auch,  falls  a  klem  ist,  sec*  a  =  1 
setzen. 

**)  Die  Ordinate  des  lotrecht  über  1  gelegenen  Punktes  1'  der  oberen  Gurtung 
ist  =  0,72  und  das  Lot  von  1'  auf  die  Verlängerung  des  ersten  Untergurtstabes  =  0,22. 
***)  Bei  den  J(f«  imd  Qm  haben  wir  den  Zeiger  tr  hier  fortgelassen. 
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ft.= 


iw,.       0,86 
+    1,19 

Jtfj  =   39,96  =  Q^ 
+   20,65 

Q.=  2,05 
1,83 

M^  ==   60,61 
15,32 

0.        3,88 
1,37 

Jlf.  =   75,93 
12,11 

ft=   5,25 
2,12 

M^  —   88,04 
9,21 

ft=   7,37 
1,84 

M^  —   97,25 
7,37 

©5=   9,21 
2,90 

Afe  =104,62 
5,25 

©4  =  12,11 
3,21 

JM,  —109,87 
3,88 

0.  — 15,32 
533 

iW.  =113,75 
2,05 

ft  —  20,65 
19,31 

JM;  =115,80 
0,86 

Qi  =  39,96 

Jlfio  =  116,66 

H,= 


J3.= 


^  = 


^.= 


HiA  = 


40 


60,61 
114,52 


88,04 


114,52 


104,62 


=  0,63 


=  0,77 


114,52 


113,75 
114,52 


116,66 
114,52" 


=  0,91 


=  0,99 


=  1,02 


^0^   X,o^   Z,o^ 


ß^ifoe 


Fig.  206. 


Die  gleichförmig  angenommene  ständige  Belastung  sei  <7  =  1,45'  f.  d.  m,  also 
für  ein  Feld:  ^X  =  2,90*;  sie  erzeugt: 

i3;,  =  ^X  {2  (i7,  +  ^4  +  /Ze  +  -^8^  +  ^10}  =  2,90  •  7,42  =  21,5'. 
Ein  vom  rechten  Auflager  bis  zum  Querträger  12  vorgeschobener  Lastenzug 
(mit  den  in  der  Fig.  angegebenen  Achsendrücken  und  Radstanden)  ruft  hervor: 

^=2P7i  =  39,0'. 

Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Temperaturerhöhung  um  /  =  35*  C.  ist  naoh. 
Oleich.  (10): 

^_    240»20»Fe     «._™ir 
^=    2,0.114,52    •35  =  733F„ 

wobei  JP,  den  mittleren  Gurtquerschnitt  in  qm  bedeutet 
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n.  In  neuerer  Zeit  sind  mehi-tttoli  Sichelträgar  -von  bedeutender  Pteilhöhe  aus- 
geführt worden,  z.  B.  für  die  Douro-Brücke  bei  Porto  und  den  Gambit -Viaduit. 
£b  ifit  hier  zulässig,  die  \Verte  y„ ,  s^  und  p.  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  aut 
eine  durch  die  Uitten  der  Hohen  A_  geführte  Bogenachse  zu  beziehen  und,  mit  Hin- 
weis aal  Hpir  207,  die  Gleichungen  (4) 
EU  ersetzen  durch  0« 


l-» 


-=-;  %„  =  y^u^. 


Kürzt  man  sämtliche  tr  dm-ch  2,  und 
nimmt  man  für  F.  einen  festen  Mittel- 
wert F,  an,  W  erhält  man: 


and  für  den  Einfluß  von  t: 
tElF,sec*a 


m  H,= 


2S*. 


Wir  wenden  die  Fonneln  (11)  und 
(12)  auf  die  Berechnung  des  HoiizontaJ- 
schubes  der  Eisenbahnbrücbe  über  den  Dmn 
ffiUfte  den  siehe! fänn igen  Bogenträgers  diir. 


Fig.  207. 
)  bH  Purfo  an.    Figur  208  stellt  die 
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Die  folgende  Tabelle  gibt  an: 

die  in  den  Mitten  der  Felder  gemessenen  lotrechten  Höhen  hm-, 
die  Längen  Sm  der  Verbindungslinien   der  Mittelpunkte  der  aufeinander- 
folgenden Vertikalen, 
die  Ordinaten  der  Mittelpunkte  der  Strecken  Sm-, 
die  Feldweiten  Xm-,  Gewichte  Wm  und  "Werte  »«. 


m 

ym 

• 

8m 

hm 

\m 

X>m  =  ymU?m 

1 

3,20 

8,51 

2,17 

5,60 

13,35 

42,74 

2 

9,33 

8,07 

5,19 

5,55 

5,91 

55,14 

3 

15,06 

8,17 

6,79 

5,95 

5,03 

75,75 

4 

20,61 

8,62 

8,02 

6,65 

4,64 

95,65 

5 

24,45 

3,72 

8,64 

3,00 

1,87 

45,70 

6 

28,23 

10,01 

9,01 

8,45 

4,88 

137,90 

7 

33,15 

10,14 

9,38 

9,10 

4,74 

157,25 

8 

37,13 

10,31 

9,63 

9,70 

4.66 

173,15 

9 

40,09 

10,68 

9,80 

10,40 

4,71 

188,92 

10 

41,90 

10,47 

9,89 

10,40 

4,55 

190,46 

11 

42,50 

10,40 

9,93 

10,40 

4,48 

190,51 

2««.==2k*«  +  «ii  =  2. 1162,66+  190,51  =  2515,83. 
1 

Nun  werden  die  Querkräfte  und  Momente  des  mit  den  Gewichten  Wm  belasteten 
Balkens  berechnet  und  aus  den  Momenten  die  Werte  H  ermittelt: 


m 

Querkräfte 

m 

Momente 

2515,83 

11 

Qu 

f«^„       2,24 
—  01,  + «'10—   6,79 

1     -Ml  =  Ö,  2,8  =  158,42 

0,063 

10 

Qu 

2 

i\£  —  Jlf,  +  0,  5,58  —  399,65 
J^  =  34  +  0,  5,74  =  613,86 

0,159 

9 

Q. 

Q\Q--^9    —11,50 

3 

0,244 

8 

Q  =  16,16 

4 

M=  817,29 

0,325 

7 

20,90 

5 

950,84 

0,378 

6 

25,78 

6 

1098,56 

0,437 

5 

27,65 

7 

1281,85 

0,509 

4 

32,29 

8 

1433,76 

0,570 

3 

37,32 

9 

1549,33 

0,615 

2 

43,23 

10 

1619,95 

0,644 

1 

56,58 

11 

1643,24 

0,653 

Nach  Aufzeichnung  der  Einflußlinie  für  H  mißt  man,  entsprechend  den  An- 
griffepunkten C,  Z),  E^  F  der  Fahrbahnbelastung,  die  Ordinaten 

0,378  0,592  0,630  0,649, 

während  Seyrig  in  seiner  Veröffentlichung:  Le  pont  sur  le  Douro  ä  Porto  (Paris 
1878)  auf  Seite  31  mitteis  einer  wesentlich  umständlicheren  Berechnung  der  Werte 

0,370  0,592  0,637  0,650 

findet.  Die  Abweichungen  beider  Ergebnisse  sind  ganz  unwesentlich.  Bei  gänz- 
licher Belastung  der  Brücke  werden  in  den  Punkten  (7,  A  E^  F  auf  den  Bogen 
seitens  der  Verkehrslast  die  senkrechten  Drücke  126,8*;  62,4';  47,0*;  40,5*  (vergL 
die  angezogene  Quelle,  Seite  34)  ausgeübt.  Dieselben  erzeugen  —  nach  unserer 
Berechnung  — 

H=  2  [126,8  •  0,378  +  62,4  •  0,592  +  47,0  •  0,630  +  40,5  •  0,649]  =  281,53*. 
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Seyriy  findet  280,62*.    Es  ist  dies  die  Summe  der  Horizontalschübe  der  beiden  das 
Gleis  stützenden  Bogenträger. 

Bei  Berechnung  von  Ht  darf  der  mittlere  Querschnitt  der  einen  Gurtung  eines 
Bogens  Fc  =  0,0660  q?n  gesetzt  werden  (vergL  die  Quelle,  Seite  26,  Mittelwert 
von  ^Wj)  und  es  folgt  dann  für  ^  =  30**  für  jeden  Bogenträger: 


Ä  = 


tEtlFc  ___  240  ■  30 » 160 » 0,0660 

22*,«    "" 


2 .  2515,83 


=  12,82*. 


Dabei  ist  JSJ  =2000000*!^  für  den  qcm  angenommen  worden.  Setzt  man,  wie 
dies  bei  der  Berechnung  der  Douro-Brücke  geschehen  ist,  ^=1600000,  so  erhält 
man  ^,  =  ^12,82  =  10,26*,  wähi-end  Seurig  (Seite  41)  den  Wert  5i  =  |.  17,74 
=  8,87*  findet. 

Es  ist  hier  hervorzuheben,  daß  bei  Vernachlässigung  der  Formänderung  der 

g 
Gitterstabe  der  aus  SÄ'"  -=^  hervorgegangene  Wert  S*  stets  ein  größeres  Ht  liefei-t, 

da  in  jener  Summe  nur  die  Quadrate  von  S'  auftreten,  daß  es  aber  bei  der  großen 
Unsicherheit,  in  welcher  man  sich  bezüglich  der  anzunehmenden  Temperatnränderung  t 
befindet,  nur  zu  empfehlen  ist,  Ht  reichlieh  groß  zu  rechnen. 

80.    Formel   für    den   Horissontalschiib    parabelförmiger   Siohelträger. 

liegen  die  Knotenpunkte  beider  Gui'tungen  in  Parabeln,  so  läßt  sich  für  H  ein  ein- 
facher Ausdruck  herleiten,  welcher 
sehr  zuverlässige  Ergebnisse  liefert. 
Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  un- 
endlich kleine  Felder  an,  und  ersetzen 
die  nach  Gleichung  (9)  zu  berechnenden 
Einzelgewichte  w  durch  eine  stetige 
Belastung,  welche  dem  Gesetze  folgt : 

«'  =  -S-seo«p  +  -|^sec»T. 

Die  Bezeichnungen  sind  aus  der 
Fig.  209  ersichtlich.  Die  Kämpfer 
sind  in  derselben  Wagerechten  ge- 
dacht Das  erste  Glied  entspricht 
dem  Teilchen  ds  der  oberen  Gurtimg 
und  ergibt  sich  durch  Finführung  von 

r«  (d.  i.  Abstand  des  Punktes  u  von  der  Tangente  in  o)  =  ä  cos  ß,  und  ebenso  ent- 
steht das  zweite  Glied.    Die  Summe:  2r«  ist  zu  ersetzen  durch: 


Fig.  209. 


S» 


wobei  zu  beachten  ist,  daß  yu''hz=:f^:f  und  yoih  =fo: f.    Führt  man  ein : 

yo  = jr    —  ^^   2^"  = ^5 — ^ 

so  erhält  man  nach  Ausführung  der  Integration  und   nach   gehöriger  Zusammen- 
ziehung: 

MflUer-Breslau,  Graphische  Statik.    11.  1.  14 
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w 


[i  ('^ +-'•/■)  ^Trb,-'-'i-^] 


9i  =  37/1-  [3  ^*  ifo'  +  fu')  +  32A V-»]  • 


Die  Differentialgleichung  der  Momentenlinie  (MJ)  lautet,  da  diese  linie  das  mit 
der  Polweite  1  gezeichnete  Seilpolygon  der  Belastungsfläche  ist: 


(13)  —  d  (tg  9)  =  M^rfir,    oder 


—  ff. 


wo  9  den  Neigungswinkel  des  auf  eine  wagerechte  Schlußlinie  bezogenen  Seilpolygons 
bedeutet.    Denn  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  müssen  auf  einer  Lotrechten 
im  Abstände  1  von  der  Stelle  (x)  das  Lastteilchen  wdx  abschneiden. 
Wird  nun  die  Differentialgleichung 

-d^-" — /^— Ltv +^^^''W  x(/~x) — ^^J 

zweimal   integriert,   und   werden   die   beiden  Konstanten   mittels  der  Bedingungen 
bestimmt 

x  =  0  und  j  =  /  muß  liefern  3/«,  =  0 

(deren  eine  auch  durch  die  Fordenmg  ersetzt  werden  darf,   daß  für  x  =  ^l  der 

"Wert  —z —  =  0  wei-den  muß),  so  ergibt  sich: 
cix 

M.  =  -^--  [|  (/•  +  16 /;/•.)  (^  log.  nat.  ^  +  ^  log.  naf.  -^) 


8foU 


n 


X      l  —  X 

f 

Für  eine  in  den  Abständen  a  und  b  von  A  bezw.  B  gelegene  I^ast  P  erhält 
man  jetzt  (nach  der  Formel //=P-^r^  =P"^.^*^r 

3 PI  (fo  +  fu)  [(/»  +  16  fo  fu)  a,  -  fo /•««,] 


(14) 


H= 


wo  ai  =  ^  (y  log.  nat.  —  +  y  log.  nat.  —j;    «^  =  8  y  y  • 


Zur  Erleichterung  der  Beiiutzimg  dieser  Formel  diene  die  folgende  Tabelle, 
welche  gestattet,  zwischen  Kämpfer  und  Scheitel  10  Punkte  der  JI- Linie  schnell 
festzulegen.  Im  allgemeinen  wird  man  diese  Punkte  durch  eine  krumme  Linie 
verbinden  und  in  diese  ein  Polygon  beschreiben,  dessen  Ecken  den  Querträgem 
entsprechen. 


a 

a 

T 

«i 

«2 

7 

«1 

0« 

0,05 

0,0496 

0,38 

0.30 

0,1527 

1,68 

0,10 

0,0813 

0,72 

0,35 

0,1619 

1,82 

0,15 

0,1057 

1,02 

0,40 

0,1683 

1,92 

0,20 

0,1251 

1,28 

0,45 

0,1720 

1,98 

0,25 

0,1406 

1,50 

0,50 

0,1733 

2,00 

Für  den  in  Figur  206  dargestellten  parabolischen  Sichel tiiiger  ist  z.  B.  fo  =  4,0"; 
/L  =  2,5'";   /  =  20-,  mithin 
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//=- 


2184 


39 


299 


«1—1 


299 


•«2^ 


a 


und  man  erhält  demnach  füi*  —  =  0,1    0^    0,3    0,4    0,5  die  Wei-te 

H=0,60  0,75  0,89  0,97  1.01, 

welche  sich  von  den  vorhin  berechneten: 

^=0,53  0,77  0,91  0,99  1,02 

mir  unwesentlich  untei-scheiden. 

Für    den    von    Temperatuifmderungen    parabelförmiger    Bögen    herrührenden 
Horizontalschub   Ht  findet   man,   indem   man   in  Gleichung  (10)   den  "Wert  XS^», 

durch    I  {--.\  se(*ß  +  -;V  ^^^''YI^-''  ei-setzt,  die  einfache  Formel: 


(15) 


ir pp  f  _  3 1*  \fo  —  /m) 

'~     ''    3/*  (/"o* +  /;»)  + 327oY«» 


und  beispielsweise  für  den  Bogenti-äger  in  Fig.  206  (mit  £^"=240;    /  =  35**): 

•  3 .  20»  (4,0  —  2,5)« 


^r  =  240jF;3ö 


=  759  Fe  Tonnen. 


Fig.  210. 


3  .  20«  (4,0«  +  2,5«)  +  32  •  4,0«  •  2,5« 
Vorhin  ergab  sich  der  hiei*von  nur  wenig  verschiedene  Wert  //<  =  733^ö. 

81.  Bogenträger  mit  fast  wagerechter  oberer  Qartnng.  Zu  den 
ani  häufigsten  ausgeführten  Arten  von  Bogenträgem  gehört  der  in 
Kgur  210  dargestellte  Träger 
mit  annähernd  oder  genau 
wagerechter  oberer  Gurtung. 
Meistens  wird  die  Höhe  im 
Scheitel  sehr  klein  gewählt, 
und  es  stellt  sich  dann  heraus, 
daß  die  Querschnittsverhalfc- 
nisse  der  dem  Scheitel  zunächst  gelegenen  Giutstäbe  von  wesentlichem 
Einfluß  auf  die  Ergebnisse  sind.  Die  Gewichte  w  der  Kiioten  in  der 
Nähe  der  Auflager  spielen  eine  untergeordnete  Rolle.  Wir  empfehlen 
bei  Berechnung  der  jEf-Linie  folgende  Annahmen: 

Man  benutze  die  Gleichungen  (4),  ereetze  die  veränderlichen  Glieder 

FF  F 

sec'ß^-^—  und  sec' Y^+i-^--^ —  durch  die  festen  Wei-te   —^     bez^v. 

F 

-^ ,  nehme  die  willkürliche  Querschnittsfläche  F^  =  F^  an  und  kürze 

die  2C  und  x  durch  die  (konstant  gedachte)  Feldweite  \,    Man  erhält 
dann: 

(F  \     l  (  F  \    \ 

ymu-^-ymo^Jjj^    lind    ^^.  =  (^t/««*  +  y«o^y-J^-T^ 

wo  für  J'^ :  F„  das  Verhältnis  der  Querschnitte  der  oberen  und  unteren 
Gurtung  in  der  Nähe  des  Scheitels  einzusetzen  ist. 

14* 
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Für  den  Enotenpunkt  0  und  für  den  Scheitel  s  hat  man  bezw. 
zu  setzen: 


(17) 


F,     1 
w  = • 


F^ 


(18) 


2v    F  2v*    F 


(19) 


Der  Einfluß  einer  Temperatnränderung  ist: 

^EFM 


H,= 


X2^. 


JL'jt"^  X^     ;?'» 


](. 4,1. ^ 


Fig.  211. 


ZtJiMenbeUpieL  L  Für  den  schmiedeeisernen  Bogenträger  in  Fig.  211 
erhalt  man  mit  JP« :  -^t*  =  1  (ein  Querschnittsverhältnis,  für  welches  der  Verfasser  in 
einer  ganzen  Eeihe  von  Fällen  recht  befriedigende  Eigebnisse  erzielt  hat): 


ebenso  «7a  =  6,30;    ir4  =  15,00 
schließHch  ir»  = -^^  =  20,00 


^  =  «^^+,?3?!  =  2,224 

«,  =  16,556;  *4  =  41,000 
2.2,6« 


0,5» 


=  50,00 


Äo  =  1,000 


^x^  =  66,678 

•0 


^;t^  =  2 .  66,678  +  50,000  =  183,356. 

Die  Momente   des  mit  den  Gewichten  w  belasteten  Balkens  A'B'  sind,  wenn 
die  Feldweite  X  =  l  gesetzt  wird: 

JM;  =  34,53;    3^=68,18;    3/^  =  99,48;    .1(4  =  124,48;    34  =  134,4a 

1QQ  05^ 

Der  dui-ch  X  dividiertö  Wert  ^x^  ist     ^'^    =91,678,    und   es    ergibt 

sich  daher: 

^^4^_  rr_i85l8^_074. 


91,678 
ebenso  -ET,  =  1,09 ;    fl*  =  1,36 ;    H^  =  1,47. 


91,678 
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Ist   die   ständige   Belastung  g  =  1,45'  f.  d.   ?»,    so   ist   die   Belastung   eines 
Knotens: 

pX  =  1,45.  2,0  =  2,9'. 

Der  Horizontalschub  infolge  des  Eigengewichtes  beträgt  dann: 

jg;==(7l[2(^i  +  i5^  +  i3;  +  54)  +  J3;]=2,9.8,61  =  25,0'. 

Der  Einfluß  einer  Temperaturänderung  um  <  =  35'»  ist: 

^EtlFo         240.35.20.-^0       ^^^rr  /  u 
T2^  =      2,0.183,356      =  ^^^  (abgerundet). 


Ä  = 


//.     Will  man  die   Untersuchung  für  verschiedene   Querachnitteverhältnisse 
Fp :  Fm    durchführen,    so    berechne    man   (unter   der   Voraussetzung:    X  =  1)    die 

Momente  M^^  infolge  der  Gewichte:  Wm  =  -^-^  und  die  Momente  M^T  infolge  der 
tfr«"=  -j-^  und  bestimme  H^  mittels  der  Formel: 


(20) 


fii.= 


M^'-\.^lt^ 


^(s*,'+-^S««") 

2t/, 
Für  den  Scheitel  ist  i£?/  =  -^  und  tf?/'^0;    %^  =zy,w^  und  x,"  =  0.     Der  Ein- 
fluß von  i  ist: 
(21)  H,=. 


h.* 


tEtlFo 


x(s^.'  +  -J-2^«") 


Man  erhält: 


m 

W 

W 

%' 

%' 

M^ 

MJ' 

» 

0 

0 

1,000 

1 

0,20 

0,68 

0,184 

2,041 

20,29 

14,24 

2«'  =95,868 

2 

0,82 

1,53 

1,306 

4,592 

40,38 

27,80 

3 

2,60 

3,70 

5,444 

11,111 

59,65 

39,83 

S*"  =  87,488 

4 

6,67 

8,33 

16,000 

25,000 

76,32 

48,16 

5 

20,00 

0 

50,000 

0 

86,32 

48,16 

Die  nach  Gleichung  (20)  berechneten  Werte  Hm  sind  für  verschiedene  Ver- 
hältnisse Fo :  Fu  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt  worden. 


m 

0,7 

0,8 

0,9 

- 

1,0 

1,1 

1,2 

1 

0,39 

0,39 

0,38 

0,38 

0,37 

0^7 

2 

0,77 

0,76 

0,75 

0,74 

0,73 

0,73 

3 

1,13 

1,11 

1,10 

1,09 

1,07 

1,06 

4 

1,42 

1,40 

1,38 

1,36 

1,34 

1,32 

5 

1,55 

1,52 

1,49 

1,47 

1,44 

1,42 

Der  Einfluß  von  <^35"  C.  wird  der  Reihe  nach  (abgerundet): 

Ä  =  540jF;;    510 Fo;    480 i^o;    460  F«;    440  F«;    410 J?;. 
In  der  Nahe  des  Scheitels  weichen  also  die  jET-Iinien  wesentlich  voneinander 
ab.    Den  Einfluß   dieser  Unterschiede   auf  die  Spannkräfte  werden  wir  später  be- 
sprechen.   Vergl.  Nr.  85. 
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82.  Bogenträger  von  nahezu  nnveränderlloher  Höbe.  Die  in  den 
Figuren  212  und  213  dargestellten  Bogenträger  mit  annähernd  kon- 
stantem r^,  welche  häufig  der  Kürze  wegen  Parallelträger  genaont 
werden,  sind  meistens  so  gebildet,  daß  die  oberen  und  unteren  Bjioten- 

punkte  in  Kreisbögen  mit  gemein- 
samem Mittelpunkte  liegen.  Be- 
deutet dann  h  den  Unterschied 
der  beiden  Kreishalbmesser,  so 
darf  man  r„  durch  h  ersetzen 
und,  bei  gleichen  (oder  au- 
nähemd  gleichen) 
die  Formehi 

F 


Fig.  212. 


Feldweiten, 


c 


Fig.  213. 


-  =  y^io. 


auwenden.  Man  vergl.  die  Begründung  von  (9)  und  (10).  Kürzt  man 
alle  w  und  x  durch  1 :  /?«*  und  nimmt  einen  überall  gleichen  Gurt- 
querschnitt an,  so  erhält  man  sehr  einfach: 


(22) 


u'm  =  y. 


Vm^; 


H.  =  ^-^!^t 


In  den  Formeln  für  H^  bedeutet  F^  einen  mittleren  Gurtquerschnitt 

Die  Gleichungen  (22)  liefern  auch  dann  noch  brauchbare  Werte, 
wenn  die  Trägerhöhe  h  sich  vom  Scheitel  nach  dem  Kämpfer  hin  etwas 
ändert  In  den  Ausdruck  für  Ht  muß  dann  ein  Mittelwert  h  einge- 
setzt werden. 

WiU  man  für  die  obere  und  untere  Gurtung  verschiedene  mittlere 
Querschnitte  F„  und  F„  einführen,  so  wähle  man  F„  =  F„  und  setze 
für  einen  Kjioten  m  der  unteren  und  einen  Knoten  A;  der  oberen 
Gurtung  beziehungsweise: 


(23)        i(„  =  y^\    Xm  =  yJ  und  u\  =  yt 


i\ 


«»  =  y»  -^ 


o 

tf 


Für  Parabelbögen  lassen  sich  die  gewonnenen  Ergebnisse  noch  erheblich  ver- 
einfachen. Dazu  nehmen  wir  mit  Bezugnahme  auf  Fig.  214  an,  es  folgen  die  Gur- 
tungen den  Gesetzen: 

y*  =  2/  +  Ao  bezw.  y^  =  y  —  hu, 
wobei 

4/*j-(/  — t) 


y  = 


/» 


die  Gleichung  einer  Parabel  von  der  Pfeilhöhe  f  ist.  Sodaim  ei-setzen  wir  (ähnlich 
vne  in  Nr.  80)  die  Einzellasten  w  diu*ch  eine  stetige  Belastung,  welche  an  der  Stelle 
X  die  Höhe 
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tr 


=  yu  +  yo  -y-  ^y  —  hu+Qz  +  ho)-^ 


hat,  und  welcher  dann  die  Momentengleichiing 

(/aj»    -       ''^-"  /«  y-^  fJ      ^'o  ]p^^''- 

entspricht.     Durch  zweimalige  Integi'ation  dieser  Beziehung  finden  wir 

wobei  die  Konstanten  mittels  der  Bedingimg  bestimmt  werden,  daß  jc  =  0  und  x 
den  Wert  3f=0  Uefem  müssen.    Das  Moment  3/«,  dividieren  wir  durch 

8/^/      Fo  +  F. 


=  1 


?ß 


(24) 


.    .    5     koFo  —  h^F^^Vo     K^Fo  +  hu^F, 


(i),    WO 


2      f(Fo  +  Fu)     •     8        r{Fo  +  Fu) 


Fig.  214. 

Der  von  einer  TeraperatuiiUiderung  t  herrührende  "Wert  //  ist: 

Ilt  = ^^^ ,  d.  1. 


(25) 


^r  = 


9J 
IbzEt/i^FoF^ 


Indem  wir  dann  schließlich  ^  durch  a  einsetzen,  erhalten  wir  den  Einfluß  einer 
Einzelkraft  P  auf  H: 

/OCX        IT       r>  ^  ^^  '         .r..    .        ..  .    .     3    /«    hoFo-h^Fu 


aa-ri)[i^  +  a(l-a)+'^^y 


h^Ful 

-ft-s 


Die  nach  Gleichung  (26)  aufgetnigene  //-Linie  weicht  so  wenig  von  einer 
Parabel  ab,  daß  der  Gedanke  nahe  liegt,  sie  dui'ch  eine  Pai*abel  zu  ereetzen,  so 
zwar,  daß  beide  Linien  mit  der  Nullinie  gleich  große  Flächen  einschUeßen.  Die 
Bedingung  hierfür  lautet: 


und  liefert  für  Z  den  Wert; 

(27) 


f!2l        P  f..  , 

-3- = -wj  ^''''' 
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,,«, f(F.  +  F.)  + 1,25  (h,F,  -  b.F.) 

f(Fo  +  Fu)  +  2,5  (hoF.  -  huFJj  +  ^  (ho^Fo  +  hj  F.) 
Die  Gleichung  der  parabelfönnigen  /f-Linie  ist: 

sie  liefert  auch  für  flacfie  Kreisbögen  seJir  xuverUissige  Ergehiisse. 

Für  den  in  Fig.  212  dargestellten  Fall  ist  ho=^h  und  ä«  =  0.    Man  findet: 

f{Fo  +  Fu)  +  h26hF. 


(30) 


f(Fo  +  Fu)  +  2,5//  Fo  (l  +  0,75  j) 

IbtEth'FoF^ 

8/^[/'(Fo+FJ  +  2.5ÄF.(l  +  0,75AJ] 


Setzt  man  einmal  ^0  =  ^«,  sodann  F«  =  2F„,  so  erhält  man,  wenn  f^=z^h 
ist,  v  =  0,84  bezw.  v  =  0,81  xmd  erkennt  hieraus,  daß  das  Querschnittsverhältms 
Fo'.Fu  in  der  Regel  keinen  wesentlichen  Einfluß  auf  H  haben  wird.  Mit  der  zu- 
lässigen Vereinfachung  Fo  =  Fu  gehen  die  Gleichungen  (28)  für  den  Träger  in 
Fig.  212  über  in: 

8/-+5Ä 


(31) 
Fig.  212. 


8/-+2,5ä(4  +  3A) 
2f\^f+2.bh[4.+^j)\ 


wo  jetzt  Fe  einen  Mittelwert  der  Querschnitte  Fo  und  F^  bedeutet.*) 

Für  den  zweiten  wichtigen  Sonderfall  in  Fig.  213  er^bt  sich  mit  F«  =  F»  =  Fe 
(wegen  Äo=:ä„  =  Jä): 

(^^)  ^  =  -—15^  '^^  ^'=—167^^ 

Fig.  213.  1  +  -32  -j^ 

Der  Verfasser  empfieJilt  dis  Anwendung  pa rabeiförmiger  H- Linien  auf  das 
dringendste.  Yergl.  des  Verfassers:  Theorie  imd  Berechnung  der  eisernen  Bogen- 
brücken  (Berlin  1880)  Seite  34. 


b.  Ermittlung  der  Spannkräfte. 

83.  Allgemeine  Beziehnngen.  Nach  Bestimmung  des  Horizontal- 
schubes H  läßt  sich  das  Angriffsmoment  M„  für  den  KJaotenpunkt  m 
(Kg.  198)  in  der  Form  darstellen: 

(33)        34  +  Al^  —  H'y^  cos  a  =  Jf.«  —  Hy^, 

wo  Jtfo«  den  Wert  des  Momentes  für  den  Fall  J3'=0  bedeutet,  i  i. 
das  Angriffsmoment  für  den  Knoten  m  eines  einfachen  Balkens  AB, 
Durch  M^  aber   ist  die  Spannkraft   des   dem  Knoten  m  gegenüber- 


*)  Maßgebend  sind  hauptsächlich  die  Quei'schnitte  in  der  Nähe  des  Scheitels. 


r 
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liegenden  Gurtstabes  bestimmt.  So  erhalt  man  füi*  die  Gurtkräfte  0^ 
und  L\  in  Kg.  198  die  Werte: 

0,  =  —  ^^'    und  CL  =  +  — «. 

Soll  die  Spannkraft  D  in  Kg.  215  aus  der  Momentengleichung 
für  den  Schnittpunkt  i  der  Gurtkräfte  U  und  0  ermittelt  werden,  so 
findet  man: 

(34)         Ji;  — Z>r,  =  0,  wo  M,  =  M.,  —  Hy, 

imd  Jf,,,  das  Angriffsmoment  der  links  vom  Schnitte  t — t  wirksamen 
htrechten  Kräfte  A  und  P  in  bezug  auf  den  Punkt  i  bedeutet,  während 
—  Hyi  den  Einfluß  von  H'  angibt;  r<  ist  der  Hebelarm  von  D. 


m-t-f 


Fig.  215. 


Fig.  216. 


Bei  Berechnung   der  Angriffemomente  und  Spannkräfte   für   das 
Siänderfaehwerk  (Kg.  216)  führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 

Jtfi  =  Angriffemoment  für  den  oberen  Knotenpunkt  m 


und  finden  dann: 


9? 


77  V 


unteren 


r 


m 


(35) 


0.  =  - 


Ml 


:     ^«  =  + 


J/:-i 


Ä^COSß^'  "  Ä^-iOOSY^ 

Die  Spannkräfte  in  den  KiQungsstäben  kann  man  wie  vorhin  mittels 
der  durch  Formel  (34)  dargestellten  Eitterschen  Momentengleichung 
bestimmen,  oder  auch  auf  die  folgende  "Weise: 

Man  führt  durch  0^,  D«,  U^  einen  lotrechten  Sclmitt,  setzt  die 
Summe  der  links  vom  Schnitte  wirkenden  wagerechten  Kräfte  =  0, 
erhalt  dann  zunächst 

Dm  cos  <p^  +  0^  cos  ß^  +  U^  cos  Y^  +  H=  0, 

drückt   nun  0   und   U  mittels    Gleich.  (35)    aus   und    berücksichtigt 
schließlich,  daß 

ist,  weil  sich   beim  Übergänge  vom  unteren  zum  oberen  Knoten  m 
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nur  der  Einfluß  von  H  auf  das  3Ioment  ändert    3Ian  gelangt  dann 
zu  der  übersichtlichen  Formelgruppe: 


(36) 


0«  cos  ß„  = — 

J9«  cos  9„  =  ~~-  — 


Un.  COS  Y«  =  + 


if: 


Hiemach  ist  man  z.  B.  imstande,  mit  Hilfe  der  Einflußlinien  für 
die  Größen:  Jf " :  A  und  W.h  sämtliehe  Spannkräfte  0,  U,  D  za 
bestimmen. 

Auch  die  Spannkräfte  in  den  Ständern  lassen  sich  durch  die  Mo- 
mente M"  und  M*"  ausdrücken.  Greift  die  Belastung  oben  an,  auf 
welchen  Fall  wir  ims  hier  beschränken  wollen,  so  folgt  aus  dem  Gleich- 
gewicht der  am  unteren  Knotenpunkte  m  angreifenden  Kräfte: 

F„  +  D^ sin <p^  +  rr.+i  sin  y„+,  —  U^smy^  =  0, 

und  aus  dieser  Bedingung  erhält  man,  wenn  man  Z>„,  C7«+, 
mittels  der  Gleichungen  (36)  bestimmt  und  die  Beziehungen 

h  W 


lind  U. 


X» 


belastet,  die  einfache  Formel: 

Am        ^   'lm—\         ">  m-\  »m    ^ 


(38) 


i>^.iC0S9«_i=   ,--   — 


Darin  bedeutet  A'«_,  die  obere  der  Strecken, 
in  welche  A„_i  durch  die  Verlängerung  des  Stabes 
L»+,  zerlegt  wd. 

Auf  ähnliche  Weise  können  auch  die  Spaim- 
kräfte  D  des  Strebenfachwerks  dargestellt  werden. 
Man  denke  sich  die  punktierten  Ständer  ein- 
geschaltet, Fig.  217,  und  findet: 

Mo  Mo  If«  M*» 


Dm  cos  9^  =  \  "•  —  ^,  "•- -* 


Am-2  '^m-l  'fm-2  ""m-l 

AVerden  in  jedem  Felde  zwei  sich  kreuzende  steife  Diagonalen 
angeordnet  (Fig.  218),  so  ist  die  genaue  Berechnung  der  Spannkräfte 
eine  außerordentlich  mühsame  Arbeit,  weil  außer  H  noch  in  jedem 
Felde  eine  statisch  nicht  bestimmbare  Größe,  nämlich  die  Spannkraft 
in  einer  der  beiden  Diagonalen,  auftritt  Wir  begnügen  uns  deshalb 
hier  mit  einem  Annäherungsverfahren.*) 


*)    Das    genauere  Yeiiahren    findet   sich    in:    Müller- Breslau,    Theorie   und 
Berechnimg  der  eisernen  Bogenbrücken  (Berlin  1880),  Seite  72.    Eine  nachträgliche 
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Es  bedeuten:  D  die  Spannkraft,  d  die  Länge  und  F  den  Quer- 
schnitt der  linkssteigenden  und  D',  d\  F'  die  entsprechenden  Werte 
der  rechtssteigenden  Diagonale  irgendeines  Feldes,  femer  seien  für  die 
übrigen  Stablängen  und  die  Winkel  die  in  der  Rg.  219  angegebenen 
Bezeichnungen  gewählt.  Auf  die  Änderung  Ay  der  Winkel  y  haben 
die  Längenänderungen  Ad  und  Ad'  einen  hervorragenden  Einfluß,  und 
^  sei  deshalb  aus  der  Gleichung 

d'^  =  5j  +  n\  —  2sorh  cos  Yi, 


Fig.  218. 


Fig.  219. 


unter  Yemachlässigung  von  As«,  Aw^  die  Beziehung 

2dAd  =  2Ä\,7ii  sin  Yi AYi 
gebildet  und  hieraus  (und  auf  ähnliche  Weise)  sei  erhalten: 

dAd  ,  d'Ad'         ,  dAd         ,  d'Ad' 

'^      Ä^/^^sinYi  5.^1  sin  Yg  «„WjSmYg  5^/^,SlnY4 

Da  nun  die  Summe  der. Viereckswinkel  Yi?  T2?  Ts:  T4  ^^ch  nach 
der  Formänderung  =360°  ist,  so  ergibt  sich  AYi  +  Ay2  +  Ay3+Ay4=0, 
und  hieraus  folgt  dann: 

sin  Yi  sin  Ys  sin  Y2  sin  Y4  ' 

oder,  da  der  Inhalt  des  Vierecks  sowohl  =  \  (s^n^  sin  Ys  +  ««^i  sin  Yi) 
wie  auch  =  ^  (s^n^  sin  Y4  +  s^n^  sin  y«)  gesetzt  werden  darf, 

Ad  d'    sinYiSinYs 

Ad'  ""  "~" 


>'  7' 


d     sin  Y2  sin  Y4 

Xach  Einführung  von  Ad=  ,^^^  imd  ^d'  =  -:prjj,r  ergibt  sich 

J9  d'^    F   sinYiSinYs 

D'  d^    F'    sinY2sinY3 


schärfere  Berechnung,  die  allerdings  wesentlich  mühsamer  ist,  dürfte  meistens  nicht 
zu  entbehren  sein.  Mit  Rücksicht  hierauf  ist  die  Anoi*dnung  des  Gitterwerks  nach 
Fig.  218  wenig  zu  empfehlen. 
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und,  wenn  8^  \\  s^  ist,  wenn  also  sin  y^  =  sin  Yg  und  sin  y,  =  sin  y^  ist, 

/om  D  _       d'^    F 

(ö^j  jy-  —  —  -^2    jv- 

Man  nehme  (wenigstens  bei  der  ersten  Berechnung)  F=  F'  sn, 
und  benutze  die  vorstehende  Gleichung  auch  dann,  wenn  s^  und  s^  nur 
annähernd  parallel  sind. 

Werden  nun,  vom  Kreuzungspunkte  J  der  Diagonalen  aus,  auf 
diesen  die  Strecken  JC  und  JE  (Kg.  218)  so  angetraf:en,  daß  JC:  JE 
=  d'^F:d^F'  ist,  und  wird  das  Parallelogramm  JF  gezeichnet,  so 
gibt  JF  die  Richtung  der  Mittelkraft  jD  aus  den  Spannkräften  D  und 
D'  an.  Sind  o  und  u  die  Schnittpunkte  der  Geraden  JF  mit  den 
Gurtungen,  femer  M^  und  M^  die  für  die  Punkte  o  und  u  berechneten 
Angriffemomente,  so  ergeben  sich  die  Spannkräfte  für  die  Gurtungen: 

(40)         0=  —  ^^  und   r=  +  ^^-^ 


T  T 


wenn  r^  das  Lot  von  Punkt  o  auf  die  untere  Gurtung  imd  r«  das  Lot 
von  u  auf  die  obere  Gurtung  bedeutet. 

Die  Spannkräfte  D  und  D'  werden  durch  Zerlegung  von  2)  ge- 
funden, und  bei  Berechnung  von  3)  verfährt  man  genau  so,  als  befände 
sich  in  dem  fraglichen  Felde  nur  eine  die  Punkte  o  und  it  verbindende 
Diagonale. 

Behufs  Ermittlung  der  g-Linie  nach  Nr.  77  werden  den  Punkten 

0  und  u  die  Gewichte  u\  =  — ~-  -^  und  w^  =  -H-  -^  zugeschrieben, 

femer  die  Werte  x^  =  «^«y«;  ^*.  =  ^«y«-  Die  Berechnung  von  H,  er- 
folgt dann  nach  Gleichung  (7).  Li  der  Regel  sind  die  in  Nr.  82  an- 
geführten Yereinfachungen  u\  =  y^  und  w^  :=  i/^  zulässig  oder  —  was 
noch  mehr  zu.  empfehlen  ist  —  die  Benutzung  der  parabelförmigen 
Ä-Linie. 

Zui-  Bestinunung  der  Grenzwerte  der  Spannkräfte  bedient  man 
sich  im  allgemeinen  am  zweckmäßigsten  der  Einflußlinien. 

84.  Einflofilinien  fBr  die  AngrUbnioiiiente  und  Spannkräfte.    Die 

Einflußfläche  für  da^;  Angriffsmoment 

(41)         M^  =  M,^-Hy^  =  y^  (^^-^  -  H) 

ergibt  sich  —  wenn  y„  als  Multiplikator  angesehen  wird*)  —  als  der 
Unterschied  der  {M^^ :  //^)-Fläche  und  der  fl^Fläche.  Nach  Aufzeichnung 
der  fi'-Linie  Ä  S'B'  (Mg.  220)  trage  man  auf  der  Lotrechten  durch  Ä 


*)  Vergi.  Seite  174.   Wir  werden  die  Multiplikatoren  der  Einflußflächen  mit  (ji 
bezeichnen  und  stets  an  die  betreffenden  Flächen  setzen. 
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X. 


die  Strecke  ÄÄ'  =  1  — ^  ab  *)  verbinde  Ä'  und  B'  durch  eine  Gerade, 

bestimme  auf  dieser  senkrecht  unter  m  den  Punkt  m  und  ziehe  Alm, 
Die  schraffierte  Fläche  ist  dann  die  Eioflußfläche  für  MJ*)\  sie  ge- 
stattet die  Berechnung  der  Grenzwerte  ,^M^  und  «<„JC  in  der  Form: 

wobei  SPy),  SPt],  J^  und  J"  die  auf  Seite  188  erklärte  Bedeutung 

+  —  +  — 

haben;  dort  ist  auch  gezeigt,  daß  man  im  Falle  gleich  langer  Felder 
auch  setzen  darf: 

Figur  220  setzt  voraus,  daß  m  der  oberen  Gurtung  angehört  und 
die  Belastung  oben  angreift.    Ist  m  ein  Knoten  der  unbelasteten  Gur- 


>/*-/ 


3QFlä€he./t'l/^ 


Fig.  220. 


Fig.  221. 


tong  (Fig.  221),  so  beachte  man,  daß  jedem  Felde  F^F^  eine  gerade 
Einflußlinie  L^L^  entsprechen  muß. 

Durch  die  Momente  Jf„  sind  die  Spannkräfte  in  den  Gurtungen 
bestimmt 

Bei  Untersuehnng  eines  Füllnngsstabes  gehen  wir,  mit  Bezugnahme 
auf  Fig.  215,  von  der  für  jeden  Neigimgswinkel  des  Stabes  gültigen 

*)  Die  zeichnerische  Bestimmung  von  1  ♦  —  ist   in   der  IFig.  220   angedeutet 

worden.    Der  Verfasser  zieht  die  Berechnung  vor. 

**)  Wäre  ÄJC  =  1 .  a:«:,  so  wäre  das  Dreieck  Xm'B'  nach  Band  I,  S.  134,  die 
EinfluBfläche  für  das  Moment  3foM. 
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Gleichung  2)r<  =  4:J|f,  aus  und  ermitteln  zunächst  die  Einflußfläche 
für  Mi  =  Moi  —  Hyt.    Nach  Aufzeichnung  der  jEf- Linie  machen  wir 

Ä'Ä'  =  1 .  — ^ ,  Rg.  222,  ziehen  die  Gerade  A"B\  bestimmen  auf  dieser 
Vi 


Jh  Flächt  Jt-Mi 


Fig.  222. 


Fig.  223. 


Fig.  224. 


D'J^läekej/i-^ 


Fig.  225. 


senkrecht  unter  i  den  Punkt  i\  verbinden  i  und  Ä  und  tragen  schließ- 
lich die  dem  Felde  F^F^  entsprechende  Gerade  L^L^  ein.  Fassen  wir 
jetzt  die  in  Fig.  222  schraffierte  Fläche  als  Einflußfläche  für  die  Spann- 
kraft D  auf,  so  ist  der  Multiplikator  derselben 

_  y< 

^^^  -■  -  —  ■ 

Vi 


V- 
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Die  Einflußflächen  für  D  und  M^  haben  gleiche  oder  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  je  nachdem  die  Spannkraft  D  in  Kg.  215  links 
oder  rechts  um  i  dreht  Bei  Feststellung  dieser  Vorzeichen  sclilage 
man  zur  Vermeidung  von  Irrtümern  folgenden  Weg  ein.  Man  nehme 
eine  rechts  von  F^  gelegene  Last  P  an,  und  setze  zunächst  H=0^ 
betrachte  also  den  Träger  als  einfachen  Balken.    Am  luiken  Auflager 

greift   dann  nur  A  =  P^r  *^^?    ^^^^   ^^^^   erhält   aus   der  Gleichung 

V 

ÄXi  —Dr,  =  0  mit  P=  1  den  Wert: 


X>=  +  ^-^  =  +  l 
n 


l 


Xi 


=  PL.1 


Xi 


wo  Tf)o  die  unter  P  gemessene  Ordinate  der  Geraden  B'A"  bedeutet 
Für  den  Einfluß  von  H'  =  H  sec  a  hat  man  nun:  Hyi  -^-  2)r<  =  0, 
woraus  D  =  —  \lH^  weshalb  sich  im  ganzen 

ergibt,  woraus  für  den  vorliegenäen  Fall  folgt:  daß  D  positiv  ist,  so 
lange  Tjo^-ff  ist  Erwägt  man  übrigens,  daß  die  Gerade  B'A"  die 
mit  Xi :  j/i  multiplizierte  -4-Linie  ist,  so  braucht  man  zur  Entscheidung 
der  Vorzeichenfrage  nur  den  Einfluß  von  A  und  H'  =iH  sec  a  zu 
prüfen.  So  findet  man  in  dem  in  Fig.  223  dargestellten  Falle,  daß 
A  sowohl  wie  H  eine  Zugkraft  D  hervorbringen,  und  folgert  dann, 
daß  die  Ordinaten  der  Geraden  B'A"  zu  denjenigen  der  fl^Linie  zu 
fügen  sind,  und  daß  die  Einflußfläche  rechts  von  F^  positiv  ist  Auf 
dieselbe  Weise  prüfe  man  die  Figuren  224  und  225. 

Bislang  haben  wir  vorausgesetzt,  daß  der  Punkt  i  auf  dem  Zeichen- 
blatte liegt  Fällt  er  über  dasselbe  hinaus,  so  läßt  sich  der  zur  Fest- 
legung der  Geraden  B'A"  die- 


^^-  - 


nende  Wert  Xi :  i/,,  sowie  der 
Multiplikator  {j,  =  ^.. :  r,  wie  folgt 
ermitteln.  Man  verlängere  die 
Gurtstäbe  0  und  CT"  (Fig.  226) 
und  ziehe  an  beliebiger  Stelle 
eine  Gerade  ST  parallel  zu  dem 
links  an  den  fraglichen  Füllungs- 
stab 2?  sich  anschließenden  Wand- 
gliede  F^F\  Hierauf  lege  man 
durch  S  und  T  Parallelen  zu 
AF^  und  AF\  bestimme  deren 

Schnittpunkt  %  und  messe  die  in  der  Fig.  226  mit  •»]<,  $.,  p,  bezeichneten 
Strecken,    p^  bedeutet  das  Lot  von  S  auf  den  Stab  D.    Man  erhält  dann: 


Fig.  226. 


Vi 


:=_:?L  und  ^  =  -:^ 

yii  Ti       p, 
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Der  Punkt  i  liegt  in  der  Geraden  A%^  was  bei  der  Vorzeichen- 
bestimmung zu  beachten  ist 

Auf  ähnliche  Weise  ließe  sich  auch  die  von  der  Geraden  A'B" 

(Mg.  222)  auf  der  Lotrechten  durch  jB  abgeschnittene  Strecke  1  •  — ^ 

ermittehi;  doch  ist  dies  nicht  nötig,  da  man  die  Gerade  A'B"  schneller 
auf  andere  Weise  bestimmen  kann.  Man  muß  nur  daran  denken,  daß 
der  Geradenzug  A'LyL^B'  die  Einflußlinie  für  die  Spannkraft  B  des 
einfachen  Balkens  -45  ist 


D-ßYacAeyuM 


Fig."  227. 


In  Kg.  227  ist  beispielsweise  die  D-Mäche  eines  rechtssteigenden 
Füllungsstabes  dargestellt  worden.  Punkt  i  liege  außerhalb  des  Blattes; 
daher  wurde  x< :  y<  =  $< :  t]<  gefunden.  Die  Hilfslinien  zur  Ermittlung 
von  i^  sind  wieder  ausgelöscht  worden,  i^  ergab  sich  oberhalb  der  Ge- 
raden AB^   und  es  liegt  daher  auch  i  oberhalb  AB.    Die  Kräfte  A 


Xi 


und  H'  =  HQec  a  erzeugeo  in  D  Drücke,  weshalb  A'A"  =  1  —  nach 


Vi 


oben   aufgetragen    wurde.*)     Zur  Festlegung  der  Geraden  LgL^  und 
A'L^    wurden   zwei  Yerfahren    angewandt,    erstens   die   Bestimmung 

*)  Die  -H^Iinie  wollen  wir  stets  nach  unten  liegend  zeichnen. 
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des  Nullpunktes  X  auf  dem  im  I.  Bande,  §  30,  gezeigten  Wege, 
zweitens  durch  Ermittlung  der  Strecke  L^T^  welche  die  Geraden 
B'Ä"  und  A'B"  auf  der  Senkrechten  durch  den  der  belasteten  Giu-- 
tung  angehörenden  Endpunkt  F^  des  Stabes  D  abschneidet.  Wir 
wiesen  früher  da^  Gesetz  nach :  Zerlegt  man  P  =  1  nach  den  Rich- 
tungen von  0  und  D  und  ist  die  zu  Z>  parallele  Seitenkraft  =  [J9],  so  ist 

Lg!r=[2)],  vorausgesetzt,  daß  die  Einflußfläche  den  Multiplikator  1 

hat*).     Da  nun  im   vorliegenden  Falle  ein  Multiplikator  [k  =  —  ein- 

1  r 

geführt  ist,  so  muß  P=l  ersetzt  werden  durch     -=1--.    An  die 

V-  Vi 

Stelle  von  [Z>]  tritt  jetzt  der  in  Fig.  227  gefundene  Wert  Z  Die  zweite  Be- 
stimmungsart der  Geraden  A'L^  und  L^L^  verdient  natürlich  den  Vorzug. 

Femer  ist  zu  beachten,  daß  die  Strecke  A'Ä''  =  1  — '  =  D^  —^ 

Vi  Vi 

ist,   wo  Dj^  den   absoluten  Wert   der   von  einem  Stützenwiderstande 

^  =  1  im  fraglichen  Wandgliede  erzeugten  Spannkraft  bedeutet,  imd 
ebenso  läßt  sich  B'B"  =  D^  —^  aus  der  durch  B  =  l  hervorgerufenen 


Vi 


Vi 


Spannkraft  Db  berechnen,  während  schließlich  1  -^  =  2)^  gleich  dem 

absoluten  Werte  der  Spannkraft  infolge  einer  in  A  angreifenden,  von 
A  nach  B  gerichteten  Belastung  1  sec  a  ist  Hiemach  kann  man  den 
Linienzug  A' L^L^B'  mit  Hilfe  von  zweien  der  drei  Strecken:  A'A'' 
=  Dj, :  Dh,  B'B"  =  Db:  Dh  und  Z  bestimmen.**) 

Die  Benutzung  der  Spannkräfte  Z)^,  Z>^,  Dg  liefert  wohl  die  über- 
sichtlichsten und  schärfsten  Zeichnungen,  vorausgesetzt,  daß  man  die 
geringe  Mühe  nicht  scheut,  diese  Werte  durch  Rechnung  zu  bestimmen. 
Man  gehe  dann  von  den  Gleichungen  (36)  und  (38)  aus. 

Als  Beispiel  sei  hier  die  Er- 
mittlung der  Da-)  Db^  Dh  für  den  , 
auf  S.  206  dargestellten  Sichelträger 
mitgeteilt;  denn  gerade  für  diese 
Träger  ist  das  fragliche  Verfahren 
besondei-s  am  Platze.  Durch  die 
unteren  Knotenpunkte  1',   3',   6', 

7', wurden  senkrechte  Geraden 

gezogen,  welche  die  obere  Gurtung 
in  1,  3,  5,  7,  .  .  .  schneiden.***) 
Aus  den  Angriffsmomenten  M^^  M^^  Fig.  228. 

♦)  Vergl.  Band  I,  §  30. 

*♦)  Tergl.  auch  Band  I,  §  30;  dort  wurden  die  Da  und  Db  mit  D'  bezw.  jD" 
bezeichnet. 

***)  Der  bequemeren  Schreibweise  der  Momente  wegen  ist  die  Bezeichnung  der 
unteren  Knotenpunkte  anders  gewählt  wie  in  Fig.  206. 

Müller- Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  15 
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3/,,  3/4,  3/5,  .  . .  findet  man  dann  für  jeden  Belastiingszustand  für  eine  linkssteigende 

Diagonale : 

„                     3/^       3/(«_i,  3/5       M^ 

Dm  cos  9«  =  — f i-  z.  B.  D5  cos  95  =  -^  — 

ffm  "m  "  1 

und  für  eine  rechtssteigende  Diagonale: 

3f(w-i) 


Ä5  A4 


^«1  COS  9«  = 


/'m-l 


Den   Zuständen  yl  =  l,  5=1,  /f=l,   entsprechen  nun  für  den  Knoten  w 
der  Reihe  nach  die  Wei-te: 

3/«  =  1-2^«,       Mm  =  l'Xm\       Mm  =  —l'l/m 

so  daß  man  z.  B.  für  Dj  und  D^  die  (Heichimgen  erhält: 


Einfluß  von  ^1  =  1;  D^  cos  95 


^_;J-;/V-9.^'' 


/*.     /«« ' 


11 


1» 


#  /  ff 

.,    B=l;  Z).cos9.  =  — -—;/;, cos 9,  =  -,^^  -  ^-; 


Die  Ergebnisse   der  Rechnung   sind   in   den  folgenden  Tabellen  ziLsammeniiv- 
stellt  worden. 


m 


1 

1,0 

2 

2,0 

3 

3,0 

4 

4,0 

5 

5,0 

6 

6,0 

7 

7,0 

8 

8,0 

9 

9,0 

10 

10,0 

19,0 
18,0 
17,0 
16,0 
15,0 
14,0 
13,0 
12,0 
11,0 
10,0 


i/ 


m 


hm 


hm 


0,245 
0,565 
0,725 
0,985 
1,085 
1,285 
1,325 
1,465 
1,445 
1,525 


0,72 

4,082 

1,44 

3,540 

2,00 

4,138 

2,56 

4,061 

2,96 

4,608 

3,36 

4,669 

3,60 

5,283 

3,84 

5,461 

3,92 

6,228 

4,00 

6,557 

77,550 

31,858 

23,448 

16,244 

13,825 

10,895 

9,811 

8,191 

7,612 

6,557 


Um 


2,939 
2,549 
2,759 
2,599 
2,728 
2,615 
2,717 
2,621 
2,713 
2,623 


Einfluß  von 


vi  =  1 


B=l 


H—\ 


J\   cos  9j 

+  0,542 

7),  cos  9,  — 

+  0,598 

/>4  cos  94 

+  0,077 

Z>5  cos  95 

+  0,547 

D^   cos  9e 

0,061 

I)^   cos  9| 

+  0,614 

Df,   cos  98  — 

—  0,178 

I>9  COS  99  — 

+  0,767 

Ao  cos  9,0  — 

0,329 

+  45,692 

0,390 

8,410 

0,210 

+  7,204 

0,160 

2,419 

0,129 

+  2,930 

—  0,113 

1,084 

0,102 

+  1,620 

0,096 

0,579 

0,092 

+  1,055 

—  0,090 

Mit  Hilfe  dieser  "Wei-te  lassen  sicli^  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  D  oder 
was  zweckmäßiger  ist  —  für  die  D  cos  9  sehr  schnell  auftragen.    Fig.  229b  zeigt 
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die  Z>g  cos  qjg-Fiäche.    Die  Einflüsse   von   A  und  7/  haben  j^leiche  Vorzeichen  und 

Q  |7g 

es  ^vui-de  daher  A'A"=l'  ^'rw««-=l*85  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  H- 

Fläche   abgetragen,  damit  sich  die  Einflüsse  von  A  und  II  siunmieren.    Die  Gerade 

A'B"  konnte  nicht  mittels  der  Strecke  B'B"=  ,V^^- =  16,88  festgelegt  werden. 

da  dies  zu  viel  Platz  ei-foixlert  hätte,  sondern  wurde  bestimmt  mit  Hilfe  von 
F/yj  =  y%^  •  16,88  =  5.06.  Der  Multiplikator  der  gezeichneten  Einflußfläclie  ist 
IL  =  0,096. 


Fig.  229. 


Wir  wollen  an  der  voi-liegenden  Figur  noch  die  Berei'lmung  der  Spannkräfte 
infolge  einer  gleichföiinigen  Belastung  erläutern  und  nehmen  zu  diesem  Zwecke  eine 
ständige  Belastung  g  =  l,4ö'  f.  d.  m  der  Stützweite  und  eine  beweghche  p=z2fi*  an. 
Die  Knotenlasten  sind  dann:  i^X  =  1,45  •  2,0  =  2,9'  und  i?X  =  2,6  •  2,0  =  5,2'.  Um 
miuD^  ZU  ei'halten,  weixien  die  Knoten  rechts  von  D^  nur  mit  gX  belastet,  die  Knoten 
links  davon  mit  qX=:(g-\-p)\  =  S^V.    Man  mißt  niui: 

S  =  T«  +  TU  +  %  =  7,92 ;       S  =  Tis  +  7)10  +  %.,  +  TQ,4  -f  Yl^  +  T]i8  =  9,10 
+  — 

und  erhält: 

D^  V4)s  98  =  pi  /r/X2  —  g\^\*)  =  0,096  (8,1  •  7,92  —  2,9  •  9,10)  =  +  3,6'. 


*)  Vergl.  Seite  188.    Genauer  ist  „„zD  cos  (p  =  ^t.  fqF — gFy-,  doch  ist  der  oben 

angegebene  AVeg  schneller  zum  Ziele  führend  und  sein  Ergebnis  genügend  scliarf. 

15* 
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Voi-tauselit  man  g  und  q^  so  findet  man: 

^nl>%  cos  9g  =  JA  /5rX3  —  <7XS\  ==  0,096  (2.9  •  7,92  —  8,1  •  9,10)  =  —  4,9'. 

Zu  diesen  Werten  tritt  noch  infolge  Erwärmimg bezw.  Abkühlung  D^  cos  9^ = T|i  W). 

lu  den  vorstehenden  Untersuch migon  wurden  sämtliche  EinfluBflächen  aus 
derselben  //-liinie  mittels  Ziehen  weniger  Geraden  abgeleitet.  Dieses  einfache 
Verfahren  führt  bei  den  Gurtstäben  stets  zum  Ziele,  versagt  aber  zuweilen  bei 
Berechnung  der  Spannkräfte  in  den  Wandgliedern;  denn  hier  kann  es  bei  sehr 
nahe  an  der  Geraden  AB  liegenden  Punkten  i  vorkommen,  daß  die  Werte  Xi'.yi 
(bezw.  Da  :  Dh)i  welche  bei  endlichem  av  mit  y{=^0  unendlich  werden,  sehr  gi*oß 
ausfallen,  und  daß  infolgedessen  die  fraglichen  Einflußflächen  zu  viel  Platz  be- 
anspruchen. Das  Herausziehen  eines  Multiplikators  muß  dann  unterbleiben;  die 
Kinflußfläche  ist  zunächst  für  11=0  aufzutragen,  und  hierauf  muß  der  Einfluß 
von  //  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen  hinzugefügt  werden.    In  dem  zuletzt 

durchgeführten  Beispiele    (Fig.  229)  wüitle  man   also  71^=0,178  (statt  ^^11) 

\  0,096  / 

/     ^    3        1,62  \ 


und  FL]  =  ^^  .  1,62  (statt  -^ 


machen^  und  schließlich  wüMo  man  die 


if-Linie  durch  die  (0,0%  7/)-Linie  ersetzen,  wobei  die  Multiplikation  der  Ordinaten 
H  mit  0,096  am  übei-sichtÜchsten  mit  Hilfe  eines  Winkels,  dassen  Tangente  =  0,096 
ist,  ausgeführt,  wird. 

Der  Verfasser  pflegt  dieser  letzteren  Darstellungsweise  nach  Möglichkeit  aas 
dem  Wege  zu  gehen,  indem  er  gleich  von  vornherein  die  //-Linie  nach  zwei  ver- 
schiedenen Maßstäben  (unter  Umständen  auch  noch  nach  einem  dritten  sehr  kleinen 
Maßstabe)  aufträgt  imd  dann  die  größere  //-Linie  zur  üntei'suchung  aller  Gurtstäbe 
benutzt,  die  kleinere  zur  Berechnung  der  .Füllungsglieder.  Nur  bei  den  Wandgliedem 
von  Siohelträgern  sind  diese  Maßregeln  zuweilen  fruchtlos. 

Bezüglich  der  Einfühnmg  wagerechter  Nullachsen,  sowie  der  übersichtlichen 
Zusanmionstellung  der  Einflußflächen  und  der  Ei'gebnisse  der  Rechnung  vei'weisen 
wir  auf  Nr.  73. 


c.   Vollständiges  Zahlenbeispiel. 
Berechnung  einer  Eisenbahnbrilcke  mit  Bogenträgern. 

(Tafel  3  mid  4.) 

85.   Eine  eingleisige  Eisenbahnbrücke  soll  zwei  Ilauptträger  mit  den  in  Fig.  230 
auf  Tafel  3  angegebenen  lüngenabmessungen  erhalten.    Die  Knotenpunkte  der  unteren 

Gurtungen  liegen  auf  einer  Parabel;  die  obere 
Gurtung  ist  wiigerecht.  Das  Gewicht  der  nach 
JTig.  231  angeordneten  Brückenbahn  beträgt 
700*^  f.  d.  Meter  Gleis  und  das  Gewicht  der 
beiden  Hauptträger  und  des  Querverbandes 
wii-d  mit  150  +  30;  =  löO  +  30.20  =  750»y 
in  Rechnung  gestellt.  Es  ist  dann  für  jeden 
Hauptträger  gz=z\  (700  +  750)*»,  mithin  die 
ständige  Bebistung  eines  Trägerfeldes:  gX  = 
1450*y  =  1,45*.  Die  Raddrücke  und  Radstände 
der  Fahrzeuge  sind  in  Fig.  242  (Tafel  3)  an- 
gegeben worden.  —  (Tesu<lit  sind  die  Spannkräfte  und  Querechnittsabmessungen 
des  Hauptträgers. 

*)  Wie  man  //«  in  die  Rechnung  einführt,  darüber  gibt  das  in  Nr.  85  behandelte 
vollständige  Zahlenboi^^l^ie!  Ausktmft. 


Fig.  231. 
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1.  Die  HrlAnie  des  vorliegenden  Trägere  \^Tiixie  bereits  in  Nr.  81  (Seite  212, 
Fig.  211)  berechnet.  Das  Querschnittsverhältnis  Fo'.F^  ist  gleich  1  gewählt;  dem- 
selben entsprechen  die  m  Fig.  240  eingeschiiebenen  Werte  //. 

2.  Die  Spannkräfte  Sg  infolge  der  ständigen  Belastung  wui-den,  nach  Be- 
rechnung von  Hg=i\2J)**)  in  Fig.  232,  mittels  eines  Cremonaschen  Kräfteplanes 
bestimmt  und  hiei-auf  in  die  Fig.  233  eingetragen. 

3.  Die  Spamücräfte  Sj,  infolge  der  beireglic/ien  Belastung  sind  mit  Hilfe  von 
Einflaßlinien  nach  dem  in  Nr.  84  gelehrten  Verfahren  bestimmt  woixien.  Dabei  waren 
einige  Vereinfachungen  möglich,  die  sich  aus  der  gewählten  Trägerform  ergeben. 

liegt  in  Fig.  221  der  Pimkt  m  der  unteren  Giu*tung  auf  einer  Parabel  von 

4  lOr  ^,11 
der  Gleichung  ym=        Z    — ,   so  erhält  man  für  den  Abstand   des  Punktes  w' 

/  •    '  7 

von  der  Geraden  AB'  den  Ausdnick:  XA"  •     7=1  — ^  -  7    =  1  -.-^;  1"^^  *^^  i^t 

/  Um     l  4; 

daher  der  Ort  von  m'  eine  zu  A'B'  parallele  Gerade.     Im  vorliegenden  Falle  ist 

/^20*'  imd  /*=2,5"',  mithin  -— r  =  2,0*,  und  durch  diesen  "Wert  sind  sämthche 

4/ 

0- Flächen  bestinmit;    vergl.  Fig.  240,    in  der  die  0,- Fläche  durch  Schraffiei-ung 

hervorgehoben  ist,  und  welche  die  Ordinaten  der  auf  wagerechte  Nullinien  bezogenen 

0-Flachen  liefert. 

Fig.  241  enthält  die  Daretelliuig  der  Einflußflächen  für  6j,  L,,  L\,  l\.  Behufs 
Ermittlung  der  (schmffiei-ten)  L5-Flä<.'he  wurde  -fl4"  gleich  dem  für  den  oberen 
Knotenpunkt  4  berechneten  Werte  x^'.yoi=^jr^:ho=^^*  gemacht,  sodann  auf  der 
Geraden  4rB  der  Punkt  4'  lotrecht  unter  4  bestimmt  und  die  Gerade  A^'  gezogen. 
Da  nun  yo  den  festen  Wert  ho  besitzt  und  die  Trägerfelder  gleich  lang  sind,  so 
zerlegen  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3  entsprechenden  Pimkte  1",  2",  3"  die 
Strecke  ^4"  in  gleir-he  Teile**),  und  damit  sind  die  Einflußflächen  für  l\^  l\^  T\ 
bestimmt.  Für  den  ereten  Stab  der  unteren  Gurtung  erhält  man  L\  =:  H  sec  fi 
=  1,097  H  und,  da  die  in  Fig.  240  oberhalb  der  //-Linie  eingezeichnete  Laststellung 
den  Horizontalschub  //p  =  3PY)  =  43,2'  erzeugt,  ?/,,=:  1,097  •  43,2  =  47,4«. 

Die  Ermittlung  der  Spaimki-äfte  in  den  Füllungsstäben  wird  durch  den  ITm- 
stand  vereinfacht,  daß  sich  die  Gurtstäbe  Om-i  und  Um  in  demselben  Pimkte  i 
schneiden  wie  Om  und  Um.  Hat  man  also  in  Fig.  234  die  />4-Fläche  mit  Hilfe  von 
AA^  =  Xi^:ho  als  den  üntei-schied  der  von  Geraden  begrenzten  Fläche  AL^L^BA 
imd  der  Ä-Fläche  erhalten,  so  findet  man  die  T^,-Fläche  (indem  man  L^L^  durch 
L'L"  ersetzt)  als  den  Unterechied  der  Fläche  AUI/BA  und  der  //-Fläche.  Links 
von  F^  und  rechts  von  F^  stimmen  also  die  Einflußf lachen  für  D^  und  \\  überein; 
die  Vorzeichen  sind  jedoch  entgegengesetzte,  auch  sind  die  Multiplikatoi*en  vei-schieden, 
nämlich  p.=:ho:r^  für  die  /)4-Fläche  und  pi  =  //o:(Ji4  —  x,)  für  die  IVFläche.  Es 
liefert  also  die  Fig.  244,  welche  die  auf  die  //-Linie  als  gebrochene  NuUachse  be- 
zcjgenen  D-Flächen  enthält,  auch  sämtli(jhe  T-Flächen***). 


*)  Vergl.  Seite  213;  dort  wurde  für  ^X  =  2,90'  der  Wert  //^  =  25,0'  gefunden. 
**)  Hieraus  folgt,  daß  die  Pimkte  1',  2',  3',  4'  auf  einer  Parabel  liegen,  deren 

Pfeü  =  l-^r-  ist 
4^0 


^)  Wir  heben  noch  hervor,  daß  sich  die  r<,-Fläche,  wegen  Vo  =  A  —  Z/tg-yi 
=  tg  Yi  (^  ootg  Yj  —  /T),  auch  als  den  Unterschied  der  Acotg-yj- Fläche  und  der 
Ä'-Fläche   deuten   läßt.     Der   Multiplikator   ist  =  1  tg  ^i  =  3,0  :  6,67  =  0,45.     Die 

.(1  cotg  Yi -Fläche  ist  ein  Dreieck  AAiB,  welches  bestimmt  ist  durch  .4^i  =  1  cotg^i 
=  6,67  : 3,0  =  2,22. 
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Nach  Aufzeichnung  der  Einflußflächen  wui*den  auf  den  Tafehi  3  und  4  die 
gefährlichsten  Zugstellungen  durch  Pi-obieren  bestimmt  und  die  denselben  ent- 
sprechenden AVerte  2Pt)  imd  SPtj  ermittelt;  letztere  sind  nebst  den  Multiplikatoren 

+  — 

auf  den  Tafeln  angegeben.    Die  Multiplikation  der  Ordinaten  t)  mit  den  P  ist  i\\\t 

Hilfe  von  Maßstäben  ausgeführt  woi*dpn.  So  wurde  z.  B.  auf  Tafel  3  die  //-Linie 
im  Maßstabe  l'  =  25'"*'  aufgeti*agen,  und  hierauf  wurden  die  den  Raddrücken  6,5*  luid 
4,5'  entsprechenden  Ordinaten  der  Einflußlinien  mit  den  Maßstäben  6,5' =  25*"*' 
bezw.  4,5*  =  25"*'"  gemessen.  Für  die  Füllimgsstäbe  wurden  auf  Tafel  4  kleinero 
Maßstäbe  gewälilt. 

Die  Berechnung  der  von  der  beweglichen  Belastimg  heiTÜhrenden  Si)aimkriifte 
Sp  ei-folgte  nach  den  Formeln: 

fwttx  Spzzz^^  Pt\ :    ^,„  *S^  =  —  ji  2  /*Y). 

+  - 

Die  Ergebnisse  wurden  in  Fig.  236  zustunniengestellt. 


Fig.  234. 


4.  Einfluß  der  Tcmperaturämlerumj.  Außer  den  Spannki-äften  Sg  und  Sp  ent- 
stehen infolge  einer  (hier  gleichmäßig  vorausgesetzten  Änderung  der  Aufstellungs- 
Temperatur  um  t°  nocli  Spaunknifte  *SV,  deren  absolute  Werte 

sind.  Hinsi(;htlich  der  Vorzeichen  ist  zu  beachten,  daß  ein  ix)sitives  Ht  in  der  oberen 
Gurtung  und  in  den  Vei*tikalen  Zugspannungen,  in  den  übrigen  8täl)en  Druckspan- 
nungen erzeugt.  Wird  /  =  ±  35  °  C.  angenommen,  so  ist  (nach  Seite  208)  abgerundet 
//<  =  ±  460/0,  wo  f ür  Fo  zur  Sicherheit  der  größte  Obergurtquei-schnitt  (der  immer 
einem  der  mittelsten  Felder  angehören  wnrd)  gesetzt  werden  soll;  dei-selbe  wii*d  wie 
folgt  berechnet. 

Die  obere  (lurtung  wii-d  vor^'iegend  auf  Dnick  beanspmcht.  Ist  also  q  die 
zulässige  Spannung,  so  muß  sein: 

-  a/;  =  ,„„o="-  ii^p-n-f  0^-f  0,  =  -  ixSPTj-f-  Op-  kl//« 


luid  hieraus  folirt: 


=  -  ixSPt)  +  Oy  —  »i.460  Fo 
\L^Prs—0, 


F  — 


a  —  460  ji 
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Für  das  5.  Feld  if^t  iL  =  bfi,    2^1)=:  8,9,    0^  =  — 10,0  mithin,    wenn  (j  =  700*y 

f.  d.  qcm  =  lQOO^  f.  d.  qni  gestattet  wird, 

-,         5,0-8,9  +  10,0        ^^,,^ 

^^  =  -7000-^V5;5-  =  ^'^^^^'^'"- 
Für  das  4.  Feld  ergibt  sich: 

^^•=7^--?Ä  =  «-«««'<«'«"«' 
und  man  findet  daher 

^,  =  ± 460 Fo^=z ± 460 . 0,0116  =  ± 5,3'  und  St  =  +  5,3 ik. 

Die  hiemach  bereclmeten  Spannkräfte  *S«  sind  in  die  Fig.  235  eingetragen  worden; 
die  oberen  Vorzeichen  gelten  für  den  Fall  einer  Zunahme  der  Temperatur. 

5.  Die  Gesamtspannkräftey  welche  dui*ch  Zusammenzählung  der  Einflüsse  der 
ständigen  und  beweglichen  Behistung,  sowie  der  Temperaturänderung  erhalten  werden, 
sind  in  die  Fig.  237  eingeschrieben  woixien. 

6.  Über  die  getnViIfefi  Stabquerschnitte  und  die  größten  Beanspruchungen  gibt 
die  folgende  Tabelle  Aufschhiß.  Zu  derselben  ist  zu  bemerken,  daß  die  untere  Gurtung 
in  der  Nahe  des  Scheitels  denselben  Quersclinitt  erhidten  hat  wie  die  obere  Gurtung, 
damit  die  in  die  Rechnung  eingeführte  Annahme  Fo :  i^«  =  1  erfüllt  werde.  Bei  den 
vf»!-zugsweise  auf  Druck  beanspruchten  Gui-tstäben  imd  Vertikalen  wurden  die  Niet- 
löcher  nicht  in  Abzug  gebracht,  wohl  aber  bei  den  von  größeren  Zugkräften  er- 
gi'iffenen  Diagonalen. 


Obere  (lurtumj.     l^^^rQuei^schnitt. j 


Feld 


Winkeleisen-    I     Inhalt  des  vollen 
Sorte  Quei-schnittes  F 


Größte  Spann- 
kraft S 


a=: 


S_ 
F 


5  n.  4 

3 
2  u.  1 


10  •  15  . 1,2  em 

10.10-1,0  „ 

7.    7-0,9  „ 


114  qem 
76     „ 
47     „ 


81000*» 

50000 

30000 


710**^  f.  d.  qem 

660 

640 


^i 


,,   ,,     ,, 


l 


liiere  Ourtiing.     i^^  =  Quei-schnitt. j 


Feld 


Winkeleisen-    I    Inhalt  des  vollen        Größte  Spann- 
sorte '      Quei*s(;linitt^s  F  kraft  iS 


CJ  = 


S_ 

T 


5  u.  4 
3,  2  u.  1 


10 .  15  •  1,2  em 
10-10.1,3  „ 


114  qem 
97     „ 


66000*^ 
67000 


580*y  f.  d.  qem 


IHagonaleti.     ( "|  p  =  Quei*schnitt.) 


Feld 


Winkeleiseii- 
sorte 


Inhalt  des  vollen 
Quei*schnittes  F 


Größte  Spann- 
kraft *S' 


F—2d^  ^ 


5  u.  4 

14  - 14  . 1,4  em 

3 

11.11,-1,3  „ 

2 

9  •  9  •  1,3  ,, 

1 

9.  9-1,1  „ 

74  qem 

39000*1^ 

580*^^  f.  d.  qem 

54  „ 

29000 

bUU   „  „   ., 

43  ,. 

27000 

720   „  „  ., 

37  „ 

i    21000 

i 

650   „  „  „ 

*)  r/ =  Nietdurchmesser  =  2,2  r*/y/ :  8  =  EisenstUrke  =  1,4,  1,3  und  1.1  em. 
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I  'erfikalen .     { "|  1"  =  Querschnitt.) 

W'inkeleisensoi-te  durchweg  7,5.7,5-1,2;  F=33<?wi;  ,S'=21000''^ 

21000       «,^^  ^    j 
q  =     ,,.,     =  640*g  f.  d.  qcm. 

Die  Ejiickfestigkeit  der  gedrückten  Stäbe  wii-d  am  besten  mittels  der  Eulerschen  Formel 
beui-teilt.  Hiemach  soll  das  kleinste  Trägheitsmoment  J  des  Quei-schnitts  bei  öfacher 
Sicherheit  mindestens  sein; 

5Ng«_         5«S8« 

'  ~  TZ^E  "  10-2000000' 

wo  8  die  Stablänge  in  rm  bedeutet.    Für  die  erate  Diagonale  ist  z.  B.  erforderlich: 

^_  5-10000-290«  _ 

10-2000000    ""       ' 

hingegen  vorhanden:  J=  2  •  139,7  =  279,4.  Auf  dieselbe  Weise  überzeugt  mrm  sich, 
daß  auch  die  übrigen  Stäbe  genügende  Sicherheit  gegen  Knicken  bieten. 

7.  Einfluß  des  Querscßmittsverhältnisses  Fo'.Fu.  Es  sollen  noch  einige  Rech- 
nungsergebnisse mitgeteilt  werden,  welche  den  Einfluß  des  Querschnittsverhältnisses 
Fo'.Fu  auf  die  "Spannkräfte  klarlegen.  Nimmt  man,  anstatt  Fo:Fu  =  l^  einmal 
Fol  Fu  =  0^1y  sodann  Fo:Fu=  1^2  an,  so  erhält  man  die  folgenden  Ordinaten  der 
if-Linie  und  Werte  ff^  imd  Hti*) 

H  -  A39\„.      jj  _  /0,77\    ^  _  /1,13\    ^  _  /1,42\.  ^  _  /1,Ö5\ 

und  hieraus  ergeben  sich  für  den  am  stärksten  beanspruchten  Obergurtstab  O5  die 
Werte: 

-^       \10,1/'     '""U2,5;/- 
Der  erforderliche  Quei-schnitt  F^  ist  daher  (vergl.  Seite  227) 

••4  =  »''  '■•=7! -6  »-  =  »•»»»»" 

während  si<h  für  /;:F^  =  1,0  der  Wert  /;:=  0,0116  f/w  ergab. 
Der  Horizontilschub  infolge  einer  Tenii>eratui-änderimg  wii*d 

//  _  4.  /i>40  •  0,0099\  _  ,   /5,3V 
"*  —  ^  \420  -  0,0127;  —  '^  V5,3; ' 

er  stimmt  also  mit  dem  für  Fo'.Fu^^l  berechneten  ^«  =  +  5,3*  überein,  so  daß 
die  in  Fig.  235  zusammengestellten  Spannki-äfte  »S  gültig  bleiben. 

Für  den  Untergiiitstab  (4  (der  stärker  beanspi-ucht  wird  als  l\)  findet  man 

2/'in  =  (J};?);   >V  =  -(||);  .S'.  =  -17,9;  ^  =  3.37 

(\=-v.^  i'-n + .% +.\=-  (7«;). 


MIN 


Diesen  8i)imnkräften  würden  bei  einer  zulässigen  Iniuispi-uchnjüime  von  a  =  700*^ 
f.  d.  qcm  die  Quei-schnitte 


*)  Vergl.  Nr.  81,  S.  213. 

**)  In  den  folgenden  AVeitiUigaben  bezieht  sii.-h  die  obere  Zalil  auf  i^o:-F«  =  0,7, 
die  untere  auf  Fo:Fu=  1,2. 
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F^=z 


76 


=  109  qcm  bezw.  Fu  = 


64 


=  91  qcm 


0,700       —  ^  "      0,700 

genügen.  Es  ist  jedoch  erforderlieh,  das  in  die  Rechnung  eingeführte  Querschnitts- 
rerhältnis  Fo :  F^  auch  der  Ausführung  xugrunde  xu  legen ,  oder  sich  doch  dem- 
selben möglichst  xu  näftern,  da  dieses  Verhältnis  von  bedeutendem  Einflnü  auf  die 
Beanspruchung  namentlich  der  oberen  Gurtimg  ist;  und  es  empfiehlt  sich  daher,  die 
soeben  berechneten  Querschnitte  Fu  zu  ersetzen  durch 

127 

=:\mqcm. 


jP  99  F 

Fu  =  ^=i  Q^^-  =  142  qcm  bezw.  durch ,/;  ==  ^-| 


1,2 


Für  die  Ausfühning  wäre  nun  streng  genonmien  derjenige  Wert  Fo :  Fu  zu  er- 
mitteln, der  den  billigsten  Ti-äger  liefert,  welche  Forderung  man  im  vorliegenden 
Falle  auch  durch  die  des  kleinsten  Trägergewichtes  ersetzen  darf.  Die  genaue  Be- 
antwortung dieser  Fi*age  würde  aber  sehr  mühsame  imd  zeitraubende  Rechnungen 
verlangen  und  kann  daher  nui*  angenähei-t  gegeben  werden.  Dazu  beachte  man,  daß 
von  den  äußeren  Kräften  nui*  der  Horizontalschub  H  von  Fo :  Fu  abhängt  und  der 
Einfluß  einer  Ändeiimg  von  H  desto  größer  wird,  je  größer  |ji  ist.  Da  die  Weite  ji 
der  Guitstäbe  nach  den  Kämpf eni  hin  abnehmen,  so  werden  auch  die  Unterschiede 
der  Stabkräfte  für  verschiedene  Fo :  Fu  ,in  den  äußeren  Feldern  kleiner  sein  als  in 
den  mittleren.  Dies  zeigt  in  der  Tat  die  folgende  Tabelle,  welche  die  absoluten  Werte 
der  gi-Ößten  Spannkräfte  angibt. 


F. :  F, 

P. 

0« 

0. 

0. 

0. 

rs 

l\ 

r^ 

r. 

U^ 

0,7 

69 
81 
89 

63 
71 
73 

46 
50 
50 

29 
30 
32 

13 
13 
14 

69 
61 
57 

76 
66 
64 

73 
65 
64 

70 
64 
63 

72 
67 
65 

1,0 

1,2 

Ton 

neu 

Da  mm  weiter  eine  Ändeinmg  von  H  auf  die  Spannkräfte  in  den  Fülhmgsstäbeu 
einen  bedeutend  geringeren  Finfluß  hat  als  auf  die  Guiikräfte,  so  ist  ei-sichtlich,  daß 
es  hauptsächlich  darauf  ankommen  wird,  das  Gewicht  der  Gurtungeu  der  Mittelfelder 
miteinander  zu  vergleichen.  Dieses  Gewicht  ist  proportional  Fo-\-Fu,  weshalb  wir 
noch  folgende  Zusammenstellung  geben, 


Fo'.Fu    j 

i     ^'o 

Fu 

Fo  +  Fu 

0,7 

99 

142 

241 

0,8 

105 

131 

136 

0,9 

111 

123 

234 

1,0 

116 

116 

232 

1,2 

127 

106 

233 

qcm 

aus  welcher  hervorgeht,  daß  sich  wesentliche  Unterschiede  in  den  Gewichten  der 
für  die  letzten  vier  Quenschnittsverhältnisse  berechneten  Träger  nicht  herausstellen 
werden.*)  Das  Ergebnis,  daß  in  der  Nähe  von  Fo:Fu^=l  eine  Änderung  dieses 
Wertes  nur  eine  geringe  Ändei-ung  von  F\  -|-  Fu  nach  sich  zieht,  fand  der  Ter-fasser 


*)  Man  erwäge  auch,  daß  sich  bei  Ausarbeitung  des  Entwurfs  stets  Abweichungen 
zwischen  den  berechneten  und  schließüch  gewählten  Querschnitten  ergeben  wei-den. 
Z.  B.  haben  wir  vorhin  F=  116  durch  jP=  114  ei-setzt. 
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auch  in  anderen  Beispielen  bestätigt,  und  dies  ist  der  Oiund,  der  ihn  veranlaß te. 
dem  Wei-te  Fo :  / «  =  1  den  A^orzug  zu  geben,  um  so  mehr,  als  die  gleichartige  Aus- 
bildung der  beiden  (iiu-tungen  in  der  Nähe  des  Scheitels  (Verwendung  dersell^n 
Eisensorten)  nur  Voi-teile  bietet. 

8.  Berücksichl ujung  der  iMngenämlernngen  der  Füllungsstäbe  bei  Ermittlmuj 
der  H-Linie.  Bei  Berechnung  der  //-Linie  wuixlen  bislang  die  Formändei-ungen  der 
Wandglieder  vernachlässigt  und  auch  hinsichtlich  dei-  Quei*schnittsändei*ung  der  Gur- 
tungen Annahmen  gemacht,  welche  der  Wirklichkeit  nicht  ganz  entsprechen.  Rn 
ei-scheint  d^iher  nicht  imwichtig,  die  Zulässigkeit  jener  Voraussetzungen  zu  prüfen. 
Wir  wollen  die  genauere  Berechnung  der  //-Linie  nach  drei  vei'schiedenen  Verfahren 
durchführen. 

Erstes  VerfaJiren.    Es  werden  die  Spannkräfte  S'  für  den  Zustand  //=  —  1 

(Figur  246,  Tafel  4)  und  die  denselben  entsprechenden  Längenänderungen  A«  =  ^^  *) 

(Fig.  247)  berechnet,  am   besten  für  ^=1,  imd  nun  wird  für  diesen  Zustand  ein 

Williotscher  Vei-schiebungsplan  gezeichnet.     Der  Knotenpunkt  V  und  die  Richtimg 

des  Stabes   Vb  (vergl.  Fig.  245)  werden  zunächst  festliegend  gedacht;  es  fällt  dann 

V  und  (da  der  Stab  Vb   spannungslos   ist)   auch  5'  mit  dem  Pole  0  zusammen. 

Nach  Bestimmung  der  Punkte  4',  1V\  3',  ///', 0',  A\  welche  auf  die  in 

Nr.  32  beschriebene  AVeise  erfolgt,  ist  man  imstande,  die  Biegungslinie  für  den  Zu- 
stand /r=:  —  1  zu  zeichnen  und  die  Änderung  ö^  der  Stützweite  anzugeben.  Diese 
letztere  ist  doppelt  so  gi-oß,  wie  die  wagerechte  Veischiebung  von  A  gegen  den 
Knotenpunkt  F,  nämlich 

8^=2.2200  =  4400''-. 

AiLS  den  in  die  Fig.  245  eingeschriebenen  Ordinaten  5©,  öj,  .  .  .  .  der  Biegimgslinie 
erhält  mfm  nun  die  Ordinaten 

/f  —  1  -^'" 

der  /T-Linie,  nämlich 

^^  =  4405  =  ^'^^'  ^^»  =  4400  =  ^'^^'  ^'  =  4400  =  ^'^^^  ^^  =  4400=  ^^^^ " 

__5930__  ü_6i9f?_i4ß. 

^*""4400""^'^'  ^•-"4400*^^'^' 

dieselben  weichen  von  den  fniher  berechneten  Wei-ten: 

0;   0,38;   0,74;    1,09;    1,36;    1,47 
nur  unwesentlich  ab.     Man  findet  nun  weiter  Hg  ^=  12 fi*  (statt  12,5')  und  für  den 
Stil)   05:SPt)  =  8,3'  (statt  8,9').  erhält  also  nahezu  dieselben  Spaimki-äfte  \  und 

Sp  wie  früher. 

Nur  für  Ht  findet  man  einen  wesentlich  anderen  Wei-t,  nämlich  (nach  Seite  144) 

ff^^  +  X^*-^-  +  g^^  =  '^^'^-^^^' "^^^'^  =  +  3,8' (statt  5,3'). 
-      8^        ""8^  4400  -    ^      \  ^    f 

Im  Obergurtstabe  O5  venu-saclit  also  eine  Temperaturändenmg  lun  #  =  35*  Cels. 
eine  Spannkraft:  *sv  =  :f  5  .3,8  =  -}- 19'  (statt  qp  26,5').  AVorin  diese  Abweichimg 
ihren  Onmd  hat,  ist  bereits  auf  Seite  204  gelegentlich  der  üntewuchung  der  Doiu-o- 

*)  In  diese  Fonnel  sind  die  vollen  Quei-sc^hnitte  einzusetzen;  dieselben  sind  in 
Figur  238  auf  Tafel  3  zusammengestellt  woi-den,  die  Stablängen  in  Fig.  239. 

**)  Die  Multiplikation  des  Zählei-s  mit  E  ist  erfoi-derhch,  weil  Ä^  für  E=z\ 
berechnet  wui-de.  Zu  beachten  ist  ferner,  daß  /  in  dm  und  E  in  Tonnen  f.  d.  qdm 
auszudnlnken  sind. 
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Brücke  hen-orgehoben  worden ;  es  ist  ein  Vorzug  der  Xälieningstheoi-ie,  für  Ht  stets 
zu  große  Werte  zu  liefeni,  da  gerade  die  Schätzimg  von  /  auf  sehr  unsicherer  Gnuid- 
liige  beruht,  und  es  sicli  deshalb  dnngend  eTnj)fiehlt,  nicht  zu  günstig  zu  rechnen. 
Zu  beachten  ist  auch,  daß  ein  Ausweichen  der  Widerlager  um  A/  eine  Änderung 


von  //  lun  A//= — 1 


EM 
57" 


verui-saclit,  so  daß  beispielsweise  dem  kleinen  Weite 


^/  _  5 m«.  __.  0.05 <*•"  bereits 


200000  ■  0,05 
A/f= jjög =  -2,3 

entspricht. 

Als  X  weites   Verfahren  wählen  wir  das  im  §  2  beschriebene  Stabzugveiiahreu 
und    berechnen    zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  Änderungen  A!5  dei*  oberen  Rand- 


(O)   'C^Of      (fJ    -t.H      (%J  -2,07     fSJ   -4d/      M'%Sfi      (S)    -^,J9 


Fig.  243. 


Winkel  ^.    In  Fig.  243   geben  die  auf  den  einzelnen  Stäben  stehenden  Zahlen  die 

.S" 
Spannungen  a'  =  -^r  ^i"  den  Zustand  //=  —  1  in  Tonnen  für  das  qdm  an  imd 

die   in  die  Winkel  eingeschriebenen  Zalilen   die  Cotangenten  dieser  Winkel.*)    Die 
Änderung  von  ix,  wiixl  beispielsweise  (für  ^  =  1) 

AiJ»  =  2,222  (2,43  +  3,07)  +  0,450  (2,43  + 1,52)  +  0,150  (2,96  +  1,52)  +  2.122 
(2,96  —  2,35)  +  0,300  (—  0,76  —  2,35)  =  +  15,03, 

und  auf  diese  Weise  erhält  man: 

AtJo  =  — 2,42;    A&i=  +  5,33;     AiJ,==  +  7,93;    AiB  =  + 15,03;    A^4  =  + 33,54; 

A^5  =  + 46,94. 

Wii-d  nun  zunächst  der  Stab  F5  festgehalten,  so  sind  die  Drehungswinkel  ^ 
der  Obergurtstäbe  (5)  (4)  .  .  .  (1)  sowie  der  Endvei-tikale  (//o): 


*)  Fig.  243   wurde   verzerrt   gezeichnet,    damit    die  Zahlen    in  der  Nähe  des 
Scheitels  Platz  fanden. 
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*5  =  i Ai>5  =  23,47 ;   ^p,  =  4*5  +  A^^  =  57,01 ;    i^^  =r  v|>^  +  AS»  =  72,04  u.  s.  w. 

^  =  79,97 ;  <{;»  =  85,30;   ^^  =  82,88 

und  die  den  Stäben  entsprechenden  Werte  p  (d.  i.  Drehungswinkel  mal  Stablange)*) 

P5  =  20 .  23,47  =  469,4'«";  p*  =  20  •  57,01  =  1140,2*";  p,  =  20  -  72,04  =  1440,8'"; 
p,  =  20 .  79,97  =  1599,4'«";  pj  =  20  •  85,30  =  1706'«";     po  =  30  -  82,88  =  2486,4'-. 

Berechnet  man  nun  noch  die  (in  Fig.  247  zusammengestellten)  I^ngenändeningen 

A  (5)  =  —  87,7,  A(4)  =  — 70,2, A(l)  =  --18,3,  AÄo  =  — 40,9  der  Stäbe  (5), 

(4),  ....  (1),  ho  und  reiht  (nach  Fig.  245)  die  Strecken 

A(5),  p5,  A(4),  p4,  A(3),  p„ A/io,  Po 

aneinander,  so  erhält  man  dieselben  Punkte  4',  3',  ....  Ä%  deren  Lagen  vorhin 
mittels  des  Williotschen  Verfahrens  festgelegt  worden  sind.  Das  Stabzugverfahren 
erfoixlert  et\i'as  mehr  Zeit,  liefert  aber  übersichtlichere  und  vor  allem  genauere 
Zeichnungen. 

Das  dritte  Verfahren  besteht  in  der  Herleitung  der  Biegungslinie  aus  den 
Momenten  M  eines  einfachen  Balkens,  der  mit  den  Gewichten  A^i,  AS„  ...  AS», 
belastet  wird.    Man  findet  für  diese  Momente  die  Wei'te 

3/1  =  1706,0;   J4  =  3305,4;   .¥,  =  4746,2;   .¥4  =  5886,4;   .¥5  =  6355,8, 

fügt  zu  denselben  die  Verkürzung  (40,9)  der  Endvertikale  (Fig.  247)  und  erhält 

01  =  1746,9;    «,  =  3346,3;   «,  =  4787,1;   «4  =  5927,3;   «,  =  6396,7. 

Die  dem  Zustande  H=  —  1  entsprechende  Änderung  der  Stützweite  wird  nat^h 
Gleich.  (4)  auf  Seite  98  (mit  E=:l) 

8^  =  Ä^3A&  +  XS(j' 

=  30  [46,94  +  2  (33,54  +  15,03  +  7,93  +  5,33  —  2,42)] 
—  20  (4,39  +  3,51  +  3,07  +  2,43  +  0,91)  2  =  4400,4 
und  es  ergibt  sich  daher: 

^        Öo  40,9        ^„,     „       1746,8      ^.^ 

^^  =  ■57  =  430074=^^'^^'  ^^  =  44Öö;4=^^^*'  ^^•^•^- 

Ein  viertes  Verfahren  würde  in  der  Berechnung  der  8-Linie  auf  dem  in 
Nr.  47  gezeigten  "VVege  bestehen.  Die  Gewichte  w  wei*den  hier  unmittelbar  aus 
den  lÄngenänderungen  der  Stäbe  berechnet,  während  die  Bestimmimg  von  5^  nach 
Nr.  48  zu'  erfolgen  hat.  Wir  halten  die  Durchführung  der  Zahlenrechnung  für  ent- 
behrlich, da  dieses  Vorfahren  bereits  auf  Seite  126  bis  128  durch  ein  Beispiel  er- 
läutei-t  woi-den  ist. 

d.   Einführung  der  Kämpferdrucklinie  und  der  zweiten  JET-Linie. 

86.  Die  Kämpf erdrnoklinle  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes 
F^  Kg.  248,  in  welchem  die  von  einer  Einzellast  hen^orgerufenen 
Kämpferdrücke  K^  und  K^  diese  Last  treffen;  zur  Bestimmung  der- 
selben zeichne  man  die  Einflußlinien  für  die  Stützenwidei-stände  A  und 
H  und  setze  A  mit  H'  ^=  H  sec  a  zur  Mittelkraft  K^  zusammen.  Der 
in  senkrechter  Richtung  gemessene  Abstand  tq  des  Punktes  F  von  der 

Pb 

Geraden  AB  ist  dui-ch  die  Gleich,  y]  :  a  =  -4  :  ü  gegeben.    Mit  A  =  - 


*)  Vergl.  Seite  87.     Nicht  zu  vei^wechseln  mit  der  ini  §  5  eingeführten  Be- 

zeichnunfT  p=  -„,,  . 

Ar 
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folgt  hieraus: 


(42)        ^  = 


P    ab 


H     l 


In  Kg.  248  haben  wii-  der  Einfachheit  wegen  die  Ü-Linie  und  auch 
die  Kämpferdrucklinie   stetig  gekrümmt  gezeichnet.    Meistens  ist  die 
H'  Linie    ein   Poly- 
gon,   dessen    Ecken 
den  Querträgem  ent- 
sprechen, und  es 
setzt  sich  dann  auch 
die     Kämpferdruck- 
linie ÄqBq   nach 
Rg.  250  aus  einzel- 
nen   KiuTcnstücken 
zusammen,     die    in 

den  Trennungs- 
punkten 2o,  4^,,  .  .  . 
keine    gemeinschaft- 
lichen Tangenten  be- 
sitzen- 

Wird    die   Ein- 
flußlinie für  den  Ho- 
rizontalschub H  eines  Trägers  von   nahezu  unveränderlicher  Höhe  h 
durch   eine   stetig  gekrünunte  Parabel  ersetzt,  deren  Gleichung  nach 
Seite  211 


Fig.  248. 


^     3Pafc 


lautet,  so  ergibt  sich 


(43)       1)  = 


4// 
3v  ' 


und  hieraus  folgt  dann,  daß  die  Kämpferdrucklinie  eine  zur  Schluß- 
Unie  AB  parallele  Gerade  ist. 

87.  Belastungssolieiden.  Im  I.  Bande  wuide  die  Kämpferdruck- 
linie des  Dreigelenkbogens  zur  Ermittlung  von  Belastungsscheiden  be- 
nutzt; sie  lieferte  gewisse  ausgezeichnete  Punkte  der  Einflußlinien  und 
fühlte  zu  mancher  Vereinfachung  bei  Auftragung  dieser  Linien.  In 
ähnlicher  Weise  läßt  sich  natürlich  auch  die  Kämpferdrucklinie  des 
Bogens  mit  zwei  Gelenken  verwerten.  Wird  z.  B.  die  EinfluJßlinie 
für  das  Angriffsmoment  M^  gesucht,  so  lege  man  durch  das  linke  Ge- 
lenk und  den  Knotenpunkt  m  eine  Gerade  und  bestinMne  den  Schnitt- 
punkt E  derselben  mit  der  Kämpferdrucklinie.  Einer  durch  E  gehenden 
Last  entspricht  ein  durch  m  gehender  Kämpferdruck  K^  und  mithin 
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4 

■ 
t 

-U  Ui      W 

— ->; 

1 

1 
1 
f 

■ 

1    Z.^^                        * 

m^ 

k 

H 


C 


H 


ein  iloment  3/^  =  0,  woraus  dann  folgt,  daß  lotrecht  unter  E  der 
Nullpunkt  £'o  der  gesuchten  Einflußfläche  liegen  muß,  und  danüt  ist 
der  Linienzug  A'vi  B'  und  infolgedessen  auch  die  schraffierte  J/«- 
Fläche  bestimmt  Es  verdient  indes  hervorgehoben  zu  werden,  daß 
die  Ermittlung  der  Einflußflächen  auf  dem  in  Xr.  84  gewiesenen  Wege 
im  allgemeinen  den  Vorzug  verdient,  weil  die  Aufzeichnung  der  Kämpfer- 
di'ucklinie  des  Zweigelenkbogens  in  der  Kegel  wesentlich  umständlicher 
ist  als  die  des  Bogens  mit  drei  Gelenkeji.  Auch  liefert  da*s  frühere 
Yerfaliren  schärfere  Zeichnungen. 

88.  Die  zweite  2f- Linie.  Die  Yerkehi-slast  eines  Bogenti-ägei's 
sei  von  B  aus  um  die  Strecke  $  vorgerückt  und  erzeuge  in  dieser  Lage 
(Fig.  249)  am  linken  Auflager  die  Widerstände  A  und  H,  Letztere 
seien  an  der  Stelle  \  als  Ordinaten  aufgetragen;  ihre  Endpimkte  be- 
schreiben, wählend  die  Last  von 
B  bis  A  vorgeschoben  wird,  zvvei 
Linien,  welche  zur  Unterscheidung 
von  den  Einflußlinien  für  A  und 
R  die  zweite  A-TAiiie  bezw.  die 
xtveite  H- Linie  genannt  werden 
sollen,  und  zuweilen  mit  Vorteil 
zurBerechnung  der  größten  Spann- 
kräfte in  den  Füllungsstäben 
verwendet  werden  können.  Die 
zweite  ^1- Linie  wurde  bereit.^ 
(unter  der  Bezeichnung:  ^4-Poly- 
gon)  im  L  Bande  bei  der  Berech- 
nung der  Balkenbrücken  benutzt;  ihre  zeichnerische  und  rechnerische 
Ermittlung  findet  sich  dort  auf  Seite  137  bis  139,  145  bis  152  und  187 
(Gleich.  6).  Die  zweite  iJ-Linie  aber  bestinmit  man,  indem  man  H  für 
verschiedene  Zugstellungen  mit  Hilfe  der  Einflußlinie  für  H  berechnet. 
Die  Anwendung  dieser  beiden  Linien  ist  zu  empfehlen,  sobald  sieh 
für  die  Mehrzahl  der  Füllungsstäbe  nur  eine  Belastungsscheide  ergibt 
imd  diese  in  dem  Felde  F^F^  (Fig.  222  bis  225)  liegt,  welches  der 
durch  den  fraglichen  Stab  und  außerdem  noch  durch  zwei  Gurtstäbe 
geführte  Schnitt  trifft,  ein  Fall,  der  namentlich  bei  parabelförmigen 
Sichelträgem  vorkommt.  Hier  sind  die  Belastimgsgesetze  meistens 
dieselben  wie  für  den  einfachen  Balken,  weil  der  Einfluß  von  H  ver- 
hältnismäßig geling  ist,  und  es  stellt  sich  in  der  Regel  heraus,  daß  in 
einer  linkssteigenden  Diagonale  D  (Fig.  249)  der  größte  Zug  bezsv. 
der  größte  Druck  auftritt,  je  nachdem  die  Belastung  von  B  aus  bis  F^ 
oder  von  A  aus  bis  F^  reicht.*) 

*)    üb   dieser  Fall  vorliegt  oder  nicht,    kann    aiK.'h    mit  Hilfe   der  Känii)fer- 
(Iruckliiiie  entschieden  werden,  vergl.  Nr.  89. 


Fig.  249. 


§  7.    Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 


239 


Wegen  der  verhältnismäßig  kleinen  Feldweiten  der  Bogenbrücken 
erweisen  sich  in  der  Regel  die  im  T.  Bande  als  Grundstellungen  be- 
zeichneten Lagen  der  Verkehrslast  als  die  ungünstigsten;  d.  h.  es  ist 
die  erste  Achse  des  von  B  aus  vorrückenden  Zuges  über  F^  zu  setzen 
und  die  erste  Achse  des  von  A  aus  auffahrenden  über  JP\.  Will  man 
bei  größeren  Feldweiten  sicher  gehen,  so  nehme  man  die  erste  Achse 
etwas  stärker  belastet  an.  Man  vergl.  das  im  I.  Bande  in  Nr.  148 
über  die  Berechnung  von  Balkenbrücken  Gesagte. 

Sind  mm  D^  und  Dji  die  Spannkräfte,  welche  in  dem  fraglichen 
Füllungsstabe  D  infolge  -4  =  1  bezw.  il=  1  hervoi-gerufen  werden,  so 
ist  der  Einfluß  der  von  B  bis  F^  vorgeschobenen  Yerkehrslast: 

und  ebenso  erhalt  man  den  Einfluß  der  von  A  bis  f\  reichenden  Be- 
lastung: 

^,„D  =  BD^  +  HDn, 

wo  B  und  H  die  am  rechten  Auflager  hervorgerufenen  Wideretände 
sind  und  Dß  die  Spannkraft  infolge  B=  1  bedeutet 


Ihvek    -- 


M*  /R'  J^  r     V*   i^  ^ 

-^"(S)^©^© — "^ — ©<<^6^^®— ^ 


7^\ 


'sq»* 


Ä 


"%'' 


■-oiiy 


ö»' 


Fig.  250. 


89.  ZahlenbeispieL  Es  liege  der  in  Fig.  250  dargestellte  Träger  vor,  dessen 
i/-Linie  auf  Seite  206  ermittelt  wurde.  -4o2o4o  .  .  .  Bq  ist  die  Xämpfei'dnicklinie; 
sie  wurde  nach  Nr.  86  bestinmit;  ihre  äußei-sten  Teile  sind  gerade  Linien  Aq2q  und 
BqISo-,  welche  bezw.  diu*ch  B  und  Ä  gehen,  wie  sich  leicht  aus  (Heichung  (42) 
folgern  läßt. 

Die  ständige  Belastung  sei  //=  1,45'  f.  d.  ?//,  also  füi*  ein  Feld:  ^X  =  1,45  •  2,0 
=  2,9';  die  bewegliche  Belastung  bestehe  aus  einem  Eisenbahnzuge  mit  den  in 
Fig.  250  angegebenen  Aclisenla^^ten  und  Radständeu.    Die  in  die  Figur  eingeschrie- 
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benen,  den  Knoten  der  oberen  Gurtunj?  entsprechenden  Ordinaten  der  zweiten  A-TJ-iiie 
wurden  mit  Hilfe  der  Tabelle  I  auf  Seite  310  des  I.  Bandes  berechnet,  und  die 
Ordinaten  der  zweiten  //-Linie  auf  die  in  Nr.  79  an  einem  Beispiele  gezeigte  Weise 
aus  der  Einflußlinie  für  H.  Gesucht  seien  die  Grenzwerte  der  Spannkraft  D^. 
Die  Einflüsse  Da.  Db,  Dr  yon  vl  =  l,  ^=1,  H=\  sind  bereits  auf  Seite  226 
bere(^hnet  worden. 

Zimächst  ist  anzugeben,  bei  welchen  Ijasistellungen  diese  (Grenzwerte  ent- 
stehen. Bewegt  sich  über  den  Ti-äger  eine  EinzeUast  von  B  bis  8,  so  beschreibt 
der  zugehörige  linke  Kämpf  erdruck  den  AVinkel  ^^8o',  er  dreht  stets  links  um  den 
Schnittpunkt  *  von  0  und  U^  und  es  kann  ihm  daher  nur  durch  einen  rechts  um  i 
drehenden,  am  linken  Trägei-stücke  angi-eifenden  Druck  D^  das  Gleichgewicht  gehalten 
werden.  Rückt  die  lAst  von  A  bis  6  vor,  so  beschreibt  der  rechte  Kämpferd iniek 
den  Winkel  J^B6o.  er  dreht  links  lun  t  und  erzeugt  einen  Zug  D^^  welcher,  ain 
rechten  Trägerstücke  angreifend,  rechts  um  i  dreht,  es  entsteht  also  ^inD  oder  mw/A 
je  nachdem  der  Eisenbahnzug  von  B  bis  8  oder  von  A  bis  6  vorgerückt  ist. 

Der  von  B  bis  zum  Knoten  8  vorgesc^hobene  ELsenbahnzug  erzeugt  am  linken 
Auflager:  .1  =  25,7  und  H=b9*.  Infolge  von  Ä=l  würde  entstehen:  />gCas9g 
=  —  0,178  und  //=  1  würde  erzeugen:  D^  cos  9^  =  —  0,096.  Daher  entsteht  infolge 
der  Verkehrslast: 

^h/>8  cos  98  =  —  0,178  .  25,7  —  0,096  •  59  =  —  10,24*. 

Zur  Ilervorbringung  von  maxD^  muß  der  Eisenbahnzug  von  A  bis  6  vorgerückt 
werden;  es  entsteht  dann  am  rechten  Auflager:  J^=9,0*,  /r=31**)  und  man  erhalt 
(da  J?=l  den  Einfluß  /^g  cos 9,  =  + 1,620  ausübt): 

maxD^  cos  9«  =  +  1,620 .  9,0  —  0,096  •  31  =  +  11,60*. 

Der  Einfluß  der  ständigen  Belastimg  wii-d  nun  wie  folgt  bestimmt.  Die  rechts 
vom  Schnitte  it  in  den  Knotenpimkten  8  bis  18  angreifenden  Lasten  ^X  erzeugen: 

^  =^^  (lo  +  ä  +  S  +  iö  + 10  +  lo)  =  ^'^  "^  =  *-^'  "^^  ^'^  ""^  ''*"'  "  '^' 

(1        2        3        4  \ 
T^  +  ^  H-  -^  +  7q  )  =  1^0  ^X  =  2,9   hervor;    ferner 

ist  nach  Seite  201  der  von  der  gesiuiiten  ständigen  Jj\si  liervorgerufene  Horizontal- 
schub /?i  =  21,5*,  weshalb  der  Einfluß  von  f/  auf  D^: 

/>8  cos  98  =  —  0,178  •  6,1  +  1,620  •  2,9  —  0,096  •  21.5  =  +  1,53' 

gefunden  wii-d.     Im  gjmzen  erzeugt  also  die  Bela.stimg: 

nrinD^  cos  98  ==  —  10,24  +  1,53  ==  —  8,7* 
^D^  cos  98  =  +  11,60  +  1,53  =  +  13,1', 

wozu  noch  der  Einfluß  der  Temperaturändenmg  mit  D^  cos  98  =  —  0,0%  H* 
'==■  T  0,096  •  733  Fe  hinzutritt,  wenn  Fe  "den  Mittelwert  der  Guitquerschnitte  bedeutet. 
In  dei-selben  Weise  dürfen  die  Spannknifte  D^,  /^,  D^^  Dj^  D^,  D^^  berechnet 
wenlen.  Für  /),  und  />,  gelangt  man  zu  anderen  Belastungsgesetzen;  es  verdient 
dann  die  Anwendung:  der  Einflußlinien  den  Vorzug.**) 

90.  Nähemngsformel  fOr  die  zweite  JET- Linie  im  Falle  gleiöhmäfiiger 
Belastung.  Die  Verkehrslast  sei  =p  f.  d.  Längeneinheit  der  Stützweite  /  und  be- 
decke die  Strecke  5,  Fig.  251;  einem  T^Lstteilchen  pdx  entspreche  der  Horizontal- 

*)  Diese»  AVei-te  sind  den  Spiegelbildem  der  in  Fig.  250  gezeichneten  Linien 
zu  entnehmen;  sie  ei-soheinen  in  Fig.  250  unter  dem  Knotenpunkte  14. 

**)  Die  Berechnung  von  D^  ist  überflüssig,  da  man  am  Bogenende  ein  volles 
Stehblech  anordnen  wiixl. 
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Schub  dH,    Dann  ist  H 


c 

-h 


und  es  läßt  sich  H  als  Fiuiktion  von  5  dai-stellen, 


sobald  d^  als  Funktion  von  x  ausgedrückt  werden  kann,  eine  Aufgabe,  deren  Lösung 
für  den  in  Nr.  80  behandelten  parabelfönnigen  Sichelträger  und  den  in  Nr.  82 
untersuchten  Bogenträger  mit  nahezu  unveränderlicher  Höhe  h  zu  einfachen  Er- 
gebnissen führt. 

a.    Der  parabolische  Sichelträger.    Einsetzt  man  in  Gleichung  (14)  (Seite  205) 
P  durch  pdx^  femer  a  dui*ch  l  —  x  und  b  durch  x^  so  erhält  man 

und,  indem  man  diesen  Ausdruck  von  o  bis  5  integriert: 

3  p  (/;• + /.«)  +  32  /•,'/•«• 


(44) 


wo     o'=-J  |y  4-  -^  log  nat.  -  -  —  — ,r^  log  nat.  ^— J 
und«''=||-(3-2l). 


!---/—- 


Zur  Erleichterung  der  Berech- 
nung diene  die  folgende  Tabelle,  in 
welcher  die  "Werte  a'  und  a"  für 
5  =z=  0  bis  5  =  0,6  ^  angegeben  sind 
und  zwar  für  10  Teilpunkte  der 
halben  Stützweite.  Der  Verlauf  der 
zweiten  H-Iinie  für  S>'0,5^  er- 
gibt sich  aus  der  folgenden  Be- 
trachtung. 

Ist  Co  ^o  (Fig.  251)  die  Ordinate 
der  gesuchten  Linie  für  J  =  0,5/, 
so  entspricht  der  vollen  Belastung 

die  Ordinate  'ää'=2C^o.  Be- 
deckt nun  die  Last  von  B  aus  die 
Strecke  /  —  S ,  so  nehme  man  zu- 
nächst gänzliche  Belastung  des  Trä- 
gers an  und  bringe  den  Einfluß  einer  von  Ä  aus  um  £  vorgeschobenen  Belastung 
in  Abzug,  indem  man  von  einer  durch  Ä'  zu  AB  gezogenen  Parallelen  aus  die 
Strecke  &E'=z  CE  abträgt.    Es  ist  dann  E'  ein  Punkt  der  zweiten  IT-Linie. 


'S' ^-  — -f?;/^ 

Fig.  251. 


5 

0 

OL 

OL 

5 

OL 

a" 

0,05 

0,00140 

0,0097 

0,30 

0,02920 

0,2880 

0,10 

0,00471 

0,0373    1 

0,35 

0,03707 

0,3757 

0,15 

0,00941 

0,0810 

0,40 

0,04534 

0,4693 

0,20 

0,01520 

0,1387    i 

0,45 

0,05386 

0,5670 

0,25 

0,02185 

0,2083 

1 

0,50 

1     ' 

0,06250 

0,6667 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1. 
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Infolge  gänzlicher  Belastung  (E  =  /)  entsteht: 
(45) 


8  [3/«  (A«  +  fu*)  +  S2foHJ]  ' 


Ersetzt  man  in  dieser  Formel  p  durch  ^,  so  erhält  man  den  Einfluß  der 
ständigen  Belastung.  Für  den  in  Nr.  79  in  anderer  TVeise  behandelten  Siohelträger 
ei-gibt  sich  z.  B.  wegen  ^  =  1,45': 

_  L45  '  20«  (4,0  +  2,5)  (3  •  20*  -h  16 » 4,0  ■  2,5)  _  «.  . , 
'  "*      8  [3  ..20«  (4,0«  +  2,5«)  +  32  •  4,0«  •  2,5«]  '    ' 

ein  TVert,  der  von  dem  früher  erhaltenen  5"^  =  21,5*  fast  gar  nicht  abweicht 

b.  Bogetiiräger  von  naheJiu  unverämlerlicher  Hohe  h  (Fig.  212  und  213  auf 
Seite  209).  Hier  empfiehlt  es  sich,  von  der  parabelförmigen  Einflußlinie  für  H 
auszugehen  und  Gleich.  (29)  auf  Seite  211  zu  benutzen.  Man  erhält  dann  für  ein 
Lastteilchen  pdx: 


dH= 


Spdx  -x(l  —  x)  V 
477 


und,  indem  man  diesen  Ausdmck  von  0  bis  5  integriei-t, 

Zur  Erleichterung  der  Berechnung  der  ^- Linie   diene  die  folgende  Tabelle, 

»/« 
deren  "Werte  noch  mit  ^^-^v  zu  multiplizieren  sind. 

8/ 


5 

H 

5 

'  0,30 

1     ' 

H 

0,05 

0,00725 

0,21600 

0,10 

0,02800  . 

0,35 

0,28175 

0,15 

0,06075 

0,40 

0,35200 

0,20 

0,10400 

0,46 

0,42525 

0,25 

0,15625 

0,50 

0,50000 

pl* 
"87 


Infolge  gänzlicher  Belastung  des  Bogens  entsteht 

(47) 
und  infolge  der  ständigen  Belastung 

(48) 


74  =  ^v. 


8/- 
Die  Ziffer  v  ist  nach  einer  der  Gleichungen  (28),  (30),  (31),  (32)  Seite  216  zu  berechnen. 

Aufgabe,  Gesucht  sei  die  durch  eine  gleichförmige  Belastung  hervorgerufene 
Spanntraft  maxD^  des  linkssteigeuden  Füllungsstabes  eines  Trägers  von  nahezu  un- 
veränderlicher Höhe  //.  Fig.  252.  Es  sollen  die  zweiten  Linien  für  Ä  und  H^  sowie 
die  Kämpfei-drucklinie  benutzt  werden;  wobei  es  erlaubt  sei,  die  Lasten  unmittelbar 
am  Bogenträger  angreifend  anzunehmen.*) 

*)  Eechnet  man  mit  gleichförmiger  Belastung  (die  stets  einer  Schätzung  unter- 
liegt), so  ist  die  Annahme  unmittelbarer  Belastung  immer  zulässig.  Man  gestalte 
dann  überhaupt  die  Untersuchung  möglichst  einfach. 


§  7.    Der  Bogen  mit  zwei  Gelenken. 


243 


Die  Kämpferdmcklinie  ist  nach  Nr.  86  eine  wagereclite  Gerade  im  Abstände 
4/':3v  von  der  AB-,  sie  wird  von  der  durch  das  Gelenk  Ä  und  den  Schnittpunkt  t 
der  Stäbe  0  und  U  gelegten  Geraden  in  E  gaschnitten.  Die  Senkrechte  durch  E  ist 
eine  Belastungsscheide,  denn  eine  durch  E  gehende  Last  ruft  am  linken  Auflager 
einen  Kämpferdruck  hervor,  der  die  Richtung  Äi  hat  und  das  Moment  ^  =  0 
erzeugt.  Lasten  rechts  von  E  verursachen  bei  Ä  Kämpferdrücke,  welche  links  um  i 
drehen  und  den  fraglichen  Stab  D  auf  Druck  beanspruchen;  denn  eine  am  Träger- 
stück links  vom  Schnitt  tt  angreifende  Zugkraft  würde  ebenfalls  links  um  *  drehen. 
Durch  Lasten,  welche  zwischen  E  und  F^  aufgebi-acht  werden,  wird  D  gezogen, 
während  Lasten  links  von  F^  wieder  Drücke  D  hervorbringen.  Dies  letztere  ein- 
zusehen, stelle  man  für  die  rechts  von  ii  angreifenden  Kräfte  die  Momentengleichung 
in  bezu^  auf  *  auf.  Die  Aufsuchung  der  Belastungsscheide  zwischen  FiF^  darf 
man  sparen:  mau  rechnet  genügend  genau,  wenn  man  behufs  Erzeugung  von  mtuD 


^* 


Fig.  252. 


den  Träger  zwischen  E  und  der  Mitte  C  des  Feldes  Fj  F^  belastet  und  den  auf  den 
Querträger  i^j  entfallenden  Teil  der  Belastung  des  Feldes  F^F^  unberücksichtigt 
läßt,  abio  links  von  tt  nur  die  äußeren  Kräfte  Ä  und  H  annimmt.  Dabei  ist  A 
gleich  dem  Unterschiede  der  bei  C  und  E  gemessenen  Ordinaten  der  zweiten  J.-Linie, 
und  ganz  entsprechend  wii-d  auch  H  gefunden.  Schließlich  erhält  man  mit  den  auf 
Seite  221  eingeführten  Bezeichnungen  i)^und  Dh: 

^^z^DaA  +  DhK*) 

Man  könnte  auch  A  und  H  zum  Kämpferdrucke  K  zusammensetzen  und  hierauf 
nach  Band  I,  Nr.  184  verfahren. 

Wird  miijy  gesucht,  so  werden  die  Einflüsse  der  auf  den  beiden  negativen 
Beitragsstrecken  A^Cy  und  EB^  aufzubringenden  Belastungen  getrennt  ermittelt  und 
dann  zusammengezählt.  Wird  die  Strecke  A^C  belastet,  so  handelt  es  sich  um  die 
Bestimmimg  der  am  rechten  Auflager  hen^orgerufenen  Widei-stände  B  und  H. 


*)  Wir  erinnern   daran,    daß   es   häufig  zweckmäßiger  ist,   D  cos  9  zu  be- 
rechnen. 

16* 
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e.   Formeln  für  die  Momente  gleichmäbig  belasteter  Bogenträger,  deren 

IF-Llnie  eine  Parabel  ist. 

9L    Es   handle   si('.h   um  Bogentrager   von   nahezu  unveränderlicher  Hohe  h 
(Fig.  212  u.  213  Seite  214),  deren  Ä^Linie  nach  S.  211  eine  Parabel  von  der  Pfeilhöhe 

.^  i  ^t  =  --^rr  ist,  wobei  zur  Abküi-zung 
Ib/  Ib/ 

gesetzt  werden  möge.    Die  Kämpfei-dracklinie  ist  eine  wagerechte  Gerade  im  Ab- 
stände f /"  von  der  AB.*) 

Gesucht  seien  die  Grenzwerte  der  Momente  J/*  und  M"*  für  die  Knotenpunkte 
o  der  oberen  und  i/  der  unteren  Gurtimg. 


« 

[unnnrain^ 

^lllllllllllllllll 


Fig.  254. 


Wir  bestimmen  zunächst  den  Einfluß  der  ständigen  Belastung  g^  welche  den 
Horizontalschub  Hg  =  -  .  v  hervorbringt,  legen  durch  die  Kämpfergelenke  Ä  und  B 
eine  Parabel  ÄSB^  deren  Pfeilhöhe 

ist  und  messen  die  senkrechten  Abstände  c«  und  Cu  der  Punkte  o  und  u  von  jener 
Parabel.    liegt  o  oberhalb  und  u  unterhalb  der  Parabel  ASB^  so  ist: 


(49) 


_       9P 


M'  =  —  ff,e,  =  — 


»f 


>  ^« 


gl* 
M-=  +  HgCu  =  +  ^,Cu. 


Gelingt  es  nun,  die  Momente  mtnM^p  und  minM'*p  in  der  Fonn 

darzustellen,  so  sind  die  Grenzwerte  von  Jf«  und  Jf„  (nach  der  auf  Seite  190  durch- 
geführten Untersuchung): 


*)  Es  wird  wie  in  der  Aufgabe  auf  Seite  243  die  zulässige  Annahme  unmittel- 
barer Belastung  gemacht. 
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(50) 


(51) 


1% 

1% 


wo  Ht  den  absoluten  Wert  des  Horizontalschubes  infolge  einer  Temperaturänderung 
bedeutet 

Zur  Ennittlung  von  mtnM^p  legen  wir  durch  Ä  und  o  eine  Gerade,  welche 
die  Kämpferdrucklinie  in  der  Belastungsscheide  E  schneidet,  bestimmen  senkrecht 
unter  E  den  Punkt  N  der  Ä'-Parabel  imd  erhalten  in  dem  schraffierten  Parabel- 
abschnitte den  zur  negativen  Beitragsstrecke  B^E  gehörigen  Teil  der  3/« -Fläche. 
Der  Inhalt   dieses  Abschnittes   verhält   sich    zum  Inhalt   der  if -Fläche   wie  £?:/•, 

ii    2      3/  8 

ist  also  =  "T  •  -5-  •  T^-7  V  •  /  =  5-7^  und  daraus  folgt,  daß  die  von  Ä  bis  E  reichende 
If     o      Ib/  olf 

Belastung  das  Moment 

erzeugt.  Schneidet  nun  eine  durch  B  und  o  gelegte  Gerade  die  Kämpferdnicklinie 
innerhalb  der  Stützweite  in  E\  wie  dies  Fig.  253  voraiLs.setzt,  so  muß  noch  die 
Strecke  AoE'  belastet  wei-den,  und  es  entsteht  dann: 

(04)  nrin^lop  =  —  ~of*i      (*»     I     Co     )• 

In  diesem  Falle  ist 

(55)  (7o=g^(S«  +  Eo'»). 

liegt  E'  links  von  Ao^  so  ist  in  vorstehender  Gleichung  g<,'  =  0  zu  setzen. 
Ganz  ebenso  erhält  man  für  C»  den  Ausdruck 

(66)  <^-=87T  (^'  +  ^'')- 

Anmerkung,  Weitere  analytische  Untei-suchungen  dieser  Art  findet  der  Leser 
in  des  Verfassers  „Theorie  und  Berechnung  der  eisernen  Bogenbrücken",  Berlin  1880. 
Dort  ist  allerdings  nur  der  Fall  v  =  1  behandelt  worden,  und  as  unterscheiden  sich 
daher  die  gewonnenen  Formeln  von  den  hier  abgeleiteten  dadurch,  daß  /"  an  die 
Stelle  von  f  üitt.  Dem  Leser  wird  es  hiernach  keine  Schwierigkeiten  bereiten, 
auch  die  in  dem  angeführten  Buche  für  Einxeliasfen  gegebenen  einfachen  und 
bequemen  Gleichungen  für  den  Fall  eines  von  1  veisehiedenen  Wertes  v  imi- 
zubilden. 

§8. 

Zweigelenkbogen  mit  gesprengter  Zugstange  und  verwandte 

Trägerarten. 

92.  Eine  für  Brücken  und  Dachstülile  wichtige  Anordnung  des 
Bogens  mit  zwei  Gelenken  ist  die  in  Rg.  255  dargestellte.  Die  Kämpfer 
A  und  B  sind  durch  ein  Zugband  verbunden,  welches  an  dem  Fach- 
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werkbogen  durch  senkrechte  Stäbe  befestigt  ist;  das  Auflager  A  ist 
fest,  das  andere  {B)  wird  auf  einer  wagerechten  Geraden  geführt 
Zur  Bestimmung  der  Stützenwiderstände  sind  die  Gleichgewichtsbe- 
dingungen   ausreichend;,  der  Träger  verhält  sich  in  dieser  Beziehung 

wie  ein  einfacher  Bal- 
ken; er  ist  jedoch  inner- 
lichstatisch unbestimnU. 
Als   statisch   nicht   be- 
stimmbare Größe    wird 
zweckmäßig   die   wage- 
rechte Projektion  H  der 
Spaimkraft  des  Zugban- 
des eingeführt;  dieselbe 
ist  für  alle  Glieder  gleich 
gi'oß.     Zieht  man   von 
einem   Punkte    O    aus 
Parallelen  zu  den  Stäben 
7,  77,  777,  ...  so  schnei- 
den diese  auf  einer  im 
Abstände  H  von  O  ein- 
getragenen Senkrechten 
die  Spannkräfte  Z  der 
Hängestangen   ab,    tuid 
die  Längen  der  von  O 
ausgehenden  Strahlen 
geben    die   Spannkräfte 
.  an.    Damit  sind  alle  am 


•»• — Of — 


•—- H 


Fiff.  255. 


Äj,  Sjj,   Snii  .  .  .  der  Stäbe  7,.  77,  777,  .  . 
Pachwerkbogen  angreifenden  Kräfte  bekannt 

Wül  man  die  Stabkräfte  aus  den  Momenten  M  berechnen,  so  führe 
man  durch  vi  einen  senkrechten  Schnitt  und  zerlege  die  Spannkraft  der 
geschnittenen  Zugstange  in  eine  senkrechte  und  eine  wagerechte  Seiten- 
kraft; die  erstere  geht  durch  den  Drehpunkt  ?w,  und  die  letztere  übt 
das  Angriffsmoment  —  Hy„  aus.  Da  nun  die  äußeren  Kräfte  mit  denen 
eines  einfachen  Balkens  übereinstimmen,  so  erhält  man 

(1)         M^  =  M,^  —  Hy„, 

d.  L  dieselbe  Gleichung,  welche  auf  Seite  216  für  den  Bogen  mit  festen 
Kämpfergelenken  gefunden  wurde.  Nur  bedeutet  jetzt  y  nicht  mehr 
den  Abstand  des  fraglichen  Knotenpmiktes  von  der  Geraden  AB,  sondern 
von  dem  Zugbande. 

Wird  behufs  Berechnung  einer  Spannkraft  D  das  Angriffemoment 
für  den  Schnittpunkt  i  der  an  D  grenzenden  Gurtstäbe  0  und  U  ge- 
sucht,   so   mißt  man  den  senkrechten  Abstand  y^  des  Pimktes  i  von 
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demjenigen  Gliede  der  Zugstange,  welches  der  durch  0,  D,  U  geführte 
Schnitt  tt  trifft  und  erhält: 

(2)         M,  =  M^,-Hy,, 
oder  ailgemeiner 

M,  =  if,,  +  Hy,, 

wobei  das  Yorzeichen  von  der  Lage  des  Punktes  i  abhängt. 

Es  bedarf  jetzt  nur  eines  Hinweises  darauf,  daß  die  in  Nr.  84 
gelehrten  Yerfahren,  die  Einflußflächen  für  senki^echte  Belastung  aus 
ein  und  derselben  g^- Linie  deren  Bestimmung  in  Nr,  93  gezeigt 
werden  vdrd^  zu  ermitteln,  auch  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet 
werden  dürfen;  man  hat  nur  auf  die  andere  Bedeutung  von  y  zu 
achten. 

Hinsichtlich  der  Gestalt  des  Stabzuges  /,  77,  777,  ...  ist  die  vor- 
stehende Untersuchung  an  keinerlei  Yoraussetzungen  gebimden.    Dieser 


771 


Fig.  256. 


^*etoa. 


Fig.  258. 


Fig.  259. 


Stabzug  darf  auch  nach  unten  gesprengt  w^erden;  es  entstehen  dann 
Träger  der  in  den  Mg.  256  bis  259  dargestellten  Art.  Die  senkrechten 
Zwischenstäbe  werden  hier  auf  Druck  beansprucht.  Die  Tragwerke  in 
den  Eiguren  258  und  259  bezeichnet  man  auch  als  verepannte  Balken, 
und  den  Träger  in  Fig.  257  als  versteifte  Kette,  und  man  nennt  dann 
das  Dreieckfachwerk  ACBA  den  Versteifungsbalken  der  Kette  ASB, 
Nicht  unzweckmäßig  dürfte  es  sein,  den  mit  dem  Dreieckfachwerk 
durch  senkrechte  Stäbe  verbundenen  Stabzug  in  allen  hier  vor- 
geführten Fällen  die  dritte  Ourtung  zu  nennen  und  festzusetzen,  daß, 
falls  kurz  von  der  oberen  und  der  unteren  Gurtung  gesprochen  wird, 
hierunter  die  Gurtungen  des  Dreieckfachwerks  zu  verstehen  sind.  Die 
dritte  Gurtung  kann  auch  oberhalb  des  Dreieckfach werks  liegen;  sie 
wird  dann  auf  Druck  beansprucht,  während  die  Zwischenstäbe  (eine 
durchweg  nach  unten  hohl  liegende  dritte  Gurfimg  vorausgesetzt)  Zug- 
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Spannungen  erleiden.  Bezeichnet  nian  für  diesen  in  Figur  260  dar- 
gestellten Fall  mit  H  die  wagerechte  Seitenkraft  des  in  der  dritten 
Gurtung  auftretenden  Druckes^  so  bleibt  die  Gleichung  M^  =  M^m 
—  Hy^  gültig.  Für  Mi  erhält  man  je  nach  der  Lage  des  Punktes  i 
gegen  den  vom  Schnitte  t — t  getroffenen  Stab  der  dritten  Gurtung: 

Den  in  Fig.  260  abgebildeten  Träger  pflegt  man  auch  einen  durch 
einen  Balken  versteiften  Stabbogen  zu  nennen  und  bezeichnet  dann  das 


,li 


r 


::»-'-- 


Fig.  260. 


Dreieckfachwerk  als  den  Versteifungsbalken  des  Stabbagens*)  Dieser 
Balken,  welcher  zugleich  bestimmt  ist,  den  Horizontalschub  des  Bogens 
aufzunehmen,  erhält  meistens  (abgesehen  von  den  Endfeldem)  parallele 


Gurtungen.     Die  Untersuchung  der  Füllungsstäbe  gestaltet  sich  dann 
besonders  einfach.    Es  handele  sich  z.  B.  um  die  links  steigende  Diago- 

*)  Unseres  "Wissens  ist  diese  Trägerart  zueist  von  dem  verstorbenen  Öster- 
reichischen Ingenieur  I^anger  gegeben  worden  und  dürfte  daher  wohl  am  besten 
iMfUf ersehe r  Balken  genannt  werden. 
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■ 

nale  D  des  Trägers  in  Kg.  261.  Fühlt  man  den  Schnitt  tt^  zerlegt 
den  Druck  ffseca  des  von  tt  getroffenen  Stabes  der  dritten  Gurtung 
in  die  Seitenkräfte  H  (wagerecht)  und  Htga  (senkrecht)  und  setzt 
man  schließlich  die  Summe  aller  links  vom  Schnitte  tt  wirkenden  lot- 
rechten Kräfte  =  0,  so  erhält  man: 

A  —  2P—  J?  sin  <p  —  if  tg  a  =  0, 

wo  SP  die  Summe  der  links  vom  Schnitte  t  angreifenden  Lasten  be- 
deutet    Hierin  ist  nun 

Ä  —  ip=Q, 

o 

die  Querkiuft  für  den  Schnitt  tt  eines  einfachen  Balkens  AB,  und  es 
ergibt  sich  daher 

Z>  sin  9  =  Q^  wo 

(3)         ö=a  — ^tga  =  tga(acotga  — JT). 

Man  nennt  Q  die  Querkraft  für  den  Schnitt  tt  des  Verstdfungs' 
BaJkenSf  betrachtet  tg  a  als  Multiplikator  und  erhält  dann  die  Eiofluß- 
fläche  für  Q  als  den  Unterschied  der  Q^  cotg  a-Mäche  und  der  jH-Mäche. 
Macht  man  also  (Figur  261)  -4'-4"=  1  cotg  a,  zieht  A"B\  hierauf 
AL^  II  B'Ä\  schließlich  L^L^,  so  ist  die  schraffierte  Fläche  die  ^Fläche; 
denn  wäre  ÄA"^=  1,  so  würde  nach  Band  I,  Seite  132,  der  Linienzug 
ÄL^L^B'  die  auf  die  Achse  AB'  bezogene  Öo-Linie  sein. 

Auf  dieselbe  Weise  werden  die  Spaunkräfte  in  den  Füllungsstäben 
der  in  den  Figuren  258,  259,  270  abgebildeten  Yersteifungsbalken 
bestimmt. 

93.  Die  BestimmiLDg  der  EinfloßUnie  für  H  unterscheidet  sich 
von  der  in  Nr.  77  gelehrten  Weise,  die  jEf-Linie  eines  Zweigelenkbogens 

zu  berechnen,  nur  dadurch,  daß  die  Summe:  2-=-^,-,  welche  sich 
bisher  nur  auf  die  Stäbe  des  Bogens  bezog,  und  für  welche  der  Aus- 
druck ^x^  gefunden  wurde,  um  die  der  dritten  Gurtung  und  den 

senkrechten  Zwischenstäben  entsprechenden  Glieder  vermehrt  werden 
muß.  Sind  nun  ttj,  o,,  .  .  .  die  Neigun^winkel  der  Glieder  der  dritten 
Gurtung,  so  sind  die  Spannkräfte  S  und  Z, 

(4)         *Si  =  J3"sec  ttj;    S^  =  -ffsec  ol^v  .  .  .*) 


*)  Es  sind  dies  die  absoluten  Wei-te.  Die  unterhalb  des  Dreieckfachwerks 
liegende  dritte  Gurtung  (Fig.  255  bis  259)  wird  gezogen;  ist  sie  nach  oben  gesprengt, 
80  werden  die  lotrechten  Zwischenstäbe  auf  Zug  beansprucht,  sonst  auf  Dnick.  liegt 
die  dritte  Gurtung  oberhalb  des  Dreieckfachwerks,  Fig.  260,  so  wird  sie  gednickt; 
die  ZwLschenstäbe  werden  dann  gezogen. 
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(5)        Zi  =  //(tgai  — iga,);    Zg=  JB^Ctgo,  — ig  aj);  .  . . 

und  man  erhält  für  die  allgemein  mit  S'  bezeichneten  Spannkräfte  des 
Zustandes  H=  —  1  die  absoluten  Werte: 

I  ^/=seca^  für  das  7-*®  Glied  des  Zugbandes, 
^  ^        \  Sr  =  (tgaLr  —  %a^+i)  für  die  r*«  Zwischenstange. 

Sind  also  die  Längen  dieser  Stäbe  =  s^  bezw.  ;r^  und  ihre  Querschnitte 
=  F,^  bezw.  =  F,r^  so  ergibt  sich: 

^^     '^  EF~  EF,^"^'^        EF.r    ^  EF,r 

Man  darf  nun  stets  die  Annahme  machen,   daß  sich  der  Quer- 

H  sec  ff- 
schnitt  der  dritten  Gurtung  so  ändert,  daß  die  Spannung  c  = ^ 

einen  festen  Wert  annimmt  Erfordert  also  H  den  Querschnitt  F^  (d.  i. 
der  Querschnitt  eines  wagerechten  Gliedes  der  dritten  Gurtung),  so 
wird  F,^  =  Ff,  sec  a,,,  und  man  erhält,  wenn  man  für  alle  Zwischen- 
stäbe denselben  Querschnitt  F,  annimmt, 

(8)     2  ^^*^  =    y,^  {2^„  +  ^  SV  sec«  o,  +  |J  S.%  (<g  «,-  tg  0,+,)'}' 

WO  \r  die  Horizontalprojektion  von  5^  bedeutet  (Fig.  255  c). 

Die  Bestimmung  der  ff- Linie  geschieht  jetzt  nach  folgender  Regel: 

Man  berechne  du  Momente  M„„  eines  mit  den  Oewichten 

'V  s     F 

-j^  belasteten  einfachen  Balkens  AB'  (vergleiche 


lt'm  = 


m 


? 


Kg.  198  bis  200)  und  dividiere  sie  durch 

(9)        5W  =  S;r„+  ^  2X.see«a.+  ^^  2^.(tga,  — tga.+O' 

M 

irobei  ^„  =  y«wv„.     Das  Ergebnis  ist:   //„  =  — ^— • 

Die  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes  für  31  sind  von  ver- 
hältnismäßig geringem  Einfluß  auf  H  und  lassen  sich  meistens  erheblich 
vereinfachen.  Liegen  z.  B.  die  Knotenpunkte  der  dritten  Gurtung  in 
einer  Pai*abel  mit  der  Gleichung 

/A  =  4/;-^-('-~-''^-(Kg.  255) 

und  folgen  auch  die  Längen  7.  der  Zwischenstäbe  dem  Gesetze: 

x{l  —  x) 


/v  —  4  / , 


/ 


8 


so  darf  man  stets  genügend  genau  setzen: 
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^>-— =A4'+(t)l='['+-8-f] 

o 
o  o 

wo  Aft  den  ilittclwert  der  annähernd  gleich  großen  Feldweiten  V  be- 
deutet, und  man  erhält  dann  den  schnell  zu  berechnenden  Ausdruck: 

(10)        5!  =  2,.  +  -|--<l  +  ^-f)  +  if  |.X.-f. 

Für  den  Fall  eines  Zweigelenkbogens  mit  wagerechter  Zugstange 
(/fr  =  0  in  Fig.  255)  ergibt  sich 

(11)         ^  =  y.x^+^^l, 

ein  Wert,  der  auch  bei  geringer  Sprengung  des  Zugbandes  genügend 
genau  ist  und  daher  auch  für  die  in  den  Fig.  256  und  275  dargestellten 
Träger  brauchbar  bleibt  Bei  Berechnung  von  Dachbindern  dieser  Art 
ist  es  sogar  zulässig,  SR  =  2;r^  zu  setzen,  weil  ja  die  Bestinmiung 
des  größten  Schneedruckes  und  besonders  des  Winddnickes  auf  einer 
ziemlich  unsicheren  Schätzung  beruht. 

Kürzungen  der  Werte  w^  und  x^  ziehen  natürlich  auch  eine  ent- 
sprechende Änderung  der  beiden  letzten  Glieder  des  Ausdruckes  SSi 
nach  sich.  Nimmt  man  z.  B.  bei  Untersuchung  des  in  Fig.  261  dar- 
gestellten Trägers  für  alle  Obergurtstäbe  denselben  Querschnitt  F^  an 
und  für  alle  Untergurtstäbe  denselben  Querschnitt  F^^  und  setzt  man 
die  willkürliche  Querschnittsfläche  F„  =  i^oj  so  empfiehlt  es  sich,  einem 
Knotenpunkte  m  der  unteren  Gurtung  das  Gewicht 

(12)  .  .  .w^=ij^  (statt  w„  =  y-~-  =  ^) 

zuzuschreiben  und  einem  oberen  Knotenpunkte  k  das  Gewicht: 

(13) 1^',  =  //,  ;^^  (statt  w,^  ^*,-  --|f). 

Diese  besonderen  Werte  w  sind  aus  den  allgemeineren  durch 
Division  mit  \:h'^  erhalten  worden,  imd  es  müssen  daher  auch  die  beiden 
letzten  Glieder  von  9i  mit  \:h^  dividiert  werden.     Man  erhält: 

(14)  SR  =  2^/i.  +  ^  2t/i+ Y [^; 2 Vsec*a.+|;  2^.(tga.-tga.+0*} 
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wofür  man  stets 

a6)«=^.:+|v.+*>*[t4(i+^f)+f|xf]., 

setzen   darf;   auch   ist   es  in  der  Regel  erlaubt,  das  zweite  Glied  des 

1  -f-  -ö"  -w)  ZU  streichen.    Mau 


erhält  dann: 


(16)        Sß  =  2;.i.  +  --Jst/;+**^*    ^• 


F^  ^*  '      \      F, 


94.  Der  Einfluß  einer  Temperaturänderong  auf  H  ist  durch 
die  allgemeine,  für  jedes  einfach  statisch  unbestimmte  Fachwerk  gültige 
Gleichung  gegeben: 

ni\         TT—  2^'«^^ 

EF 

wo  4S'  die  Stabkraft  für  H=  —  1  ist  Sind  e  imd  t  für  sämtliche 
Stäbe  gleich  groß,  so  wird  fl,  =  0;  denn  setzt  man  in  die  dem 
Spannimgszustande  H^=  —  1  entsprechende  Arbeitsgleichung 

welche  für  beliebige  mögliche  A«  gilt,  A«  =  o«,  wobei  o  eine  Kon- 
stante ist,  d.  h.  nimmt  man  an,  daß  die  geänderte  Form  des  Fachwerks 
der  ursprünglichen  ähnlich  ist,  so  findet  man 

Wird  nun  vorausgesetzt,  daß  sich  die  dem  spannungslosen  An- 
fangszustande entsprechenden  Wärmegrade  der  Stäbe  des  Dreieckfach- 
werks und  der  Zwischenstäbe  um  t  ändern,  diejenigen  der  dritten 
Gurtung  hingegen  um  ^  +  A^,  so  erhält  man  für  Ht  den  Wert 

EF 

wobei  sich  2/  über  sämtliche  Stäbe  erstreckt,  hingegen  ^u  nur  über 
die  dritte  Gurtung.  Erstere  Summe  ist  =  0,  und  letztere  geht  für 
den  Fall  einer  gezogenen  dritten  Gurtung  [wegen  Sr=  -^  H  sec  o^  und 
Sr  =  —  sec  o^]  in  —  2X^  sec'  «^  über,  weshalb  sich 


*)  Für  die  Stäbe  AC  und  EB^  deren  Spannkräfte  nur  von  den  Stützendrücken 
abhängen,  ergibt  sieh  S'  =  0\  die  dritte  (iuitung  reicht  nur  von  C  bis  E.  Ihr  Pfeil 
ist  =/i,  ihi-e  Spannweite  =lj,. 
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(18)     H= 5-2, 


EF 


2^«  +  -y  2X,  sec*  o,  4-  -p;-  2^,  (^ig  a,  —  tg  a,+, J 

ergibt,  und  hieraus  folgt:  wird  die  dritte  Gurtung  stärker  erwärmt  als 
die  übrigen  Teüe  des  Bogens,  so  nimmt  der  Horizontakt/^  ab;  im 
GegenMle  wächst  H  um  ein  positives  H^,  Für  den  in  der  Mg.  260 
dargestellten  Träger  findet  man,  daß  der  Horizontalrfn^cfc  JB"  zu-  oder 
abnimmt,  je  nachdem  die  dritte  Gurtung  mehr  oder  weniger  erw^ärmt 
wird  als  der  Yersteifungsbalken. 

Es   ist  nun  stets  zulässig,  die  Formel  (18)  durch  die  einfachere: 

(19)         H.  =  ^'^ 

ZU  ersetzen;  denn,  da  die  Wahl  von  Af  einer  groben  Schätzung  unter- 
liegt, so  hat  es  natürlich  keinen  Zweck,  die  übrigen  Glieder  allzu  pein- 

v^  s     F 
lieh  zu  berechnen.    Für  :t^  ist  in  (19)  der  Wert  ^^  =  ^"^  **  -=f-  ein- 

zuführen.     Eine   Kürzung    der   x    bedingt   auch    eine   entsprechende 

Änderung   des  Zählers   von  -ET,.     Setzt   man  z.  B.  für  den  Träger  in 

F  F 

Figur  261,  w^  —  y^  \xn&iv^  =  yj,-^,  femer  x^  =  y1^  ^  =  yl-j^,  so 

s  X 

muß  man  den  Zähler  von  H.  in  Gleich.  (19)  durch  — r-  =  — ^^  dividieren; 

es  ergibt  sich  dann: 

(20)        F.  =  T-       ^^''•'**^' 


x[2i^!L  +  -|;-Ss/l] 


96.  Nfthenrngsformeln  fttr  den  durch  einen  Balken  mit  parallelen 
Gnrtuigen  yersteiften  Parabelbogen.  Wh:  bezeichnen  mit  ho  und  hu  die  Ab- 
stände der  Gurtungen  von  der  die  Bogenenden  AB  verbindenden  wagerechten  Gre- 
raden,  mit  y'  die  auf  die  Gerade  AB  bezogene  Ordinate  des  Bogens  an  der  Stelle 
x\  sodann  betrachten  wir  den  Bogen  als  stetig  gekrümmt  und  setzen  für  eine  Einzel- 
last P  (unter  Vernachlässigung  der  Dehnung  der  Hängestangen:*) 


2,.n+^2,.n+Ä»J/(i  +  i|^) 


=  p 


b 

3/« 


j(y'  +  hu)^dx+j(y'-hoYdx  +  h^^^^l{^  +  ~^^ 


*)  Dafür  wollen  wir  die  Abmessungen  h  imd  f^  (Fig.  261)  durch  die  gi-ößeren 
/  und  f  ersetzen. 
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wobei  — 


ym  +  yh^  =  i/'  +  liu  +  (i/' 

,      ,       ^fx{l-x) 
und  y  =  —  — ^1^ " 


Fig.  262. 


Man   vergleiche   die  äknliche  Entwicklung  in  Nr.  82,  Seite  215;  in  derselben 
"Weise  wie  dort  ergibt  sich 


(21) 


TT       5  P        .,        X  Fl«  I      /i       \  I    3   ^*  huFu  —  hoFo  "1 


WO 


«=l+ö 


5  huF,—KF.  .  15  h*F,+  h,*Fo  ,  15  A» 


F^F. 


2   f{Fu  +  Fo)   '   8     f*{F,-\-Fo)    '   8/^ 


+  F.) 


Die   hiemach  aufgetragene  IT-Iinie  weicht  nur  wenig  von  einer  Parabel  ab; 
sie  darf  durch  eine  Parabel  von  der  Pfeilhöhe 


ersetzt  werden,  wobei 


(23)     V  = 


(22)         ^=lfv 


f(Fu  +  F,)  + 1,25  (h.F,  —  KF.) 


f(F.  +  F.)+  2,5  (h^F^-KF.)  +  ^^(h,*F.+h,*F,)+^'^{l+^^)  -^^' 


Sf 


8  f 


ist.    Sollen  die  längenanderungen  der  Hangestangen  berücksichtigt  werden,  so  tritt 
im  Nenner  noch  das  GUed 

15Ä«128^«^^__       hnf^  FuFo 
"^  8   /•    3     K      /*  ""^     /*        F, 

hinzu.    Für  die  in  den  Figuren  263  und  264  dargestellten  Sonderfälle  erhält  man: 

/•(-J-+i)-i,25;» 

(25)        .  =  -r^ , °-^^K-rrr ; ^^  n\  F,-\  ^^-  ^^>- 


(26) 


f(^  +  l)  +  l,25A 


(Fig.  264), 
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Infolge  einer  von  B  aius  um  die  Strecke  5  vorgeschobenen  gleichfönnigen  Be- 
lastung p  entsteht: 

(27)  H=^.^l(s-2\y) 

Der  Einfluß  einer  den  ganzen  Ti-äger  bedeckenden  gleichförmigen  Belastung  ist: 


(28) 


^'"""8/-  "*• 


Fig.  263. 


Fig.  264. 


Die  ständige  Belastung  erzeugt: 


(29) 


Sf 


Infolge  einer  Temperaturänderung  entsteht: 


«=i'^ 


** 


), 


8  f  f(Fo  +  Fu)  + 1,2b  (huFu- ho  Fo) 
wobei  .zu  beachten  ist,  daß  der  Horizontalrfr?/^^  H  in  der  dritten  Gurtung  vergrößert 
wird,  sobald  diese  Gtirtung  um  A^  mehr  erwärmt  wird  als  die  übrigen  Teile  des 
Fachwerks. 

Für  den  Fall  einer  gleichförmigen  ständigen  imd  beweglichen  Belastung  lassen 
sich  sehr  einfache  Formeln  gewinnen,  welche  den  in  Nr.  91  für  den  Zweigelenkbogen 
abgeleiteten  ähnlich  sind. 

1.    Angriffsmoniente.     Wäre  H=0,  so  würde  sich  für  den  Knotenpunkt  u 

XQC 

(Fig.  265)  infolge  der  ständigen  Belastung  das  Angriffsmoment  Mop=g—-^  ergeben, 

gl* 

und  es  entsteht  daher  mit  Berücksichtigung  von  ^  =  -~.  v  das  Moment: 


8/- 


(31) 


3V  =  ^-^--g^.(2/'+Ä«), 


Fig.  265. 


*)  Vergl.  Seite  242,  Gleichung  46. 

*)  Abgeleitet  aus  Ht  =  ~^^^^^^:f\  welche  Formel  der  Gleichimg  (25) 

o  [^  (r  o -\- J^  u)  (»i 

auf  Seite  215  entspricht. 


if*\ 
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XI 


woraus,  wegen  ^'=4/*— ^— ,  nach  Division  durch  ä*) 


(32) 


iV=_^.*._ 


XX 


(V  -  1). 


h    ~~       Sfh      "     ^  2Ä 
Ebenso  erhält  man  für  einen  Knotenpunkt  der  oberen  Gurtong: 


(33) 


Zeichnet   man    also    eine    Parabel    A'S'B'^    deren    Pfeil  =  -^-r-  (v  —  1)   ist, 

ofl 

bezw. 


Sfh 


zieht  die  zu  Ä'B'  parallelen  Geraden  CD  und  EF  in  den  Abständen 

-^ -r-  von  der  Ä'B'^  und  mißt  entsprecliend  u  und  o  die  Abstände  F«  und  7«  der 
Parabel  von  jenen  Geraden,  so  findet  man 

(34) 


denn  die  auf  Ä'B'  bezogene  Ordinate  der  Pai*abel  an  der  Stelle  x  ist  =s  —  .  — i— —  xx' 

ex   fv  ~~"  1^ 

=  -  -    gr — --•    Figur  265  setzt  voraus,  daß  v>l  ist.    Ergibt  sich  v<l,  so  liegt 

Ä'  oberhalb  A'B'. 

Behufs  Ermittlung  von  Afy*  bringen  wir  die  untere  Gurtung  des  Tersteifungs- 
balkens  in  Au  und  B^,  mit  den  Auflagersenkrechten  zum  Schnitt,  bt^timmen  den 
lotrecht   über  u  gelegenen  Punkt  u    des  Bogens  und   folgern   aus  der  Gleichung 

3f*  =  Mo  —  Hpu^  in  welcher  M^  das 

>•— fr-y        ^- --4 — ■*!  Moment  für  den  Querschnitt  x  eines 

~^  einfachen  Balkens  bedeutet,  daß  M^ 

dieselbe  Form  hat  wie  das  Moment 
für  den  Punkt  u*  eines  jn  den  Punkten 
Au  und  Bu  gestützten  Zweigelenk- 
bogens.  Diesem  Zweigelenkbogen  muß 
natürlich  der  für  den  versteiften  Bogen 
gefundene  Wert  v  (Gleichung  (23), 
Seite  254)  zugeschrieben  werden.     Die  Kämpfei-drucklinie  ist  eine  "Wagerechte  im 

4/" 

von   der  AuBu  und   werde   von   den  Geraden  A^u'   und   B^u'  in 


Fig.  266. 


Abstände 


3v 


Punkten  E^  E'  geschnitten,  deren  Abstände  von  den  Auflagereenkrechten  5»  und  J,' 
sind,  Fig.  266. 


■  3/" 
Daim  ergibt  sich  ^"^~~  =  —  J^C,  wo 


(35) 


^" 877Ä 

Die  beiden  Grenzwerte  von  M'':h  sind  nun 


(36) 


h 


max^"^u 


iV« 


h 


z=—gYu—pCu 


M 


*)  Wir  berechnen   die    "  - ,   weil   die  Spannki*äfte   in  den  Gurtstäben   diesen 
Werten  proportional  sind. 


§  8.    Zweigelenkbogen  mit  gesprengter  Zugstange  u.  s.  w. 


257 


und  ebenso  ergibt  sich; 


(38) 


a  = 


(37) 


y.  (e.« + e.'»)  V 


h 


M» 


=  +  (/^o+;>C»,  wo 


Die  Ermifctiung  von  go  und  |o' 
zeigt  die  ohne  weitere  ErMäning  ver- 
ständliche Figur  267.  liegt  E'  links 
von  Jl,  so  ist  S'=0  zu  setzen,  hin- 
gegen 6  =  0,  wenn  E  rechts  von  B 
fällt.  —  Durch  die  vorstehenden  For- 
meln sind  die  Spannkräfte  in  den  Gur- 
tuiigen  bestimmt 


Fig.  267. 


2.  Querkräfte.   Wiid  zunächst  1^  =  0  angenommen,  so  entstehen  Momente  3/<,p, 


welche  gleich  den  Ordinaten  eines  in  eine  Pai-abel  vom  Pfeil 


8 


einijeschriebenen 


Polygons  sind  und  für  das  wte  Feld  ergibt  sich  die  Querki*aft: 

a-.,  =  .iWiz^- 1).  ^  tg  ß«.      Fig.  268. 


Jf. 


Fig.  268. 


Mit  Berücksichtigiuig  von  Ilg  erhält  man  also: 


gi^ 


(?«p  =  -Po-ir  —  ^P  *K  Om  =  tg  ß«  —     ^-^r-  V  tg  OU. , 


und  wegen  tg  a« :  tg  ß«  =  /* : 

(39) 


fjl> 


Sf 


8    ' 

Mim  hat  also  nur  nötig,  die  im  ei-sten  Bande  Seite  128  für  die  Querkräfte  Qog 
des  ei^achen  Balkens  gewonnenen  Werte  mit  —  (v  —  1)  zu  multiplizieren  und 
gelangt  zu  der  in  Fig.  268  dargestellten  Querkraflsf lache.  Will  man  rechnen,  so 
setze  man 

(40)  r^^  =  -^j^«"(v-l). 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1.  17 
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Die  Bestimmung  des  Enfiusses  der  beweglichen  Belastung  p  geschieht  sehr 
übersichtlich  wie  folgt. 

4/* 
Im  Abstände  -—  von  der  AB  wixd  die  Wagerechte  Ä'B'  gezogen/ und  durch 

Ä  eine  Parallele  zum  wten  Stabe  {F'F")  der  dritten  Gui-tung  gelegt  (Fig.  269), 
welche  die  Ä'B'  in  E  schneidet.  Eine  durch  E  gehende  Last  P  erzeugt  —  eine 
stetig  geki'ümmte  if-Linie  vorausgesetzt  — 

...    SPab  Pb     a         Pb 

^/=  -  ^y^  -  V  =  -p  -^^-  =  -^  -  eotg a^  =  A  cotgot« 

"37 


'^^JAid^^'^ 


Fig.  269. 


und  bringt  die  Querkraft 

hervor.  Eine  links  von  E  liegende  Last  P*  vei*ursacht  K^=-  A  cotg  a'  und  die  Quer- 
kraft Q^  =i  A  —  A  cotg a'tga«  =  J.(l  —  y — \ ,  welche  positiv  ist,  weil  tg et«, -< tg a' 

ist,  während  Lasten  rechts  von  E  negative  Querkräfte  (?„  erzeugen.  Liegt  aber  P 
links  von  7n  —  1,  so  entsteht 

C>^=^  — P— //tga«  =  — B— i/tgo«, 

imd  hieraus  darf  man  schließen,  daß  zur  Erzielung  von  ma»Qmp  nur  die  zwischen 
dem  Schnitte  it  und  der  Senki'echten  durch  E  gelegenen  Knotenpunkte  (mit  je  />X) 
zu  belasten  sind.*)  Zeichnet  man  nun  die  Einflußlinie  für  //und  A  unter  der  Voraus- 
setzung, daß  sich  über  den  Träger  die  Last  1  •  X  bewegt  und  addiert  die  unter  den 
bekisteten  Knotenpunkten  gemessenen  Ordinaten  //  und  A^  so  erhält  man 

maxQmp  =  (S  ^1  —  ilg^'^  H)  p, 


*)  Wir  machen  die  zweckmäßige  (etwas  zu  ungünstige)  Annahme  fester  Knoten- 
lasten p\,    Yergl.  Band  I  Seite  118. 
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wobei  in  dem  in  der  Fig.  269  dargestellten  Falle 

-ZA-A^  +  A^  +  Ä^  +  A^-    ^H=II,  +  H^+H,  +  II^ 
ist.     Die  beiden  Grenzwerte  von  Q  sind  nun 

^(?«=:-5rx«"(v-l)+/>(Sil— tga^IliT) 

durch   dieselben   sind   die  Spannkräfte  der  beiden  Diagonalen  Dr  und  A  bestimmt 
Die  vorstehend  abgeleiteten  For- 


Fig.  270. 


mein,  lassen  siph  auch  zui*  Berech- 
nung der  Spannkräfte  des  in  der 
Fig.  270  daiigestellten  Trägers  be- 
nutzen. In  den  Gleichungen  (21) 
bis  (30)  zur  Bestimmimg  von  H 
muß  man  ho  mit  hu  vertauschen, 
Pp  mit  Fu. 

96.  Zahlenbeispiel.  Es  soll  die  ^-linie  des  in  Fig.  271  dargestellten  Trägers 
zunächst  angenähert,  sodann  aber  mit  Berücksichtigung  der  lüngenänderungen  sämt- 
licher Stäbe  ermittelt  werden.  Die  Knotenpunkte  der  dritten  Gurtung  liegen  in  einer 
Parabel,  deren  Pfeil  /'=6,12"'  ist.*) 

1.  Vernachlässigung  der  Längenänderungen  der  Füllungsstäbe.  Die  Ge- 
wichte   ff    der    einzelnen    Knotenpimkte    des    Yersteifungsbalkens    sind    nach    den 


ihtUncUen  in  Meiern 


SM>tanffen  inMeiem 


Fig.  271. 

Gleich.  (12)  und  (13)  zu  berechnen,  worauf  9^  durch  Gleich.  (16)  und  il  duich  die 
Formel 

besHmmt  ist.    Geschätzt  seien:  -^-  =  0,37:    4^  =  0.40.     Man  erhält 

J'u  'Fl, 

für  einen  imteren  Knoten  wi;  it„t^f/„ 

F 

.  für  einen  oberen  Knoten  k\  trif  =  f/k,r=^^^^!/k-, 


*)  Figur  271  stellt  den  Hauptträger  einer  1889  in  Hantwier  nach  den  Plänen 
des  Verfassers  erbauten  Straßenbrücke  über  die  Ihme  dar. 

17* 
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und  wenn  die  den  Knoten  1,  3,  5,  7,  .  . .  entsprechenden  w  auf  die  Angriffspunkte  2, 
4,  6,  .  .  .  der  Querträger  verteilt  werden: 


/r,  =  1,87  +  \ 

fr^  =i.  1,435. 0,37  + 3,40 +  i 
/r,  =  \  '  2,795 . 0,37  +  4,59  +  \ 
«r,  =  i .  3,815 . 0,37  +  5,44  +  i 
frjo  =  \  '  4,495  . 0,37  +  5,95  + 1 
u,,  =  4  . 4,835  . 0,37  +  6,12  +  J 


1,435  . 0,37  =  2,14 
2,795 . 0,37  =  4,18 
3,815  •  0,37  =  5,80 
4,495 . 0,37  =  6,95 
4,835 . 0,37  =  7,64 
4,835 . 0,37  =  7,88. 


Die  Angriffsmomente  3/„  des  mit  diesen  Gewichten  w  belasteten  Balkens  Ä^B' 
sind,  wenn  die  Feld  weite  X  =  l  gesetzt  wird:*) 


3f«,a  =  30,65      Mu^=   83,49 
31^,4  =  59,16  :   3/«^  =  102,02 
Nun  findet  man: 


M^f,  =  113,60 
-¥^,  =  117,54. 


9?  =  Sy««  +  -jL  2y^«4.'ilL»  -^t  =  2(l,87«  +  3,40»  +  4,59*+5,44«+5,95«)+6,12» 


+  0,37 . 2  (1,435«  +  2,795«  +  3,815«  +  4,495«  +  4,835«)  + 


1,2« '  33,5 
3,125 


0,40  =  296,20 


und  (da  die  M^  vorhin  für  X  =  l  berechnet  w^oi-den  sind)  mit  P=l: 

3f;, .  X  _  3/^^3,125  _     3/^ 
"~  296,20  ""     296,^0     "" "  94,78  '     ^^ 

^  =  S  =  ^'^^'  ^  =  0,62;  //e  =  0,88;  H^=:lflS',  JIio  =  l,20;  J2;,  =  l,24. 

2.  Berücksichtigung  der  Längenänderimgen  sämtlicher  Stabe.  Die  Inhalte 
der  Stabquerschnitte  (ohne  Abzug  der  Nietlöcher)  sind  in  Fig.  272  zusammengestellt 
worden.  Zur  Ermittlung  der  /f-Linie  soll  Gleichimg  (V)  auf  Seite  169  benutzt 
werden.    Dieselbe  liefert 

EF 

wo  S'  die  Stabkraft  infolge  11= — 1  und  Ö»,  die  durch  diesen  Belastungszustand 
veiTirsachte  loti'echte  Voi-schiobung  des  Knotenpunktes  m  bedeutet.    Die  Summe  2 


^gS 


Üuawilnäie  üi  f  ***/ 


6/Ö 


JtS 


Fig.  272. 


J/J 


Sii 


umfaßt  sämtli(;he  Stäbe  des  Fachwerks.  Den  Kräfteplan  für  1^=  —  1  zeigt  Fig.  273  a. 
Man  denke  sich  in  den  Stäben  der  dritten  Gurtung  Zugki-äfte  5^/,  S^^  .  .  .  hervor- 
gei-ufen,  deren  wagerechte  Seitenkraft  =  1  ist,  bestimme  die  in  den  lotrechten 
Zwischenstäben   hierdurch   erzeugten  Drücke,    S'=iZ'  (welche  beim  Pai-abelbogen 


*)  Yergl.  Seite  206.    Die  rechnerische  Bestimmung  der  3/»  jst  der  zeichnerischen 
Eiinittlung  unbedingt  vorzuziehen. 
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Qf\  8  •  6  12 

von  gleicher  Feldweite  den  konstanten  Wert ~  =  —  on^\  ö  =  —  ^i^^  annehmen) 

l  o7,o  •  lö 

und  zeichne  hierauf  für  den  mit  den  Kräfiien  Si  und  Z'  belasteten  Versteifungs- 
balken einen  Cremonaschen  Plan.  Die  Ergebnisse  sind  in  die  Fig.  273  b  eingeschrieben, 
ebenso  (in  Klammem)  die   den  Stäben  der  dritten  Gurtung  entsprechenden  "Werte 

„y,  '    Bei  Berechnung  der  letzteren  wurde  die  für  alle  Stäbe  gleiche  Elastizitäts- 


ziffer E^  deren  Größe  auf  das  Verhältnis  Ä« :  2 


S2s_ 
EF 


ohne  Einfluß  ist,  =  1  gesetzt. 


^^^^^^ 


^ 


(a,''»'^ 


A- 


^t^ff 


Fig.  273. 


^*  (^,97€)      flf,S37j  (UZ23)  (Z9,eS$J         M,OSC)         (60,800 


/        'ZOT  8       -iOO      ^       '6,6¥      7      "ß^SS        9     -tjOO        //      - 9,$S 


A'm: 


^t^      ff    ^ rjs      8    -tz^zs    p&    ^xw      fit 

ro,07H  (a^ZO*)  (S,fBej  (8,SS3J  (9,$SSJ 


T 


T 


Fig.  274. 


Als  Einheiten  wurden  die  Tonne  und  das  cm  gewählt,  so  daß  sich  beispielsweise  für 
das  dritte  Feld  der  Wert 

Ä'«5  __  1,07* .  334 

EF" 
ergab. 

S's 


=  0,738 


1.519 
Jetzt  wurden   für  den  Zustand  11=  —  1  die  lÄngenänderungen  A«  = 


EF 


der   Stäbe  des  Versteifungsbalkens   berechnet  und  in  Fig.  274*)  zusammengestellt 

*)  Diese  Figur   ist   verzerrt   gezeichnet   worden,  um  Platz  für  die  Zahlen  zu 
gewinnen. 
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S^8 

(nicht  eingeklammerte  Zahlen),  desgleichen  die  Werte  -^^vr  =  *^'A»  (eingeklammerte 

Zahlen).    Für  den  zweiten  Üntergurtstab  wurden  z.  B.  erhalten: 
1,20  •  312.5 


A5  = 


1-515 


=  0,7282  =  0,73  imd  5'A5  =  1,20.0,7282  =  0,874.*) 


Die  Durchbiegungen  d«,  lassen  sich  als  Momente  11^  eines  einfachen  Balkens 

A'B'  (Fig.  271)  deuten,  welcher  mit  Gewichten  tv  belastet  wii-d,  zu  deren  Berechnung 

1  64 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  auf  Seite  105  dienen.     "Wegen  sec  91  =    '    =  1,46 

1  97 
und  See  9=  7-  oiör    =  1^26  ergeben  sich,  wenn  die  überall  gleiche  Abmessimg  A 
•J  •  o,lJo 

zimächst  =  1  gesetzt  wird,  für  die  unteren  Knoten  die  Werte : 

/r,  =  2,61  +  1,49  . 1,46  —  2,32  •  1,26  =   1,8622 
ir^  ==  4,09  +  (2,32  —  1,83)  •  1,26         =   4,7074 
ir^  =  5,54  +  (1,83  —  1,30)  •  1,26 
/r,  =  6,55  +  (1,30  —  0,59)  •  1,26 
frjo  =  9,69  +  (0,59  —  0,20)  •  1,26 
iTi,  =  9,96  +  (0,20  +  0,20)  •  1,26 

und  für  die  oberen  Knotenpunkte: 

tt^i  =  —  1,49  . 1,46  =  —  2,18 
«•,  =  0,73**) 
/r5  =  l,41 

Werden  die  Gewichte  der  oberen  Knoten  auf  die  Quertiüger- Angriffspunkte  2, 
4,  6,  .  .  .  verteilt,  so  erhält  man  für  diese  letzteren  die  Gewichte: 


6,2078 
=  7,4446 
=  10,1814 
=  10,4640 


ic^  =1,93 
tr^  =2,28 
irji  =  2,45. 


?r,  =  1,8622  —  2,18 


2,005 


+  10,73  =  0,83 


3,125 
ir^  =  4,7074  +  J  (0,73  +  1,41)        =  5,78 

w^  =  6,2078  +  i  (1,41  +  1,93)        =  7,88 
denselben  entsprechen  mit  X  =  1  die  Momente : 


IT,  =   7,4446 +K1.93  + 2,28)=   9,55 

?rjo  =  10,1814  + 1  (2,28  +  2,45)  =  12^ 
«'1,  =  10,4640  +i  (2,45  +  2,45)  =  12,91, 


3/^  =  43,045 
3/^4  =  85,260 


M„io  =  169,255 
J/^„  =  175,710. 


3/^^=121,695 
^f^  =  150,250 

Die  Zusammenzählung  der  in  die  Figuren  273  und  274  eingeschriebenen  (ein- 
^'eklanmierten)  Werte  -^yjr  ^bt  für  beide  TrägerhUlf ten : 

S  4.^  =  362.937, 

und  hierzu  tritt  noch  für  die  Hängestangen,  für  welche  dui-chweg  S'=.  —  0,11  und 
i'^=  +  90  qcni  ist,  da.s  Glied: 

0,11« 


1-90 


weshalb 


[2  (1,87  +  3,40  +  4,59  +  5,44  +  5,95)  +  6,12]  =  0,00654 


S  y^  =  362,937  +  0,654  =  363,59. 


*)  Die  Stilblängen  (in  Metern)  sind  in  Fig.  271  angegeben. 
*)  An  jedem  Knoten  3,  5,  7,  ...  .  greifen  zwei  Diagonalen  an,  deren  Längen- 
änderungen entgegengesetzt  gleich  sind  luid  sit'h  daher  tilgen. 
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Da  nun  bei  Berechnung  der  Mtc  sowohl  ä  =  1  als  auch  X  =  l  gesetzt  wurde, 
so  folgt  jetzt  für  P=l 

M^  _   ^  __    3/h,  -  312,5   _  _J^^c_      , , 
—  363,59  '  h  ~  363,59  •  120  ""  139,62  '  '  ^^ 

/j;=  {39^  =  0,31;  ä;  =  0,61;  fii  =  0,87;  //.  =  1,08;  //,o  =  1.21;  /T,,  =  1,26. 

Diese  genaueren  Werte  weichen  von  den  vorhin  berechneten  nur  unwesentUch  ab. 
"Wir  empfehlen  dem  Leser,  zur  t'bung  die  2$M-Linie  no(?h  mit  Hilfe  eines  "Williot- 
<ic»hen  Planes  oder  mittels  des  Stabzugverfahrens  zu  bestimmen. 

97.  Einfloß  soliräger  Lasten.  Wir  schließen  diesen  §  mit  einer 
Untersuchnng  des  Einflusses  schräger  Lasten  auf  emen  Zweigelenkbogen 
mit  gesprengter  Zugstange  (Dachbinder)  und  machen  auf  diejenigen 
Annahmen  aufmerksam,  welche  zur  Vereinfachimg  des  im  §  5  er- 
ledigten strengeren  Verfahrens  gemacht  werden  dürfen.  Der  allgemeine 
Ausdruck  für  H  infolge  einer  Einzellast  P^  ist  (nach  der  ei*sten  der 
Gleichungen  (V)  auf  Seite  169): 

(41)         H=P.^^.^^. 

EF 

Avorin  S'  die  dem  Zustande  JZ  =  —  1  entsprechende  Spannkraft  irgend- 
eines Stabes  des  Fachwerks  ist,  und  8J  die  Terscliiebung  bedeutet, 
welche  der  Angriffspunkt  in  der  Last  P^  im  Sinne  von  P^  erfahrt, 
sobald  nur  die  Ursache  H=  —  1  wirkt.  Die  Ermittlung  der  Ver- 
schiebungen 8',  die  in  Eig.  275  mit  Hilfe  eines  WiUiotschen  Planes 
erfolgte,  darf  stets  unter  der  Voraussetzung  starrer  FüUimgsstäbe  durch- 
geführt werden;  auch  ist  es  zulässig,  sämtlichen  (Jurtstäben  denselben 
Querschnitt  F„  zuzuschreiben.    Setzt  man  dann  bei  der  Berechnung  der 

S's 
Längenänderungen  A5  =  -f^,-  der  Gurtstäbe   sowohl  £*  =  1  als  auch 

ir  =  l,  so  muß  man  in  Gleich.  (41)  den  Xenner  durch    den  Wert 

F 
^S'^s-^  ersetzen.     In  Fig.  275  liegt  ein  symmetrischer  Träger  vor. 

Es  wurde  bei  Aufzeiclmung  des  Verschiebungsplaues  zunächst  der 
Mittelpunkt  und  die  Kichtiing  des  Stabes  s^  als  festliegend  angesehen, 
hierauf  6'4'=  A5*)  gemacht  und  5'4'_[_54,  5'6'J_56  gezogen.  Die 
Anschließung  der  Punkte  3',  1',  0',  Ä  erfolgte  nach  Nr.  32.  —  Die 
Punkte  8',  10',  B'  liegen  in  bezug  auf  die  Senkrechte  durch  5'  sym- 
metrisch zu  2',  1',  Ä'\  und  ebenso  würde  man,  falls  auch  in  den 
Knoten  1,  3,  5,  7,  9,  C,  D  Lasten  angi*eifen  sollten,  die  synmietrisch 
zu  3'  und  1'  gelegenen  Punkte  7',  9'  eintragen  und  endlich  C",  D\ 
welche  in  Fig.  275  fortgelassen  sind,  bestimmen.  Behufs  ErfiUlung  der 
wirklichen  Auflagerbedingungen  mußte  schließlich  der  Verschiebungs- 


*)  Wir  erinnern  an  die  Bezeichnung  iis^  =  A5. 
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pol  aus  dem  Mittelpunkte  von  A5  in  den  dem  festen  Auflager  Ä  ent- 
sprechenden Punkte  A'  gelegt  werden,  worauf  sich  beispielsweise  die 
Verschiebung  8^'  des  Knotens  2  im  Sinne  von  Pg  gleich  der  Projektion 
des  Strahles  Ä'2'  und  die  Richtung  von  P^  ergab.*) 

Wäxen   nun  Zugstange  und   Zwischenstäbe   nicht  vorhanden,   so 
würde  sich 

F 


Fig.  275. 


ergeben,  d.  h.  gleich  der  Verschiebung,  welche  B  infolge  des  Belastungs- 
zustandes 11=  —  1  erfährt    Im  vorliegenden  Falle  ist  aber 

F  F 


SS'«« 


wobei  sich  das  Zeichen  S,  über  die  Glieder  der  Zugstange  und  die 
Zwischenstäbe  erstreckt,  und  hierfür  darf  stets 

2S''s^  =  hs  +  l^^- 


*)  Die  bei  unsymmetrischem  Träger  nach  Nr.  33,  Seite  63,  zu  zeichnende 
Figur  A"0"1"  .  .  .  B"  schrumpft  hier  zu  einem  mit  A'  sich  deckenden  Punkte 
zusammen. 
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gesetzt  werden,*)  womit  sich 


ergibt,  oder,   falls  man  die  Lasteinheit   durch    eine  Strecke  von   der 

F 
Länge  ^b^I  r,^  darstellt, 

Will  man  die  Punkte  5',  6',  4',  .  .  .  in  Fig.  275  b  aus  der  nach 
Nr.  93  für  die  lotrechte  Lastenrichtung  ermittelten  Biegungslinie 
ableiten,  was  manchmal  vorteilliaft  ist,  so  beachte  man  die  Beziehung: 

w^  =  — --  (absolut  genommen) .    Hat  man  also  die  Gewichte  w  nicht 

mittels    der  Gleichungen   auf  Seite  250  berechnet,    sondern  von    den 

später  gezeigten  Vereinfachungen  Gebrauch  gemacht,  so  muß  man  bei 

Aufzeichnung  des  Linienzuges  5',  4',  2',  0',  1',  Ä  die  Längenänderungen 

F 
^s  =  wr  auftragen  und  auch    das  Glied  l  —^  entsprechend   ändern. 

Liegt  z.  B.  ein  Sichelträger  vor  und  ^vi^d  nach  Seite  205  das  Gewicht 

w^  =  -—  f  statt  -  V^ )   eingeführt,  so  folgt  für  den  dem  Knoten  7n 

u  1     F 

gegenüberliegenden  Gurtstab:    bkS^=----  imd  es  muß        -^*-  an  die 

F 

Stelle   von  l-^  treten,   wo   s^   die   mittlere  Gurtstablänge   bedeutet. 

Sind  sämtliche  Füllungsstäbe  mit  Ausnahme  eines  etwa  vorhandenen 
Endständers  gegen  die  Lotrechte  geneigt,  so  bestimme  man  4',  3', 
2\  0%  indem  man  5'— 4'J_5  — 4,  4'— 3'_L4  — 3,  3'— 2'i_3  — 2, 
2'—  rjL  2  —  1  und  1'—  0'J_  1—0  zieht,  worauf  Ä'  am  schnellsten 
mit  Hilfe  von  Aä^  =  AO  festgelegt  wird. 

Schließlich  sei  noch  daran  erinnert,  daß  sich  die  Punkte  4',  2', 
0',  Ä  auch  nach  dem  Stabzugverfahren  ermitteln  lassen,  wie  das  in 
Nr.  86  durchgeführte  Zahlenbeispiel  gezeigt  hat 

Wird  die  Zugstange  durch  geneigte  Stäbe  mit  dem  Fachwerkbogen 
verbunden,  Figur  276**),  so  führe  man  die  Spannkraft  X  irgend  eines 
Gliedes  derselben  als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  ein,  ermittle  die 
von  der  Ursache  X=  —  1  hervorgerufenen  Spannkräfte  und  Längen- 
änderungen  und  zeichne  —  wie  in  Figur  275  —  einen  WiUiotschen 
Terschiebungsplan,    Die  Bestimmung  der  S'  für  die  GUeder  der  Zug- 


*)  Vergl.  Seite  251,  Gleich.  (11). 
**)  In  dieser  Weise  sind  z.  B.  die  Dachbinder  der  Queens -Street -Station  der 
North  British  Railway  in  Glasgow  angeordnet. 
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Stange  und  für  die  Zwischenstäbe  hat  hierbei  nach  Fig.  2766  zu  er- 
folgen.*) Zu  betonen  ist,  daß  alle  vorhin  als  zulässig  bezeichneten 
Annahmen  auch   für  den  Fall   schräger  Hängestangen    statthaft  sind; 


Fig.  276. 

die  Berechnung  von  ^Y  darf  dann  bei  der  üblichen  geringen  Sprengung 
der  Zugstange  mittels  der  Fonnel 

^"  -i;-  (vergl.  Seite  265) 


A'  =  P. 


V+z 


K 


erfolgen. 

Hinsichtlich  der  bei  der  Berechnung  von  Dachbindern  in  Betracht 
zu  ziehenden  Belastimgsfälle  wird  auf  Band  I,  §  39,  verwiesen. 


§9. 

Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken. 

98,  Eine  sehr  wichtige  Trägerart,  deren  Berechnung  sich  von  der 
Untersuchung  der  im  vorigen  §  behandelten  Stabgebilde  nur  wenig 
imterscheidet,  ist  die  in  Fig.  277  dargestellte,  durch  einen  einfachen 
Balken  versteifte  Kette.  Bei  R  und  T  seien  auf  wagerechter  Bahn 
geführte  Auflager  angeordnet;  die  Hängestangen  seien  lotrecht 

Da  es  zweckmäßig  ist,  den  Yersteifungsbalken  nur  durch  die  beweg- 
liche Belastung  zu  beanspruchen,  so  wird  man  das  Bauwerk  zimächst 
als  unversteifte  Kettenbrücke  ausfüliren  und  die  Dreiecke  des  Verstei- 
fungsbalkens erst  dann  schließen,  wenn  die  Kettenglieder  imd  die  Hänge- 
stangen die  der  ständigen  Belastung  entsprechenden  Längenänderungen 
erfahren  haben. 

Die  Aufsuchung  der  Form  der  meistens  durch  drei  angenommene 
Punkte  i?,   TF,  T  gef ülirten  Kette  und  die  Ermittlung  der  Spannkräfte 


*)  Die  Unterschiede  in  den  Spannkräften  der  einzelnen  Glieder  werden  stets 
gering  sein ;  durch  ents|)rechende  Neigung  der  Hängestangen  läßt  sich  sogar  erreichen, 
daß  in  allen  Teilen  der  Zugstange  dieselbe  Spannkraft  X  auftritt 


§  9.    Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken.  267 

infolge  der  ständigen  Belastung  ist  bereits  im  I.  Bande  (S.  404 — 408) 

unseres  Buches  beschrieben  worden,  und  wir  fügen  nur  noch  hinzu, 

daß  auf  dem  dort  angegebenen  Wege  die  Gestalt  der  durch  die  ständige 

Belastung  gespannten  Kette  —  nicht  diejenige  der  spannungslosen  — 

gefunden  wird,  daß  also  die  Längen,  welche  den  Kettengliedern  und 

8  s 
Hängestangen  in  der  Werkstatt  zu  geben  sind,  =s j—p^  sein  müssen, 

wenn  allgemein  s  die  Länge  des  fraglichen  Stabes  auf  Grund  der  er- 
wähnten Formbestimmung  und  Sg  die  Spannkraft  infolge  der  ständigen 
Belastung  bedeutet.  Daß  außerdem  noch  der  Untei-schied  zwischen 
AufsteUungs-  und  Werkstatts-Temperatur  berücksichtigt  werden  muß,  ist 
selbstverständlich,  ebenso  daß  bei  Bemessung  der  Pfeüerhöhen  der  Ver- 
kürzung Rechnung  zu  tragen  ist,  welche  die  Pfeiler  infolge  der  stän- 
digen Belastung  erfahren  werden. 

Wird  nur  ein  Teil  (g^  der  ständigen  Belastung  (g)  vor  Ausführung 
der  Yersteifung  aufgebracht,  der  Rest  {g^  ei-st  nach  Einfügung  des 
Balkens,  so  ist  in  der  vorstehenden  Betraclitung  S^  an  die  Stelle  von 
Sg  zu  setzen.  Die  beschriebene  Formbestimmung  liefert  die  Gestalt 
der  mit  g,  belasteten  Kette  und  der  Einfluß  von  g^  muß,  ebenso  wie 
derjenige  der  beweglichen  Belastimg,  nach  den  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen abgeleiteten  Verfahren  festgestellt  werden. 

Andererseits  könnte  man  aber  auch  außer  der  gesamten  ständigen 

Belastung  (</)  noch  eine  Belastung  g'  auf  die  unversteifte  Brücke  bringen 

imd  nach  Vollendung  des  Versteifungsbalkens  wieder  entfernen.     Es 

würde  dann,  bei  Untei'suchung  der  nach  der  Versteifung  hinzuti-etenden 

*  Insten,  g'  als  eine  negative  Belastung  aufzufassen  sein. 

Ahnliche  Verhältnisse  lassen  sich  natürlich  hei  jedem  statisch  unbestimmten 
Träger  herbeiführen.  So  könnte  man  z.  B.  einen  Zweigelenkbogen  zunächst  mit 
Scheitelgelenk  ausfükren  und  dieses  Gelenk  nach  Aufbringung  der  gesamten  ständigen 
Belastung  y  oder  eines  Teiles  von  y  vernichten;  auch  eine  später  wieder  zu  besei- 
tigende Belastung  g'  könnte  zuweilen  von  Vorteil  sein. 

Die  Untersuch  img  des  Einflusses  der  nach  erfolgter  Versteifung 
der  Kette  auf  den  Balken  gebrachten  Belastungen  beginnen  wir  wie 
immer  mit  der  Beti*achtung  der  Wirkung  einer  EinzeUast. 

99.  Der  Horizontalzng  H  Infolge  einer  EinzeUast.  Verbindet  man 
die  senkrecht  über  den  Balkenstützen  A^  B  gelegenen  Punkte  Ä\  B" 
der  Kette  durch  eine  Gerade  (die  Schlußlinie)  und  bezeichnet  die 
Strecke,  welche  Kette  und  Schlußlinie  auf  der  Loti*echten  durch  irgend- 
einen Knotenpunkt  m  abschneiden,  mit  //„  (Fig.  277),  so  ist  das  auf 
m  bezogene  Angriffsmoment: 

wo  3/q«  den  Wert  von  M^  füi*  den  Fall  bedeutet,  daß  der  von  den 
Lasten  P  ergriffene  Balken  nicht  an  der  Kette  hängt,  sondern  nur  in 
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A  und  B  gestützt  wird.  Für  den  Zustand  H=  —  1  ergibt  sieh 
M^=y^  und  hieraus  folgt,  daß  die  Berechjiung  des  von  einer  Emzel- 
laiit  P  hervorgerufenen  Horizontalzuges  H  sich  von  der  Ermittlung 
der  Werte  J  für  die  im  vorigen  §  behandelten  Trägerarten  nur  in- 
sofern unterscheidet,  als  die  im  Xenner  des  allgemeinen  Ausdrucks  für 

Jf  stehende  Summe  2 -pp-'^oiidenRückhaltketfenbeeinflußtwird.  Die 

Spannkraft  der  unter  a'  geneigten  linken  ßückhaltkette  ist  =Hsßc  a.' 


Fis-  277. 


imd  nimmt  für  H= — 1  den  Wert  >S"=  —  seca'  an.  Ist  |also  die 
Länge  dieser  Kette  =  s'  und  der  Querschnitt  F^  F^  sec  a',  wo  F^  deu 
zur  Aufnahme  der  Spannkraft  S  —  H^,  bestimmten  Scheitel-Querschnitt 

der  Tragkette  BWT  bedeutet,  so  ergiht  sieh  -=,-_,  = — =,^ — ,  wobei 

allerdings  vorausgesetzt  wird,  daß  sämüiclie  Glieder  der  Rückhaltkette 
gleich   gespannt    sind,    daß    also    die  Stütaung    derselben   auf   die    in 


§  9.    Kette,  vei-steift  dui'ch  einen  Fachwerkbalken. 
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Figur  171  (Seite  175)  dargestellte  Weise  erfolgt    Bezeichnen  s    und 

a"  die  entsprechenden  Werte  der  rechten  Rückhaltkette,  so  führen  die 

vorstehenden  Betrachtungen  zu   der  folgenden  Bestimmungsweise  der 

Einflußlinie  für  K 

Man   berechne   die  Mmnente  M„  eines   mit  den   Gewichten 

y  s     F 
ic^  =    -  ^  "  -^  belasteten  einfüjchen  Balkens  AB'  (unter  F^  eine 

beliebig  große,  aber  konstante  Querschnittsflä^he  verstanden)  und 
dividiere  dieselben  durch 

F 

(1)         9?  =  2;v«  +  -^-  (2 V  sec^  oLr  -\-  s' sec  a'  +  s" sec  ol") 


+  -^;  ^Zr  (tg  OLr—tgOr+i) *, 
worin  x^=^  y^w^.     Das  Ergebnis  ist  H= 


M 


••  .♦ 


9? 


) 


Die  zweite  der  Summen  in  Gleichung  (1)  erstreckt  sich  über  sämt- 
liche Glieder   der  T^agkette,  die  dritte  über  alle  Hängestangen.     Für 


Fig.  278. 


Fig.  279. 


beide  Summen  lassen  sich  einfache,  genügend  genaue  Näherungs- 
formeln ableiten.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Kette  als 
stetig  gekrümmte  Parabel  und  setzen  mit  Bezugnahme  auf  die  Bezeich- 
nungen in  Fig.  279: 

ifix(L  —  X)    ,    ex        , 

y  =  —- ^— ^2 —  +  -/-  "^^ 

o 

*)  Die  Bezeichnungen  sind  dieselben  wie  im  vorigen  §;  sie  wiuxien  überdies 
in  die  Figuren  277  und  278  eingetragen.  Die  Knotenpunkte  des  Balkens  und  der 
Kette  wurden  für  sich  numeriert;  ...///  —  1,  ?/?,  m-\-l  .  .  .  sind  die  Ordnungs- 
ziffem  der  Knotenpunkte  des  Balkens,  ...  r  —  1,  r,  r  -|-  1  .  .  .  diejenigen  der  Knoten- 
l»uiikte  der  Kette. 
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s 


ferner 


=  x/(Ä'  -y')äx  {%)  '=  X  (f)  'f\h'  -y')ä. 

Wir  erhalten  dann: 

(3)        s,  =  (,(l  +  M^  +  il)+,'Beo«'  +  «-sec.". 

Das  von  den  Abmessungen  der  Hängestangen  abhängige  letzte 
Glied  von  5i  darf  in  der  Eegel  gestrichen  werden;  sein  Einfluß  ist 
sehr  gering.  Bei  Berechnung  der  Werte  w^  und  z^  ist  es  zulässig, 
allen  Gurtstäben  denselben  Querschnitt  zuzuschreiben.    Man  setze  daher 

(4)    w^ = y~^ 

'm 

und  verstehe  unter  dem  bislang  willkürlichen  F^  den  Mittelwert  der 
Gurtquerschnitte. 

Erfolgt  die  Versteif img  der  Kette  durch  emen  nach  Eig.  282  (S.  274) 
angeordneten  Parallelträger  von  der  Höhe  Ä,  so  nimmt  bei  gleich  langen 

Feldern  der  Ausdruck  — ^  den  festen  Wert  -r^   an.      Setzt   man   dami 

(5)        w^=ij^  und  ^„  =  y^w„  =  yl, 
so  muß  man  mit 

(6,     » = 2,.  +  4'  [|. ,. + ?l«8r^i=iioH^] 

rechnen. 

Für  die  durch  einen  Parallelträger  vei"steifte  Kette  ist  aber  noch  eine  weitere 
Yereinfachiing  möglich,  bestehend  in  der  Einführung  einer  parabelförmigen  -HT-Iinie. 
Die  Entwicklung  ist  ähnlich  der  in  Nr.  82  für  den  Horizontalschub  eines  Zweigelenk- 
bogens  gegebenen  Ableitung.  Man  betrachte  die  Ivette  als  stetig  geki'ümmte  Parabel, 
deren  Gleichung 

4/-x(/  — j-) 

y=-   -j^ — - 

ist  (Fig.  280),  und  ersetze  die  Einzelgewichte  w  durch  eine  stetige  Belastimg,  >•> 
zwar,  daß  das  Balkenteilchen  dx  mit  2ydx  belastet  wii-d,  wobei  die  Ziffer  2  aus- 
dmckt,  daß  an  der  Stelle  dx  die  Gewichte  xireier  Knoten  (eines  oberen  und  eines 
unteren)  zu  bemcksichtigen  sind.  Man  erhält  dann  an  der  Angiiffsstelle  von  P 
das  Moment 
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iL 


IL 

3/» 


(a/»  — 2/a»  +  a*)*) 


und  findet  nun:  17= — «i^-?  "^o 


92 


-/ 


7^  8  //*  ¥. 


15 


Der  unwesentliche  Einfluß 
der  Hängestangen  ist  hierbei  ver- 
nachlässigt worden.  Ersetzt  man 
die  auf  diese  Weise  erhaltene 
JT-Iinie  durch  eine  Parabel  (vergl. 
Seite  216),  so  findet  man  den  Pfeil 
derselben: 

3P;v 


{7) 
<8) 


Z= 


16/" 


wo 


1 


1  + 


15  Ä«    s„  F, 


<9) 


16  /•«     /    Fl, 
Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
3PaÄv 


//= 


Fig.  280. 


4//' 


Der  Wert  s©   ist   nach  Gleich.  (3)  zu  berechnen.    Fe  bedeutet  den  mittleren 
Querschnitt  der  Balkengurtung,  F^  den  Querechnitt  der  Kette  im  Scheitel. 

100.  Horizont&lzTig  infolge  einer  Temperatnrändenmg.  Eine  gleich- 
mäßige Änderung  der  Auf  Stellungstemperatur  um  t^  erzeugt: 

/iAN       TT      &t:2S's     &EFj:^s's    qEfj:^s's 

(IV)  Jii=  - 


S'^s 


25'^ 


F. 


SSI 


EF        —    ^  F 

wo  91  der  durch  Gleichung  (1)  auf  Seite  269  bestimmte  Wert  ist. 
Zablenrechnungen  beweisen,  daß  der  Einfluß  der  Spannkräfte  S'  der 
Stäbe  des  Balkens  auf  die  Sunmie  25'«  ganz  unwesentlich  ist,  und 
daß  es  genügt,  in  den  Zähler  der  Gleichung  (10)  nur  die  den  Ketten- 
gliedern und  den  Hängestangen  entsprechenden  Werte  S's  einzusetzen. 

Wir  führen  ein: 

für  die  Tragkette:       2 S's  =  —  2  sec  as  =  —  2X  sec*  a 

(16  /^        c^  \ 


*)  Vergl.  den  Ausdmck  M^  auf  Soite  215.     An  die  Stelle  von  x  ist  a  geti-eten; 

F               '\    /      F  \ 

f  wurde  durch  2/"  ei*setzt;  die  Glieder  -^  und  -^r-  (//q  -j^ hu  1  -.j^  (/  —  x)  wiu'den 

gestrichen. 


272  Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 

füi*  die  Rückhaltketten:  S S's  =  —  (s'  sec  a  +  s"  sec  a") 
„     „    Hängestangen:    SS's  =  —  2;?^(<ga,  — iga^+,) 

9 

und  erhalten: 

(11)  «=-^'f' •'  [», +y..('*'.-^|fi^iiM], 

wobei  9i  und  6^  nach  Gleichung  (2)  und  (3)  zu  berechnen  sind. 

Das  Vorzeichen  deutet  an,  daß  infolge  einer  Erhöhung  der  Auf- 

stellungsteraperatur  der  Horizontalzug  der  Kette  abnimmt 

Wii'd  die  Kette  durch  einen  Pai-alielträger  vereteift,  so  läßt  sich  Gleich.  (11) 
noch  orhebüch  vereinfachen.  Man  ei-setze  dann  nach  Streichung  des  unwesent- 
lichen Einflusses  der  Ilängestangen  und  Einführung  eines  mittleren  Gurtquerschnittes 
den  Wert 

durch 


9J  =  -S  ^'-=  +  5  ». 


-'^"V     Ä«     ^  /\  *°"-  15  Ä»  ^  /*  **' 


um  dann  zu  erhalten; 


II  _  L^V  *^^'^       "0      ^c 


"*"  16  n     l    Fu 

oder  nach  einfacher  Uraformimg: 

(12)  Ht  =  —  zEFut{X^^), 

wo  V  nach  Gleic-h.  (8)  auf  Seite  271  zu  berechnen  ist. 

101.  Elnflußflaclien.  Die  Einflußflächen  für  die  Momente 
^L  =  3/0«.  —  Hf/m  und  J/„+i  =  3/0^+,  —  Hy^+i 
sind  in  den  Figuren  277  b  und  277c  (für  den  Fall  in  den  oberen 
Balkenknoten  angreifender  Lasten)  dargestellt  worden.  Ihre  Aufzeich- 
nung bedaif  kemer  weiteren  Erläutening  mehr,  da  sie  nach  den  in 
den  §§  7  imd  8  für  die  J/-Flächen  gegebenen  Regeln  erfolgt  Nach 
Berechnung  der  Momente  J/«,  J/»,+i  findet  man  die  Spannkräfte  in 
den  Gurtungen: 

f'- =  +  -'!—;  0„+,  =  -^+'  (vergl.  Eg.  277 d). 

Auch  die  Ermittlung  der  Spannki*äfte  in  den  Füllungsstäben  ge- 
staltet  sich  ganz  ähnlich  wie  beim  Zweigelenkbogen  und  bei  den  im 
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§  9  ontersachten  Trägerarten.  Wir  führen  durch  ^  und  £  (Fig.  281) 
lotrechte  Schnitte,  welche  die  Tragkette  in  Ä'  beziehungsweise  B"  treffen, 
zerlegen  die  Spannkräfte  8^  und  S^  der  äußersten  Kettenglieder  in  die 
lotrechten  Seitenkräfte  A.^  B^  und  die  in  die  Schlußlinie  fallenden 
Seitenkräfte  H\  und  finden  zunächst  aus  der  auf  B"  bezogenen  Mo- 
mentengleichung : 

(A,  +  A:)l  —  Pb  =  0, 

daß  A^  -f-  A^  ebenso  groß  ist,   wie  der  Stützenwiderstand  A  =  — j— 

V 


emes  einfachen  Balkens  AB^  und  daß  femer  B^-\-  B^  =  B  = 


Pa 
l 


ist 


Sodann  führen  wir  behufs  Bestinunung  von  D  den  Schnitt  tt^  wählen 
den  Treffpunkt  i  von  0  und  U  zum  Drehpunkt,  bestimmen  die  Strecke 
y<,  welche  der  Kettenstab  8  und  die  Schlußlinie  A" B"  auf  der  Lot- 
rechten durch  i  abschneiden,  zerlegen  die  Spannkraft  8  (welche  auf 
die  in  der  Mg.  281  angegebene  Weise  in  ihrer  Richtung  verschoben 
wird)  in  eine  lotrechte  Seitenkraft  und  in  die  zur  Schlußlinie  parallele 
H'  =.  jffsecT  (wo  T  den  Neigungswinkel  der  Schlußlinie  bedeutet)  und 
erhalten  die  Momentengleichung 

(13)         3/o*  —  ^Vi  +  ^r,  =  0. 
Hierin  bedeutet  M^i  das  auf  den  Punkt  i  bezogene  Angriffsmoment 
für  den  Fall,  daß  ^ß  ein  einfacher,  nicht  an  der  Kette  hängender 

Müller-Breslau,  Oraphische  Statik.   II.  1.  lg 
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Balken  ist,  ein  Balken  also,  dessen  Stützenwiderstände  ^4"^  =  ^ 
und  B^-^B^  =  B  sind;  r<  aber  ist  der  Hebelarm  von  D  in  bezug 
anf  i.  Die  Gleichung  (13)  hat  dieselbe  Form  wie  Gleichung  (34)  auf 
Seite  217,  und  hieraus  folgt  die  aus  der  Figur  281  ersichtliche  Be- 
stimmungsweise der  D-Fläche.  Man  vergleiche  die  Figuren  222  bis 
225  auf  Seite  222  und  beachte  behufs  Feststellung  der  Vorzeichen, 


Fig.  282. 

daß  bei  der  in  Fig.  281  angenommenen  Lage  des  Punktes  *  der  Ein- 
fluß von  fl"  auf  Z>  gleich  +  H—-  (also  positiv)  ist, .  während  sich  im 

Falle  j5'=0  die  Momentengleichung 

—  (A  +  -4.)x,  +  I>n  =  0 
und  hieraus  der  ebenfalls  positive  Wert 

ergeben  würde. 

Es  leuchtet  ein,  daß  sich  auch  die  anderen  im  §  7  zur  Bestim- 
mung der  D-Flächen  angegebenen  Verfahren  auf  den  vorliegenden  Eall 
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anwenden  lassen;  wir  führen  dies  aber  hier  nicht  weiter  aus,  empfehlen 
vielmehr  dem  Leser,  diese  leichte  Arbeit  selbst  vorzunehmen  und  weisen 
nur  noch  auf  den  wichtigsten  Sonderfall  hin,  nämlich  den  in  Fig.  282 
abgebildeten  Versteifungsbalken  mit  parallelen  Gurtungen.  Hier  er- 
geben sich  die  Spannkräfte  in  den  Füllungsstäben  in  bekannter  Weise 
ans  den  Querkräften  Q,  und  es  genügt  daher,  die  Ermittlung  der 
P-Mäche  für  irgend  ein  Feld  F^F^  zu  zeigen.*) 

Sind  Jfi  und  M^  die  Angriffsmomente  für  die  Knoten  jP\,  jP^, 
so  besteht,  da  auf  den  Balken  nur  lotrechte  Kräfte  wirken,  die  Be- 
ziehung 

_    M^  —  M,        M^^  —  Hy^  —  M^^  +  Hy,  ^  y^—Vi 

0___.__ _ _ _(^^_H___^ 

wo  Qq  die  Querkraft  für  das  Feld  F^F^  eines  einfachen  nicht  an  der 
Kette  hängenden  Balkens  AB  bedeutet  Trägt  man  die  Ordinaten  y^y^ 
nach  Fig.  282  b  von  einer  wagerechten  Schlußlinie  aus  auf  und  be- 
zeichnet man  die  Neigungswinkel  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  neuen 
Kettenlinie  mit  a',  so  erhält  man  die  Gleichung 

(14)         Q=Q,-Htga'  =  \jga{Q,ooiga'-H), 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gleichung  (3)  auf  Seite  249;  sie  führt 
zur  der  in  Figur  282  c  angegebenen  DarsteUungsweise  der  Ö-Käche. 
Figur  282  d  zeigt  schließlich  die  Einflußfläche  für  den  Auüagerdruck 
A^^  unter  der  Voraussetzung,  daß  bei  A  ein  Querträger  angeordnet  ist; 
sie  gut  für  Träger  beliebiger  Gurtfonn  und  folgt  ohne  weiteres  daraus, 
daß  dem  Balkenquerschnitte  A  die  Querkraft  Q  =  A^  entspricht  Fehlt 
der  Endquerträger,  wird  also  der  erste  Zwischenträger  unmittelbar  auf 
das  Widerlager  gelegt,  so  ist  das  Dreieck  A'J'B'  durch  das  Dreieck 
A' J" B'  zu  ersetzen.**) 

102.  Formeln  fftr  den  gleichmäßig  belasteten  Versteifongsbalken  mit 
parallelen  Gurtnngen.  Wird  die  statische  Berechnung  auf  Orund  der  stets  zu- 
lässigen Annahme  durchgeführt,  es  liegen  die  Knoten  der  Kette  in  einer  Parabel, 

deren  Gleichung  y  =  -  — ^ —  ist,  Fig.  280,  und  wird  ferner  die  auf  Seite  271 

abgeleitete  parabelförmige  if- Linie  benutzt,  so  lassen  sich  die  von  einer  gleich- 
förmigen Belastung  venirsachten  Momente  M  und  Querkräfte  Q  auch  schnell  durch 
Rechnung  bestimmen.  Die  bezüglichen  Formeln  imd  Regeln  sollen  hier  zusammen- 
gestellt werden;  sie  werden  in  ähnlicher  "Weise  entwickelt,  wie  die  auf  Seite  244 — 246 
und  255 — 259  für  den  Zweigelenkbogeu  bezw.  den  vei*steiften  Stabbogen  hergeleiteten 
Gesetze. 

1.  Keiie  und  Hängestangen.  Es  möge  der  allgemeinere  Fall  vorausgesetzt 
werden,  daß  nur  ein  Teü  {gv)  der  ständigen  Belastung  g  vor  Ausführung  der  Ver- 


*)  Bildet  die  vom  Schnitte  t  getroffene  Diagonale  (D)  mit  der  Wagerechten 
den  Winkel  <p,  so  ist  i>  sin  <p  =  Q. 

**)  Die  Auflager  des  Versteifungsbalkens  und  des  ersten  Zwischenträgers  sind 
bündig  liegend  angenommen. 

18* 
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steif ung  aoJ^braeht  werde,  der  Best^N  =  ^ — g^  hingegen  ei-st  nach  Vollendung 

0  l^  d  ^v 

des  Balkens.    Die  Belastung  g,  erzeugt:  Hi  =•  *     *),  während  gn  nur  73^  =    ^^ 

hervorbringt.    Infolge  gänzlicher  gleichförmiger  Belastung  des  Balkens  mit  p  entsteht 

Bp=  ~Q  /-   ind   infolge   einer  Erniedrigung  der  Aufetellungstemperatar  Ht  =  -[- 

tEFkt  {1  —  v),  weshalb  der  Größtwert  von  H: 

(15)  H^=-^[g,  +  (ßn  +  p)>»]  +  tEF^t{l--^) 

ist.    Die  gi*ößte  Spannkraft  in  einem  unter  a  geneigten  Gliede  der  Kette  ist  nun 

(16)  Smax  =  Anw  SeC  a 

und  die  gi'ößte  Spannkraft  in  einer  Hängestange: 

(17)  Z^=H^(tgar-t€Oir+^)=H,       ^^^ 


2.  Momente  und  Querkräfte  des  gänxlick  belasteten  Balkens.  Ist  der  ganze 
Balken  mit  p  für  die  Längeneinheit  belastet,  so  entsteht  an  der  Stelle  x  das  Moment 

_px{l  —  x)  px(l  —  x)       pP         ^fx(l-^x) 

^- — 2~ — ^py—-^     '^W ^ ' 

(18)  M,^P^J^^:Z^(i^,) 

und  iim  Felde  FjF,  (Fig.  286)  dessen  Mitte  von  der  Trägermitte  den  Abstand  x" 
haben  möge,  die  Querki*aft: 

Q,  =  ^-px-M,iga"=px"-^iga''. 

Der  Winkel  a",  den  das  Kettenglied  des  fraglichen  Feldes  mit  der  vorerst  in 
eine  wagerechte  Lage  gebrachten  Schlußiinie  Ä"B"  bildet,  ist  ebenso  groß,  wie  der 
Neigungs^vinkel  einer  an  der  Stelle  x  an  die  Pai*a))el  vom  Pfeile  f  gelegten  Tangente, 
weshalb 

^  (ix  /«  ^  '        />   \2  /         /« 

und 

(19)  Ö,=:7;x"(l-v). 

Alp  und  Qp  sind  also  ebenso  groß  wie  Moment  und  Querkraft  für  den  Quer- 
schnitt X  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden,  nur  bei  A  und  B  aufliegenden  Balkens, 
der  gleichmäßig  mit  p  (1  —  v)  für  die  Ijängeneinheit  belastet  ist. 

Der  Einfluß  M,  bezw.  Qg  der  ständigen  Belastung  erhält  man,  indem  man  p 
durch  gn  ersetzt. 

3.  Orenxwerte  der  Mmuenie  infolge  der  heireglichen  Belastung.  Um  das  Mo- 
ment wdnMpm  für  eiucu  (oberen  oder  unteren)  Knoten  m  an  der  Stelle  x  zu  be- 
stimmen (Fig.  283,  in  welcher  der  Parallelträger  durch  eine  Gerade  ersetzt  ist)  mache 

man  B"T=-^,   ziehe   TS\\B'*A'\   lege  durch  den  Kettenpunkt  m'  (senkrecht 
ov 

über  m)  die  Geraden  A"  E  und  B" E'  imd  belaste  den  Balken  rechts  von  E  und 

links  von  E\    Es  entsteht  dann  (vergl.  Seite  245): 

(20)  -«3/,  =  --|^(5»  +  S''), 


*)  Wir  vernachlässigen  hier  den  Umstand,  daß  die  Stützweite  der  Kette  in  der 
Eegel  etwas  größer  ist  als  die  des  Balkens. 


§  9.    Kette,  versteift  durch  einen  Fachwerkbalken. 


277 


während  die  Belastong  der  poRitiven  Beitragstrecke  EE'  hervorbringt: 
(21) 


^-^,=+4^«»+n  +  ^^^^(i-v), 


8/"/ 


weil  «faj^+  ««J4,  =  Afp  ist. 


Fig.  283. 


Die  Ergebnisse  der  Gleich.  (20)  lassen  sich  auch  recht  übersichtlich  wie  folgt 
durch  Zeichnung  darstellen.  Man  trage  von  der  Geraden  AB  (Fig.  283)  ans  eine 
kubische  Parabel  BJ  auf,  deren  Gleichung 


r= 


67" 


ist,  und  verbinde  den  lotrecht  unter  E  liegenden  Punkt  E^  dieser  Parabel  mit  A, 
Die  Gerade  AE^  schneidet  dann  auf  der  Lotrechten  durch  m  die  Strecke 


y 


py^l 


FD  =  Y-f  -  =  ^~^-  (absolut  genommen) 
\T  oft 

~3v 

ab,  und  es  ist  deshalb  D  ein  Punkt  der  M^M^Vp-Iinie,  zunächst  allerdings  unter  der 
Voraussetzung,  daß  nur  eine  Belastungsscheide  E  in  Betracht  kommt  Bestimmt 
man  aber  die  Punkte  D  für  alle  Querschnitte,  die  zwischen  A  und  der  Stelle  O 
li^n,  welcher  £  =  0  entspricht,  zeichnet  dann  das  Spiegelbild  C'B  der  so  erhaltenein 
Kurve  und  addiert  schließlich  zwischen  C  und  G  die  Ordinaten  beider  Kurven,  so 
erhält  man  die  endgültige  ^«Ai^-Linie.  Dieselbe  wurde  in  Fig.  283  durch  Schraffie- 
rung hervorgehoben.    Behufs  Aufzeichnung  der  kubischen  Hilfsparabel  berechne  man 


6/ 


und  bringe  dann  die  Gleichung  der 


für  irgendeine  Abszisse  Sj  die  Ordinate  Yi  z 

_  I» 

Parabel  auf  die  Form:   Y=Yi-.    Eine  bequeme  Konstruktion   dieses  Ausdrucks 

ist  in  der  ohne  weiteres  verständlichen  Fig.  284  angegeben;  die  Geraden  LM  und 
NO  sind  parallel  zur  Abszissenachsc. 
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Fig.  284. 


und  beachte,  daß  ^  = 


__  Afx(l  —  x) 


Die  Ordinaten  Y  wachsen  sehr  schnell, 
weshalb  es  sich  empfiehlt,  £i  nicht  großer 
anzunehmen  als  gerade  erforderlich^  da- 
mit die  Zeichnung  nicht  zu  viel  Raum 
beansprucht.  Am  besten  ist  es,  die  Punkte 
der  kubischen  Parabel  nur  für  diejenigen 
Querschnitte  zu  bestimmen,  für  welche 
die  Momente  gesucht  werden.  Man  ver- 
gleiche das  auf  Tafel  5  durchgeführte 
Beispiel. 

Will  man  die  Momente  rechnen,  so 
setze  man  (indem  man  zunächst  nur  die 
Belastungsscheide  E  berücksichtigt): 

^''  -         Sfl 


femer 


(l-i):x  =  ^:y 


ist.    Man  erhält  dann  für  die  Kurve  ADC  (Fig.  283)  die  Gleichung 


54v*jr' 


Fig.  285. 


worin  x'=l  —  x  Ist.    Die  Berücksichtigung  der  zweiten  Belastungsscheide  erfolgt  in 
derselben  Weise  wie  beim  zeichnerischen  Verfahren.    Der  Punkt  G  (Fig.  283)  liegt 

bei  x  =  l X—  und  der  Punkt  C  bei  x  = 


3v  3v 

4.    Die  Momente  Mt  infolge  einer  Temperaturänderung  sind: 


(23) 


sie  sind  ebenso  groß  wie  die  Momente  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden  ein- 

fachen   Balkens  AB^   welcher   gleichmäßig  mit   4I  — j^-~   für    die    Längeneinheit 

belastet  ist.  . 

5.    Die  Gesamtmoniente: 

nUnMz=z  t^nMp  —  Htj/  +  M, 
ma*M=  maxMp  +  Hty  +  ^g 

la.s.sen  sich  nun  sehr  übersichtlich  wie  folgt  darstellen. 
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Man  zeichne  zuerst  die  Linie  ADSB^  deren  Ordinalen  die  größten  negativen 
Momente  minMp  angeben  und  addiere  hierzu  die  Ordinaten  einer  Parabel  ÄSiB  von 
der  Pfeilhöhe. 


Je  nachdem  Hff^  ^^—  (1  —  v)  ist,  wird  diese  Parabel  unterhalb  oder  oberhalb 

der  AB  aufgetragen;  ihre  Ordinate  an  der  Stelle  x  ist 

x{l  —  x) 


ED,=  —  Hty+gn—^-^—'(l-^)  =  '-Hty  +  M, 


und  es  ergibt  sich  daher:  ^»3f=  —  DZ^j. 

Jetzt  zeichnet  man  eine  zweite  Parabel  ÄS^B^  welche  die  Pfeilhöhe 


^J=W+(i>  +  <7«)-g-(l~v) 


hat  und  deren  Ordinate  an  der  SteUe  x 


x(l  —  x) 


ist,  weshalb  man  ,„a»3/=  +  /)Z)j  erhalt. 

6.  Das  größte  aller  Balken- MomefUe  entsteht  sehr  nahe  der  Stelle  x=z-r-L 
Es  kommt  dort  nur  eine  Belastungsscheide  in  Betracht,  und  es  ist  daher  (wegen 

54v»x'«        ^     2     ^         '^      2      ^  '^4 

1  3 

Ißt  a;r=--/  und  x'=:--l  geht  dieser  Wert  über  in 
4  4 

Für  den  Gurtquerschnitt  des  Vei-steifungsbalkens  ergibt  sich  nun  an  der  be- 
trachteten Stelle  der  Wert 

wo  a  die  zulässige  Spannxmg  bedeutet.  Es  enipfiehlt  sich,  den  auf  diese  Weise 
gefundenen  Querschnitt  der  Berechnung  der  Ziffer  v  xtigrunde  tüu  legen  y  weil  die 
Momente  mit  abnehmendem  v  wachsen  und  es  deshalb  ratsam  ist,  den  Wert  v  eher 
etwas  XU  klein  als  xu  groß  xu  nehmen.    Wir  setzen  daher: 

(»)         «=3ll^[-f(-|)"+<-+-><'-)]  +  ^- 

7.  Grenxwerte  der  Querkräfte  infolge  der  betreglichen  Belastung.  Nachdem 
die  SchlußÜnie  Ä"B''  in  wagerechte  Lage  gebracht  worden  ist  (Pig.  282  u.  286), 
wird  im  Abstände  S'B"=^4:f:S'*  die  Wagerechte  SS'  eingetragen.*)  Hierauf  wird, 
behu&  Ermittlung  der  Querkraft  maxQp  des  Feldes  FiF^^  durch  Ä"  eine  Parallele 


*)  Damit  Fig.  286  recht  deuÜich  werde,  nahmen  wir  die  Balkenachse  zusammen- 
fallend mit  der  Geraden  SS'  an. 
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zu  dem  Kettengliede  F'F"  gezogen,  der  Schnittpunkt  E  dieser  Geraden  mit  SS' 
bestimmt  und  (yorausgesetzt,  daß  E  Ünls  von  B"  liegt)  der  Balken  zwischen  E  und 
der  Feldmitte  belastet    Für  diesen  Belastongszustand  werden  nun  mit  Hilfe  der 

zweiten  J.-Iinie  and  der 
zweiten  JJ-Iinie  die  "Werte 
A  und  H  dargestellt,  und 
dann  wird  gefunden: 

(26)    ^Q,  =  A-H\%9r, 

wo  a"  den  Winkel  bedeu- 
tet, welchen  F'F"  mit  der 
Wagerechten  einschliefit  Die 
zweite  J.-Linie  ist  eine  Pa- 
rabel, deren  Scheitel  bei  B^ 
liegt,  und  die  zweite  ^-linie 
wird  in  derselben  Weise  be- 
stimmt wie  beim  Bogen  mit 
zwei  Gelenken  (Gleich.  (46), 
Seite  242);  nur  mit  dem 
Unterschiede,  daß  y  einen 
anderen  Wert  annimmt  Ver- 
gleiche auch  die  auf  Seite  243 

gelöste  Aulgabe.     liegt  E  rechts  von  ^,  so  wird  der  Balken  von  der  Mitte  des 

Feldes  F^F^  bis  B  belastet 

Zur  Berechnung  von  mmQ^  dient  schließlich  die  Gleichung 


Fig.  286. 


(27) 


minQp  +  mazQp  =  Qp  ^px"  (1  —  v). 


r^---^ - 

^             1 

,  "< 

IV/^ 

1  ^ 

■»       Tr 

<.  V.*    P^  P* 


Fig.  287  u.  288. 


Ein  zweites  Verfahren,  ma»Qp  zu  ermitteln,  ist  auf  Seite  268  und  269  erläutert 
worden;  dasselbe  setzt  gleiche  Feldwoiten  und  feste  Werte  der  Enotenlasten  yonns; 
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und    ein  drittes  Verfahren,  ebenfalls  für  gleichlange  Felder  und  feste  Knotenlasten, 
ergibt  sich  wie  folgt: 

Belastet  man  r  Knotenpunkte,  von  B  aus  gezählt,  Fig.  287,  mit  je  pX,   so 
entsteht 

(28)     A=i"-u;ti)A 

und  (nach  der  Formel  9,  Seite  271,  mit  /  =  nX): 


(29) 


^r=-^^[l(«-l)  +  2(«-2)  +  3(«-3)  +  ...  +  r(n-r)]X« 
—   ^^'^    r(r+l)(3w  — 2r— 1), 


%fl 
wofür  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (28)  auch  schreiben  darf 

(30)         H^^A^-^tz^^^Zl}!,. 

Zur  zeichnerischen  Bestimmung  der  Werte  Ar  und  Hr  mache  man  (nach  Fig.  287) 
AoJ=^^  bestimme  senkrecht  unter  r-|-l  auf  der  Geraden  BoJ  den  Punkt  L, 

ziehe  LRWÄoB»  und  verbinde  R  mit  Bo.    Die  Geraden  BoÄc  und  BcR  schneiden 

auf  der  Senkrechten  durch  r  die  Kraft  r'V  =  Ar  ab. 

Verlängert  man  jetzt  BoAo  um  AoC=Ofi{l  —  X),  macht  CZ>  =  2/':¥  und 
bringt  die  Gerade  Dr"  mit  der  Wagerechten  durch  r'  in  r'"  zum  Schnitt,  so  erhält 
man  r'r"  =  fl^,  welcher  Wert  nun  von  einer  Wagerechten  A'B'  aus  als  Ordinate 
aufgetragen  wird. 

Soll  nun  die  Querkraft  «msQp  für  das  Feld  FiF^  bestimmt  werden,  so  suche 
man  mit  Hilfe  von  A^JEWF'F^  die  Belastungsscheide  E  auf  und  nehme  nur  die 
zwischen  E  und  dem  Schnitte  tt  gelegenen  Knoten  belastet  an.  Es  seien  dies  die 
Knoten  r,  (r  —  1),  .  .  .  .  k-^-l.    Dann  entsteht 

A  =  Ar-Aj,;    H^Hr-Hj,',     ^,(S!p  =  ^-^tga".*) 

8.  Die  Querkräfte  Qt  infolge  eitler  Temperaturänderung  sind 

Ö«  =  +  Ätga    =+      ^      ^  ; 
sie  sind  ebenso  groß  wie  die  Querkräfte  eines  nicht  an  der  Kette  hängenden  ein- 
fachen  Balkens -45,  welcher  gleichmäßig  mit  + — -j^-^   für   die  lÄngeneinheit  be- 
lastet ist. 

9.  Die  Oesamtquerkräfte  : 

SfHt 


mox 


Q^^Q^  +  y-'p-x-'+Q,**) 


min\f  —  min\fp  '    .«         «^     ~J~  Vp 


SfH,    .„ 


=  -^Q,+  0,—^^x"+Q, 


lassen  sich  jetzt  übersichtHch  wie  folgt  dai-stellen. 


*)  Dieses  Verfahren  läßt  sich  selbstverständlich  auch  beim  Zweigelenkbogen  mit 
annähernd  konstanter  Höhe  A,  sowie  bei  dem  im  vorigen  §  behandelten  Versteifungs- 
balken mit  parallelen  Gurtungen  anwenden. 

**)  Ä   sei   der   absolute  Wert   des  Horizontalzuges  infolge   einer  Temperatur- 
änderung. 
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Man  trage  von  der  Wagerechten  A'B'  aus  (Fig.  289)  die  Querkräfte  ■„<>,  auf 

und  addiere  zu  den^ielben  die  Querkräfte  eiuBS  gieichmäBig  mit7,(l — ») -j '--- 

für  die  lÄngeneinheit  belasteten  Bulkens,  welube  letztere  in  bekannter  Weise  mittels 
einer  Geraden  J,M  gewonnen  werden,  wobei  Ä'M^  —  l  und  J,j1'^j,(1  —  ij-r- 
-\-',—^, —  ist.    Das  Ergebnis  ist: 


a  die  Gerade  JiM  durch  die  init  Hilfe  \ 


bestimmte  Grade  J,  M,  so  erhält  ti 


■o^;  " 


Innerhalb  eines  Feldes  hat  Q  einen  festen  Wert, 

108.  Zahlenbeispiel  (Tafel  6).  Es  soU  eine  versteifte  Kettenbrücke  mit 
folgenden  Abmessungen  berechnet  werden: 

Stützweite  der  Kette  i,  ^75",  des  Balkens  (  =  72";  Pfeil  der  Kette,  gemessen 
bis  zur  SchlußUnie  /"=9,0-  (/",  =  nmd  9,7");  lÄnge  der  unter  a'=35'  geneigten 
Buokhaltkette  *'  =  27-;    Hübe  des  Versteifuiigsl]al];em  A  =  2,0-;    Feldweite  X  =  3". 

Die  ständige  Belahtiuig  für  jeden  der  beiden  die  Brückenbahn  stützenden  Haupt- 
trügor  sei  j  ^=  2,8'  für  den  Meter,  die  bowi-gliohe  p  ^  l^ö*.  Es  sei  in  Aussicht  ge- 
nommen, die  Brücke  zuerst  unversteift  auszuführen  (vergL  Seite  266)  weehalb  g,=g 
^23*  und  jf,^^0.     Die  Temperaturänderung  sei  (  =  +  40°  C. 

1.  AbaekäUMog  des  QtierscknittscerkällHÜses  F,  :  Fi,  {F,  =s  Gurtquerschnitt  des 
Balkens,  fV  =  Querschnitt  der  Kette  im  Scheitel)  behufs  Berechnung  der  Ziffer  •. 
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15    Ä«    S^     Fe  -     ,    ^^^o   ^^c 


1  +  T^^^-^  1  +  0,0968 


16   /^    /    JPlb  '     '         Fj, 

Schätzt  man  zuerst  Fe  :Fh  =  0^40   bis  0,45,   so   erhält  man   v  =  0,962   bis 
V  =  0,957,  also  rund  v  =  0,96.    Aus  der  Fonnel 

aFj,  =  H^  =  -^j[g^  +  ((fn  +  p)^]  +  tEFj,i(l-^) 

folgt  nun  der  erforderliche  Kettenquerschnitt  im  Scheitel 

SfltJ  —  tEtil  —  M)] 
und,  wenn  für  eine  schweißeiseme  Flacheisenkette  die  Beanspruchung 

a  =  1000*y  f.  d.  qcm  =  10000^  f.  d.  qm 
zugelassen  und  £^=240^  f.  d.  qm  gesetzt  wird: 

F-         72»  (2,8 +  1,5 -0,96)  _flftqi7„^ 

^* -  8. 9 [10000 -240. 40. 0,04]  " ^'^^^ *"*• 

Der  Neigungswinkel  a  der  äußersten  Glieder   der  parabelförmig  gerechneten 
Kette  ist  durch 

bestimmt,  und  es  muß  daher  der  Kettenquerschnitt  bis  zu  iT^secai  =~^^ —  y  5 

=  0,0356  ^t»  anwachsen.    Im  vorliegenden  Falle  empfiehlt  es  sich,  der  Kette  den 
überall  gleichen  Querschnitt  0,0356  qni  zu  geben,  also  auch  i?lb  =  0,0356  zu  setzen. 
Nun  ergibt  sich  der  Horizontalzug  infolge  der  Temperaturändenmg: 

Ht  =  tEFit  (1  —  v)  =  240 . 0,0356  •  40  -  0,04  =  13,7' 

und  der  Gurtquerschnitt  des  Batkens  nach  Gleichung  (25)  (wegen  </„  =  0) : 


'••=-Sfr[^(-F+<'-)]+ 


4Ä(j 

Wird  a  =  750*»  f.  d.  g(wt  =  7500«  f.  d.  qm  gestattet,  so  folgt: 
„         3.72«.  1,5    r    1      /^Qß       4V.  ^^.-|  ,     3. 13,7-9,0 
^^  =  32T2;ö77ioö  I-ÖW  i^'^^  ""  ^/  +  ^'^J  +  4T2,ÖV75ÖÖ-  =  ^'^^^^' 
Hiemacli  ist: 

i^  =  S-  =  ''*^  ""'  -=    l  +  0,o4.0,433    =»'^^^«' 

also  rund  v=0,96,  übereinstimmend  mit  dem  zuerst  gefundenen  Werte  von  v.   Eine 
Wiederholung  der  Rechnung  ist  daher  nicht  erforderlich,  und  es  darf  die  Unter- 
suchung der  Versterfungsbalkens  mit  v  =  0,96  durchgefühi't  werden. 
Der  größte  Horizontalzug  der  Kette  ist 

--ff  = -^  (if  +  Pv)  +  5i  =  gf|ö- (2,8  +  1,5 . 0,96)  + 13,7  =  319« 

und  der  größte  Zug  in  einer  Hängestange: 

— Z  =  fl;«.  (<«  a»  -  tg  ou+O  = -ff«« -^  =  319  ^-^^^  =  14'. 
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Für  die  Rückhaltkette  erhält  man: 

S,^  =  H,^  sec  35*  =  SSO«, 

und  der  Druck  auf  den  Kettenpfeüer  ist: 

H^itgdb'^  +  tg a,)*)  =  319  [0,7  +  0,5]  =  383*. 

2.   Spannkräfte  in  dm  Ourtungmj  Fig.  290.    Die  zur  Ermittlung  der  Be- 
lastungsscheiden dienende  Wagerechte  SS'  liegt  im  Abstände 

4/__4^9,0    _ 
3v~  3-0,96  -     '^ 

von  der  A"B"\  ihre  Schnittpunkte  lo,  2o,  3o,  .  .  .  .  mit  den  Geraden  JL"1',  A''2\ 
^."3",  .  .  .  bestimmen  die  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  .  .  .  entsprechenden  Be- 
lastungsscheiden. In  Fig.  290  wurde  die  Kette  parabolisch  angenommen.  Auf  der 
Senkrechten  durch  B"  wurde  die  Strecke  5"0"  =  4/'=:36*"  aufgetragen  und  in  24 
gleiche  Teile  zerlegt.  Die  von  den  Teilpunkten  1",  2",  3",  .  .  .  nach  A"  gezogenen 
Strahlen  schneiden  dann  die  Senkrechten  durch  1,  2,  3,  ...  in  den  Kettenpunkten 
1',  2',  3'  .  .  .  und  die  Gerade  SS'  in  den  Punkten  1©,  2©,  3©,  .  .  .  . 

Die  Werte  -j-  wurden  nach  dem  auf  Seite  276  bis  279  zur  Ermittlung  der 

Momente  M  benutzten  Yerfahren  bestimmt.  Punkt  1©  liegt  im  Abstände  £,  =46,91* 
von  der  Senkrechten  B"B\  und  es  ist  daher  die  zugehörige  Ordinate  der  nach 
Fig.  284,  Seite  278  aufzutragenden  kubischen  Hilfsparabel: 

p£.»  _  1,6 .  46,91»  _ 

-Ölh  -  6.72.2,0" - ^^'^  ^^'^^''- 

Die   PfeühÖhen   der   gemeinen  Parabeln  A'LiB'   und   A' L^B'   sind  (wegen 
^^  =  0),  bezw. 

Htf        13,7 . 9,0 


k    ""       2,0 
und 


=  61,66  Tonnen  =  mnd  62  Tonnen 


^tf      ,       pl^      ,,  ,  ^.  ^c     .     1,6.  72«.  0,04  ^    oi    rn 

+ -4t- (1  —  v)  =  61,65  +  ^- -^-s^^-^— =  rund  81  Tonnen. 


k      '     8Ä    '         '  '       •  8-2,0 

Die  Zeichnung  liefei*t  für  die  Knoten  1,  2,  3,  ...  12: 

■:^  =  +  32;   +69;   +80;   +97;   +108;   +115;   +118;    +118;    +115; 


+  111;  +  109;  +  108  Tonnen 

wn-^  =  — 29;  —53;  —72;  —86;  —95;  -101;  —102;  —101;  —97;  —93; 

—  90:  —89  Tonnen. 
Durch  diese  Werte  sind  die  in  Fig.  293  zusammengestellten  Spannkräfte  in  den 
Gurtungen  bestimmt 

3.   Spannkräfte  D  in  den  Diagonalen.    In  einer  unter  dem  Winkel  9  gegen 
die  Wagerechte  geneigten  Diagonale  entsteht  die  Spannkraft 

~~  smqp 

wo  Q  die  Querkraft  für  das  fragliche  Feld  bedeutet    Das  obere  Vorzeichen  gilt  für 
eine  linkssteigende,  das  untere  für  eine  rechtssteigende  Diagonale.    Da  9  für  samt. 

liehe  Diagonale  gleich  groß  ist  (—. =  1,80281 ,  so  wurden  an  Stelle  der  Quer- 

\  sin  <p  ' 

4/- 
*)  Genügend  genau  ist  tg  a^  =  —j-  • 
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krafte  Q  sofort  die  AVerte  Q'  =:  — — —  dargestellt  und  zwar  nach  dem  auf  Seite  280, 

sinqp         ° 

Fig.  287  und  288  für  die  Ermittlung  der  Kräfte  Q  ang^ebenen  Verfahren.  Hier- 
nach sind  die  Ordinaten  der  für  feste  Knotenlasten  j9X  aufgetragenen  zweiten  (A  :sin  9)- 
Linie  durch  die  Strecke  (Fig.  291) 

"         2sm9  2 

bestimmt     Die  Ordinaten   der  zweiten  (iT:  sin  <p)- Linie  wurden   nach  Festlegung 

des  Punktes  2>  [mittels  i7Ö"=  4  (^  —  ^)  = -^C^^  —  3)  =  34,50-    und    CD=^ 

O  .  9  Q 

=  —  ^    =  18,75*"]  auf  die  früher  beschriebene  Weise  (Fig.  287)  aus  den  Werten 

J.  :  sin  9  hergeleitet;  die  Hilfslinien  sind  größtenteils  wieder  ausgelöscht  worden. 
Für  ^4 :  sin  9  und  ^ :  sin  9  wurden  auf  Tafel  ö  die  kürzeren  Zeichen  Ä'  und  H' 
eingeführt. 

Wird  nun  beispielsweise  maxQp  füi*  das  dritte  Feld  gesucht,  so  zieht  man 
von  A"  aus  zu  dem  Kettengliede  ///  eine  Parallele,  bringt  diese  mit  der  Wage- 
rechten SS'  in  i7/o  zum  Schnitt  und  erhält  in  der  Senkrechten  durch  III^  eine 
Belastungsscheide.*)  Hierauf  nimmt  man  die  zwischen  dem  fraglichen  Felde  und 
JZ2^  gelegenen  Knotenpunkte  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10  mit  je  p  X  belastet  an  und  findet 
für  diesen  Zustand: 

.4  H 

--.    —  =  A^' —  All': =  Ä' —  jöi/,    mithin 

sm  9  sm  9 

•««<?,'=  (^'~^u)-W- ^11')  tga,. 

Der  Kürze  wegen  haben  wir  auf  Tafel  5  den  Wert  A^' — ^„'  mit  Am  be- 
zeichnet und  den  Wert  (H^ —  ^,1')  tg  a,  mit  Tju-  Die  letztere  Kraft  ist  mittels  der 
zum  Kettenglied  ///  rechtwinkligen  Geraden  ///'  bestinmit  worden. 

Auf  dieselbe  Weise  wurde  die  Kraft  maxQp  für  alle  Felder  der  linken  Bfilken- 
hälfte  in  der  Form  dargestellt: 

maxQ'pI=^Al—   Ti\     maxQ'pII=  All  —  Tn\      U.    S.    W., 

wobei  zu  beachten  ist,  daß  nur  den  Feldern  /  bLs  VIII  Belastungsscheiden  Iq.  ..  VIII^ 
entsprechen.  Für  das  iXte  Feld  entsteht  maxQpf  sobald  sämtliche  rechts  von  diesem 
Felde  gelegenen  Knoten  belastet  sind,  weshalb  Aix=A^'  und  ^=i2itga9,  und 
ebenso  folgt  Ax=Aiq^  7x^i?io'tg«io  ^-  ^-  w- 

Die  so  gewonnenen  Kräfte  fwuQp  sind  in  Fig.  292  im  Maßstabe  1"«»  =  1*  von 
der  Gefaden  AM  aus  nach  unten  aufgeti'agen  worden.  Hierauf  wui'de  die  Gerade 
J,  M  mittels 

ÄJ,  =  -//A  =  ^:^^_}^ .  1,8028  =  12,36. 
'       /sm9  72  '  ' 

festgelegt  und  für  jedes  Feld  die  Kraft  «,«<?'  nach  dem  auf  Seite  281,  Fig.  289, 
angegebenen  Verfahren  bestimmt. 

Zur  Ermittlung  der  mtnQ'  müßte  die  Gerade  J,  3/  durch  eine  Gerade  J^M 
(Fig.  289)  ersetzt  werden,  wobei 


-.- ^;(l_v)         ^ 

/  sm  9  -  '  2  SIE 

zu  machen  wäre.    Es  unterscheiden  sich  aber  die  Ordinaten  der  Geraden  Jj  M  und 


^•''=/sU— ^'^'-^^2sS<p-ll'««' 


*)  Ist  die  Kette  parabelfönnig,  so  sind  die  von  A"  aus  nach  den  bereits  in 
Fig.  290  benutzten  Punkten  1",  3",  5",  7",  ...  gezogenen  Geraden  beziehungsweise 
parallel  zu  den  KettengHedern  /,  IT,  IZ7,  /F,  .  .  . 
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J^M  so  wenig  voneinander,  daß  es  im  vorliegenden  Falle  erlaubt  ist,  «^«0'=  — ««9 
zu  setzen. 

Die  Ergebnisse  lauten  für  die  Felder  1,  2,  3,  ...  12: 

^W'=±39';  33';  29';  26';  24';  23';  23';  24';  25«;  25';  25';  25'; 

denselben  entsprechen  die  in  die  Figur  293  eingeschiiebenen  Spannkräfte  D. 

Der  Widerstand  A  am  linken  Auflager  des  Balkens  ist,  falls  kein  Endquertrager 
angeordnet  wird: 

A  =  D^  sin  <p,  woraus  n^xA  =  +  21,6 ' ;   ndnA  =  —  21,6  *. 

Der  positive  "Widerstand  ist  nach  oben  gerichtet,  der  negative  Wert  A  muß  durch 
einen  Anker  aufgenommen  werden. 

Ist  ein  Endquerträger  vorhanden,  so  entsteht 


ma* 


A  =  21,6  + 


21,6  +  i^^  =  +  24', 


2  '^   •  2 

während  mtnA  den  oben  angegebenen  Wert  behält,  weil  bei  der  Belastung,  welche 
„rinA  erzeugt,  der  Knoten  0  unbelastet  bleibt. 

Wir  empfehlen  dem  Leser,  auf  Grund  der  angegebenen  Spannkräfte  nunmehr 
die  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe  zu  berechnen,  die  genauere  Einflußlinie  für  H 
als  Biegungslinie  für  den  Zustand  H=  —  1  darzustellen  imd  für  einige  Momente 
und  Querkräfte  die  Einflußflächen  abzuleiten.  Diese  schärfere  Ermittlung  der  ^-Linie 
erfolgt  genau  wie  bei  dem  in  Nr.  96  behandelten  Zahlenbeispiele,  und  es  dürfte 
deshalb  übei*flüssig  sein,  hier  näher  darauf  einzugehen. 

104.  Der  Stabbogen  mit  daräberliegendein  Versteifimgsbalken« 
Pig.  294,  läßt  sich   als  umgekehrte  versteifte  Kette  deuten   und  mit 

Hilfe  der  im  vorstehen- 
p  den    entwiclfelten  Yer- 

js  fahren  untersuchen.  Die 

Glieder  des  Stabbogens 
und     die     senkrechten 
Zwischenstäbe    werden 
natürlich  auf  Druck  be- 
ansprucht;   auch    muß 
man    zur    Bestimmung 
der  Punkte  Ä'  und  B'' 
die  äußersten  Glieder  des 
Bogens  über  jR  und  T 
hinaus  verlängern.  End- 
lich sind  bei  Berechnung  des  Horizontalschubes  H  mit  Hilfe  der  für 
den  Horizontalzug  der  Kette  abgeleiteten  Formeln  die  Längen  s'  und  s" 
der  Eückhaltketten  gleich  Null  zu  setzen. 

In  Kg.  294  ist  ein  bei  A  xmd  B  auf  den  Pfeilern  gelagerter  Balken 
gezeichnet  worden,  in  Kg.  295  ein  an  den  Enden  mit  den  Kämpfer- 
gelenken durch  senkrechte  Stäbe  verbundenes  Versteifungsfachwerk. 
Während  das  erstere  Tragwerk  Lasten  beliebiger  Richtung  aufzunehmen 
vermag,  ist  letzteres  nur  senkrechten  Lasten  gewachsen.   Damit  es  fähig 


Fig.  294. 


§  9.    Stabbogen  mit  darüberliegendem  Yersteifungsbalken. 
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werde,  auch  wagerechte  Lasten  auf  die  Pfeiler  zu  übertragen,  lege  man 
einen  Knoten  des  Versteifungsbalkens  auch  im  wagerechten  Sinne  fest, 
z.  B.  B  in  Kg.  295  a.  Führt  man  dagegen  den  Stabbogen  bis  an  den 
Balken  heran,  Kg.  296,  so  erhält  man  ein  Fachwerk,  welches  nur  in 
den  Punkten  jR  und  T  gestützt  zu  werden  braucht;  dasselbe  ist  steif 
und  einfach  statisch  unbestimmt. 


<- a 


^..* ... 


Fig.  295. 


Fig.  295  a. 


Fig.  295b. 


Fig.  296. 


Für  den  in  Fig.  295   dargestellten  Träger   ist   die  Anzahl   der  Knotenpunkte 
k  =  27,  der  Stäbe  5  =  50  und  der  Seitenkräfte  der  Stützenwiderstände  a  =  4*),  mithin 

2ifc  =  s  +  a  (d.h.  54  =  50  +  4), 

80  daß  man  versucht  sein  könnte,  den  Träger  für  einen  statisch  bestimmten  zu 
halten.  Ein  Blick  auf  die  in  Fig.  295b  eingetragene  Figur  F'  lehrt  aber,  daß  hier 
ein  bewegliches  Stabgebilde  vorliegt,  ein  Tragwerk,  welches  sich  nur  in  gewissen 
BelastimgsfiQlen  als  brauchbar  erweist,  dann  aber  statisch  unbestimmt  ist;  und  zwar 
ist  leicht  einzusehen,  daß  einer  am  Versteifungsbalken  angreifenden  wagerechten  Last 
erst  dann  von  den  Spannkräften  der  anfänglich  senkrecht  stehenden  Zwischenstäbe  das 
Gleichgewicht  gehalten  werden  kann,  wenn  diese  Stäbe  infolge  einer  Verschiebung 
des  Balkens  eine  geneigte  Lage  angenommen  haben.  Fällt  der  Stabbogen  mit  der 
Geraden  RT  zusammen  (/*=0),  so  ist  das  Fach  werk  ein  solches  von  unendlicher 
Beweglichkeit;  Gleichgewicht  ist  üi  diasem  Falle  bei  einer  wagerechten  Belastung  des 


*)  "Wir  erinnern  daran,  daß  bei  Ermittlung  der  Zahl  a  der  Widerstand  eines 
festen  Auflagers  in  zwei  Seitenki-äfte  zerlegt  werden  muß.  Einem  beweglichen 
Auflager  entspricht  a  =  1. 
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YeTSteifimgsbalkens  überhaupt  nicht  möglich.  Sonst  ist  die  Beweglichkeit  —  starre 
Stabe  vorausgesetzt  —  eine  unendlich  kleine,  und  es  liegt  einer  der  auf  Seite  37 
hervorgehobenen  Ausnahmefälle  vor. 

Haben  Stabbogen  und  Versteifungsbalken  einen  Knotenpunkt  gemein 
und  wird  trotzdem  das  eine  Balkenauflager  festgemacht  ^g.  297),  so 
entsteht  ein  steifes,  zweifach  statisch  unbestimmtes  Fachwerk.  Als  statisch 
nicht  bestimmbare  Größen  führt  man  zweckmäßig  die  wagerechten 
Auflagerwiderstände  H^  und  H^  ein;  man  berechne  sie  mit  HiKe  des 
im  §  6  gelehrten  allgemeinen  Verfahrens  und  leite  die  Einflußlinie  für 
H„  und  H^  aus  den  Biegungslinien  für  die  Zustände  jffo  =  —  1  und 
J31  =  —  1  ab. 


Fig.  297. 

Eine  solche  zweifache  statische  Unbestimmtheit  entsteht  natürlich 
auch  dann,  wenn  eine  der  Hängestangen  der  in  Fig.  277  dargestellten 
versteiften  Kettenbrücke  die  Länge  Null  erhält;  und  man  kann  hieraus 
schon  schließen,  daß  im  Falle  sehr  kurzer  mittlerer  Hängestangen  die 
unter  der  Voraussetzung  einer  einfachen  statischen  Unbestimmtheit 
gewonnenen  Ergebnisse  nicht  mehr  ganz  scharf  sein  können,  eine  Tat- 
sache, die  sich  auch  in  der  Weise  erklären  läßt,  daß  die  Neigungs- 
winkel sehr  kurzer  Stäbe  schon  bei  einer  geringen  Formveränderong 
des  Fachwerks  sich  wesentlich  ändern  können,  was  dann  zur  Folge 
hat,  daß  die  Annahme  verschwindend  kleiner  Winkeländerungen  nicht 
mehr  zutrifft. 


§  10. 

Einfach  statisch  unbestimmte  Bogen-  und  Kettenbrücken  mit 

mehreren  Öffnungen. 

105.  Die  nächste  Untersuchung  beschäftigt  sich  mit  einer  Reihe 
einfach  statisch  unbestimmter  Bogen-  und  Kettenbrücken  mit  mehreren 
Öffnungen,  deren  Berechnung  sich  eng  an  die  Untersuchungen  der 
vorigen  Paragraphen  anschließt     Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe 


§  10.    Bogen-  und  Kettenbrücken  rnit  mehreren  Öffnungen. 
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wird  durchweg  der  Horizontalschub  (beziehungsweise  Horizontalzug)  H 
eingeführt  und  zur  Ermittlung  von  H  infolge  einer  senkrechten,  in  m 
angreifenden  Last  P^  wird  die  Gleichung 

H=P^ ?-' 


2S'«5 


F 


benutzt,  wobei  8'  die  mit  EF„  multiplizierte  senki-echte  Verschiebung 
bedeutet,  welche  m  bei  Eintreten  des  gedachten  Belastungszustandes 
H  =  — 1  erfahren  würde,  während  8'  die  Stabkraft  für  den  Zustand 
H  =^  —  1  ist  Die  zu  betrachtenden  Tragwerke  lassen  sich  in  zwei 
Gruppen  scheiden;  bei  den  Gebilden  der  einen  Gruppe  besteht  das 
statisch  bestimmte  Hauptnetz  aus  einer  Reihe  von  EinxeÜ)alken,  während 
die  anderen  im  Falle  ff=0  in  Gerbersche  Balken  übergehen. 


a.   Das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  besteht  aus  einer  Folge  von 

Einzeibailcen. 

106.  Bogenbrnoke  mit  melireren  Öffiinngen.  Die  über  einem 
Mittelpfeiler  zusammentreffenden  Bögen  erhalten  dort  ein  gemeinschaft- 
liches,  auf   wagerechter  Bahn   geführtes  Kämpfergelenk,   damit  diese 


Fig.  298. 

Pfeiler   nur   senkrechte  Drücke   erfahren.    An  den  Enden  sind  feste 
Kämpfergelenke  angeordnet.  Kg.  298. 

Liegen  sämtliche  Gelenke  in  einer  wagerechten  Geraden,  so  sind 
die  senkrechten  Stützenwiderstände  -4,  J5,  C  unabhängig  von  H  und 
ebenso  groß  als  bestände  das  Tragwerk  aus  einzelnen  Balken  AC^^ 
CjOg,  .  .  .  Man  erhält  z.  B.  für  die  in  Kg.  298  angenommene  Be- 
lastung: 

-^  —  ^1  ~r~'     1  —  ^1  T~  '      2  ~7~:  ^2  —  -'sj  ~7 — r ^Z~i~ 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   IL  1.  19 


B  = 


8  "'S 


l. 


290  £rste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 

Um  die  Ä-Linie  zu  bestimmen,  berechne  man  für  jede  einzehie 

Öffnung   die   den   Gewichten  w  =  -^ — v*-  entsprechenden  einfachen 

Balkenmomente  M^  —  genau  tn'e  beim  Zweigelenkbogen  (Seite  200)  — 
und  dividiere  dieselben  durch  die  über  die  Knotenpunkte  sämtUcher 
Öffnungen  auszudehnende  Summe:  S;t  =  2yl^?.    Man  erhält  für  P^  1: 

M 

Aus  der  durchweg  positiven  Ä-Linie  werden  alle  übrigen  Einflaß- 
linien  ganz  in  dei'selben  Weise  abgeleitet  wie  beim  Zweigelenkbogen. 

In  Kg.  298  ist  beispielsweise  die  JC-Häche  für  einen  Knoten- 
punkt m  der  Mittelöffnung  C\C^  dargestellt  worden;  sie  unterscheidet 
sich  von  der  Jf^-Eläche  eines  Zweigelenkbogens  C^C^  (abgesehen  von 
den  kleineren  Ordinaten  der  H-JÄnie)  nur  dadurch,  daß  sie  links  von 
C\  und  rechts  von  C^  einen  aus  den  negativ  zu  nehmenden  £^-Flächen 
bestehenden  Zuw^achs  erhält  Denn  Lasten,  welche  außerhalb  der  Öff- 
nung C\C^  liegen,  beeinflussen  das  zweite  Glied  des  Ausdruckes 

Für  den  infolge  einer  gleichmäßigen  Zunahme  der  Anfangstemperatnr 
um  ^°  entstehenden  Horizontalschub  findet  man  (vergL  S.  204) 

*^ Yx ' 

WO  SZ  die  Sunune  der  Stützsveiten  sämtlicher  Öffnungen  bedeutet 

107.   Kette,  versteift  daroh  mehrere  Einzelbalken.   Der  in  Nr.  106 

behandelten  Bogenbrücke  kann  man  die  in  Fig.  299  dargestellte,  durch 
Einzelbalken  versteifte  Kettenbrücke  an  die  Seite  stellen.  Jeder  Balken 
erhält  ein  festes  und  ein  bewegliches  Auflager.  Behufs  Ermittlung  der 
Ä^Linie   berechne   man  auch  hier  für  jede  eiiizelne  Öffnung  die  den 

Gewichten  w  =  -^ — p-  entsprechenden  einfachen  Balkenmomente  3C 

und  dividiere  dieselben  durch  den  Ausdruck 

9?  =  Sx  4-  -^  (S V  sec«  dr+s'  sec  a  -f  s" sec  a") 

F 


4- -  p  -  S ;?: ,  (tg  o,  —  tg  «,  + , ) 


dessen  Summen  sich  über  sämtliche  Öffnungen  erstrecken.    Man  erhält 
für  P=l: 


n= 


SSI 
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Aus  der  durchweg  positiven  H-lime  werden  die  übrigen  Einfluß- 
linien  in  derselben  Weise  abgeleitet  me  im  §  9,  Nr.  101.  In  Kg.  299 
ist  als  Beispiel  die  3/.-Fläche  für  einen  Knotenpunkt  der  Mittelöffnung 
gezeidinet  worden. 

Für  den  Horizontalzug  infolge  einer  Temperaturänderung  erhält 
man  nach  Seite  271  und  272: 


fl;= 


gEFj 


[SV  sec*  a  +  s'  sec  a  +  s"  sec  a 


tf 


+  2Xr(igOLr  —  tgar+i)]. 


Suiii^  •'iMiiiytep^ 


Fig.  299. 


Die  in  den  vorstehenden  Formeln  noch  enthaltenen  Summenaus- 
drücke darf  man  für  die  einzelnen  Offnungen  nach  den  Formeln  be- 
rechnen: 

WO  Zj,  /i  und  c  die  in  Fig.  279  auf  Seite  269  angegebene  Bedeutung 
haben. 

Die  im  §  9  für  Tersteifungsbalken  mit  parallelen  Gurtungen  nach- 
gewiesenen Tereinfachungen  sind  natürlich  auch  bei  der  Kettenbrücke 
mit  mehreren  Offnungen  ausführbar. 

108.  HSngebrfLeke  Aber  drei  Öffimngen,  bestehend  ans  drei  Scheiben, 
Hg.  300»  301.  Jede  Scheibe  ruht  auf  zwei  Gleitlagem.  An  den 
beiden  äußeren  Scheiben  greifen  die  Eückhaltketten  S^  und  S^  an 
SO  daß  jede  dieser  beiden  Scheiben  durch  drei  Widerstände  gestützt 
wird,  deren  Richtungen  sich  nicht  in  einem  und  demselben  Punkte 
schneiden.    Die  mittelste  Scheibe  wird  durch  vier  Kräfte  gestützt,  näm- 

19* 
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licli  durch  die  an  den  beiden  beweglichen  Auflagern  auftretenden  "Wider- 
stände und  durch  die  Spannkräfte  S^  und  Ä^,  welche  an  den  mit  Hilfe 
der  Stäbe  S^  und  S^  festgehaltenen  Gleitlagern  C  angreifen.  Das  vor- 
liegende Trag\verk  ist  deshalb  einfach  statisch  unbestimmt;  es  unter- 
scheidet sich  von  dem  im  I.  Bande,  §  47,  Seite  389  imtersuchten 
Hängewerke  nur  dadurch,  daß  das  Scheitelgelenk  fehlt  Als  statisch 
unbestimmte  Größe  wird  wieder  der  Horizontalzug,  d.  i.  die  überall 
gleiche  w^agerechte  Seitenkraft  H  der  Kettenstäbe  S^y  S,,  Sj,  Ä^,  S^^ 
Sq  eingeführt.  Man  findet  dann  für  die  Slittelöffnung,  mit  den  aus 
der  Kgur  ei-sichtlichen  Bezeichnungen,  die  Angriffsmomente 

Mj,=  MQj,  —  Hyu, 
wo  Mq^  und  Mqj,  die  Angriffsmomente  für  die  Punkte  m  und  k  eines 
einfachen  Balkens  von  der  Stützweite  l  bedeuten.    Berücksichtigt  man 


m0 


Fig.  300. 


bei  ErmitÜung  der  Durchbiegungen  8'  für  den  Zustand  J3'=  —  1  nur 
die  Formänderungen  der  Gui-tungen,  so  erhält  man 


u\  =  — 


w\  =  + 


r'  EF 


=  + 


yuUj, 


.j 


WiU  man  auch  die  Formänderungen  der  .Füllungsglieder  berück- 
sichtigen, so  bedient  man  sich  am  zweckmäßigsten  der  Formeln  (6)  und  (7) 
auf  Seite  105.  Die  Vertikalen  sind  für  den  Belastungsfall  fl^=  —  1 
spannungslos,  sie  haben  also  keineji  Einfluß  auf  die  Durchbiegungen  8'. 

Für  die  über  die  Seitenöffnung  gelegte  Scheibe  findet  man,  nach 
Zerlegung  von  S^  in  ^'  und  IT  (Fig.  301)  und  von  .9,  in  B'  und  JT, 
die  Gleichgewichtsbedingungen 

(.4  —  ^0^  =  ^^^,     {B^B')l  =  Pa 
^'  =  H(iga,-tga),     5'  =  i7(<ga,-tga), 


§  10.    Bogen-  und  Kettenbinicken  mit  mehreren  Öffnungen. 

Pb 
mithin  A=i  —- -{-  H{\jgoL^  —  tg  a) 

5  =  ^'^-fi'(tga,-tga); 


/ 
Die  Angriffsmomente  sind 

Die  Spamikraft  in  einer  Diagonale  ist 


Syu 
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Avo  Vt  das  Lot  von  *  auf  D  bedeutet  M^^^  3/^*?  -^o  ^^^^  ^^^  Werte 
für  den  einfachen  Balken  AB,  Damit  sind  auch  die  Gewichte  w  be- 
stimmt    Zu  beachten  ist,  daß  in  der  Formel 

II  =P. -"' 


2Ä 


y2 


F 


die  im  Nenner  stehende  Summe  die  drei  Scheiben  und  die  sechs  Stäbe 
Sj  bis  S^  umfaßt  Bezüglich  des  Einflusses  der  ständigen  Belastung;^ 
und  einer  Belastung  g'  wird  auf  Seite  267  verwiesen. 


b.   Das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  ist  ein  Gerberscher  Ballcen. 

109.  Ansleger-Bogenbriicke  mit  drei  Öffnungen.  Das  Tragwerk  in 
Fig.  302  besteht  aus  einem  Zweigelenkbogen  A  B  mit  Auslegern  A  G^ 
und  50,,  welche  zur  Unterstützung  der  Einzelbalken  CT/j  and  G^D 
bestimmt  sind.  "Wird  eines  der  beiden  festen  Lager  ^,  i^  in  ein  auf 
wagerechter  Bahn  bewegliches  verwandelt,  so  entsteht  ein  Gerberscher 
Balken  (Zustand  5=0),  dessen  Angiiffsmomente  mit  Mq  bezeichnet 
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werden  mögen,  und  dessen  senkrechte  Stützenwiderstände  ^A,S,C,D 
seien.  Durcli  Hinzotreten  der  Widerstände  H  werden  die  senkrechten 
Auflagerkräfte  sowie  die  Spannkräfte  in  den  äußeren  öfEnungen  CA 
Tuid  BD  nicht  geändert  Nur  im  mittleren  Teile  AB  sind  die  Stab- 
kräfte S  abhängig  von  H;  sie  lassen  sich  auf  die  Form  bringen: 
S=So~S'Hy  wo  in  den  Wert  von  S  im  H=0  bedeutet  und  i' 
die  Spannkraft  infolge  H=  —  1  ist 

Zur  Ermittlung  der  g-Linie  benutzen  wir  wieder  das  Gesetz: 

wo  h'  die  mit  EF,  multiplizierte  Ordinate  der  Biegangslinie  für  den 
Zustand  H=  —  l  Torstellt  Diese  Biegungslinie  besteht  zwischen  A 
und  B  aus  einem  Polygon,  welches  genau  so  bestimmt  wird,  wie  für 


Fig.  302. 

einen  gewöhnlichen  Zweigelenkbogen  AB,  femer  aus  den  Geraden 
A'Gj",  6^"C  und  B'O^',  G^'B',  welche  den  bei  Eintreten  des  Zu- 
standes  ^=  —  1  spannimgslos  bleibenden  Auslegern  und  Emzelbalken 
entsprechen.  Wird  die  Biegungslinie  des  Teiles  AB  durch  Aufaeich- 
nung  eines  Seilpolygons  gewonnen,  so  erhält  man  die  Geraden  Ä'Q^' 
und  B'G^"  als  die  äußersten  Seiten  dieses  Polygons.  Meistens  führt 
jedoch  die  Berechnung  der  /f-Linie  mittels  der  Formel 

S=i  (yeiKl.  §7) 

schneller  zum  Ziele.  In  diesem  Falle  empfiehlt  es  sich,  behnfe  Ver- 
längerung der  fl'-Linie  über  Ä'  und  B'  hinaus,  sämtliche  Gewichte  ir 
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zur   2w  zu  vereinigen,  das  Moment  2iv-j-  zu  berechnen,  welches 

dieses  Gewicht  in  der  Mitte  eines  einfachen  Balkens  Ä'B'  hervorbringt, 

hierauf  senkrecht  zu  A'B'  die  Strecke  RT=  -^^^  -  autzutra^n  und 

42- 


die  Geraden  TA'  und  TB'  zu  ziehen.  Es  ist  dann  A'O^'  die  Ver- 
längerung der  Geraden  TA'  und  B'O^"  die  Verlängerung  von  TB\ 
Lasten  P,  welche  links  von  A'  oder  rechts  von  B'  angebracht  werden, 
rufen  einen  negativen  Horizontalschub  H  hervor. 

Hätte  beispielsweise  der  mittlere  Teil  AB  die  Abmessungen  des  in  Fig.  211 
auf  Seite  212  dargestellten  Zweigeienkbogens,  so  wüMe  zwischen  Ä  und  B  die  in 
Eig.  211  dargestellte  IT-Linie  ohne  jede  Änderung  beizubehalten  sein.  Man  würde 
dann  2«r  =  K  +  ir»  -f  w^  +  «*•  +  tc^)  2  +  10^  =  (0,33  *)  +  0,88  +  2,35  +  15,00)  2 
4-  20,00  =  57,12  erhalten,  mithin 

^u-l  57,12-20 


^^-4T-:S7-X.i83,3ö6   -^'^^• 

Der  Horizontalschub  infolge  einer  Temperaturändenmg  ist  ebenso 
groß  wie  der  eines  Zweigeienkbogens  AB, 

Behu&  Herleitung  der  übrigen  Einflußlinien  aus  der  .ff-Linie  be- 
achte man,  daß  sich  die  Mittelöffnung  bei  unbelasteten  Seitenöffnungen 
genau  wie  ein  gewöhnlicher  Zweigelenkbogen  verhält  Will  man  also 
beispielsweise  die  JlC-Pläche  zeichnen,  so  trage  man  (wie  in  Hg.  220, 

Seite  221)  A'J=  1  -^  auf,  ziehe  JJ5',  bestimme  m'  lotrecht  unter  ?«, 

M 
verbinde  m'  mit  A'  und  subtrahiere  die  fi^Fläche  von  dem  die  — ^^- 

Fläche  vorstellenden  Dreiecke  A'm  B'.  Der  Unterschied  beider  Flächen 
ist  die  Jtf^-Fläche  des  Zweigeienkbogens  AB\  der  Multiplikator  ist 
=  Vm'  Terlängert  man  nun  die  Geraden  m  A'  und  mB'  bis  zu  ihren 
Schnittpunkten  Q^^  O^  mit  den  Senkrechten  durch  öj,  (?,,  und  zieht 
man   schließlich   die  Geraden   ö^'C,    0^'D'^   so   gibt  der  Linienzug 

CQ'A'm'B'Q'D'  die  auf  ^'jB'  als  Nullinie  bezogenen  ^^ -Linie 

des  Gerberschen  Balkens  CABD  an,  und  die  in  Fig.  302  schraffierte, 
zwischen  dieser  Linie  und  der  Ä-Ionie  gelegene  Fläche  ist  daher  die 
gesuchte  Jf^-Fläche. 

110.  Stabbogen,  versteift  dnroh  einen  Oerbersehen  Balken.  Ganz 
ebenso  wie  der  in  Nr.  109  untersuchte  Träger  werden  die  in  den 
Figuren   303    und    304    dargestellten   Stabgebilde   behandelt.      Zuerst 


*)  Der  Wert  Wq  = -7^  = -^-jr^  =  0,33  wurde  früher  nicht  gebraucht,  da  er 

n^*       0,0 

ohne  Einfluß  auf  die  Momente  M^  ist. 
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werden  die  Einflußlinien  fiir  die  MittelÖffnung  genau  so  gezeichnet, 
als  wären  die  SeitenÖffnimgen  gar  nicht  vorhanden,  und  schließlich 
werden  sie  über  A'  und  B'  hinaus  auf  die  vorhin  beschriebene  Weise 
verlängert     In  ¥ig.  303  ist  eine  Ö-Fläche  eingezeichnet  worden. 


ry^^><^1^y4^^^Y^ 


Fachwerkbogen  mit  eingespanDten  Kfimpfern. 

111.  Der  bereits  auf  Seite  156  in  ganz  allgemeiner  Weise  be- 
liaudelte  Bogenträger  mit  eingaspannten  Enden  ist  dreifach  statisch 
unbestimmt  und  erfordert  daher  die  Aufstellung  von  drei  Ehistizitäts- 
bedingungen.  Diese  soll  hier  nach  zwei  verscliiedenen  Verfahren  er- 
folgen, von  denen  das  erste  an  die  Voraussetzung  senkrechter  Lasten 
gebunden  ist,  während  die  zweite  Untersuchung  Eünzeltnifte  beliebiger 
Richtung  berücksichtigen  wird.  Bei  der  Herleitimg  der  Elastizitats- 
gieichungen  dürfen  die  Längenänderungen  der  Füllimgsstäbe  in  der 
Kegel  vernachlässigt  werden.  Beim  Bogen  mit  eingespannten  Kämpfern 
enveist  sich  der  Einfluß  der  Temperaturänderungen  (welche  doch  nnr 
geschätzt  werden  können)  als  so  bedeutend,  daß  eine  allzu  peinliche 
JErmittlung  der  übrigen  Eiiifliisse  noch  viel  weniger  am  Platze  ist, 
wie  beim  Zweigelenkhogen.  Auch  die  Annahme  eines  überall  gleichen 
oder  nach  einem  einfachen  Gesetze  sich  ändernden  Gurtquerschnitts  ist 
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zur  Vereinfachung  der  Eechnung  meistens  zulässig.  Trotzdem  ist  auch 
das  genaue  Verfahren  im  folgenden  durch  ein  Zahlenbeispiel  ausführ- 
lich erläutert  worden. 

a.   Erstes  Verfahren. 

112.  Einfliifi  einer  senkrechten  Einzellast  (Fig.  305).  Die  Einzel- 
last P  erzeugt  Stiitzenwiderstände  (Kämpferdrücke)  K^  und  K^^  welche 
P  in  demselben  Punkte  C  treffen,  und  deren  Schnittpunkte  mit  den 
Senkrechten  durch  die  äußersten  Stützpunkte  A  und  B  mit  F^  und 


<-':ff—^ 


FiiT.  305. 


jPg  bezeichnet  werden  mögen.    Der  linienzug  F^  CF^  heißt  das  Mittel- 
kraftpolygon  und  die  Gerade  F^F^  die  Schlußlinie. 

Der  senkrechte  Abstand  NQ  eines  Punktes  des  Mittelkraftpolygons 
von  der  SchlußUnie  ist  gleich  dem  durch  den  Horizontalschub  H  des 
Bogens  dividierten  Biegungsmomente  M^  eines  durch  die  Last  P  be- 
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anspruchten  einfachen  Balkens  Ä'B\  dessen  Stützweite  =  Z  ist  und  der 
an  den  Enden  frei  aufliegt'*')    Es  folgt  deshalb 

und  hiemach  ist  das  Dreieck  J\  CF^  und  somit  auch  die  Sichtung  von 
Zi  und  JS^  bestinunt,  sobald  die  Schlußlinie  -FiFg.und  der  Horizontal- 
schub  H  gegeben  sind. 

Wir  beziehen  den  Bogenträger  auf  eine  senkrechte  Achse  Ä^  und 
eine  schräg  liegende  Achse  A,.  Neigung  der  A,  und  Lage  des  Ursprungs 
0  seien  vorläufig  beliebig.  Die  Lage  der  Schlußlinie  bestinunen  wir 
durch  Angabe  ihres  Schnittpunktes  F^  mit  der  Achse  J^,  d.  h.  durch 
Angabe  der  Strecke  z^  in  Mg.  305  a,  femer  durch  die  Strecke  e,  welche 
die  zur  Schlußlinie  parallele  Gerade  J^J^  auf  der  Senkrechten  durch  B 
abschneidet 

Behufe  Ermittlung  des  Angriffemomentes  M^  für  irgendeinen 
Kjiotenpunkt  m  führen  wir  durch  m  einen  senkrechten  Schnitt^  zer- 
legen den  von  diesem  Schnitte  in  N  getroffenen  Kämpferdruck  (hier 
iTg)  im  Punkte  N  in  eine  senkrechte  und  eine  wagerechte  Seitenkraft 
und  erhalten: 

M^  =  H'Nm. 

Sind  nun  y„  und  x^  der  senkrechte  bezw.  wagerechte  Abstand 
des  Punktes  m  von  den  Achsen  A^  und  -4y,  so  ergibt  sich 


Nm  =  NQ  —  y^  —  x, 
— =  y,    also  Ä=y  x^  +  ^., 


mithin  (wegen  H-  NQ=:  M^J): 

He 
(1)        M^  =  i¥,^  —  Hy^ /"  ^-  ~  ^^** 

Indem  wir  nun  die  Bezeichnungen  einführen 

(2)         Hz.  =  X'',    ^  =  X'';    H=X"\ 

erhalten  wir  die  Gleichung 

(3)        JC  =  ifo-  -  X.'-  X"x^  -  X"'y^, 
welche  die  Berechnung  der  Momente  M^  gestattet,   sobald  die   drei 
statisdi  nickt  bestimmbaren  Chrößen  X\  X'\  X'"  gefunden  sind. 

Zur  Berechnung  der  X  bedienen  wir  uns  der  Gleichungen  (V)  auf 
Seite  169.    Wir   nehmen    starre  Widerlager   an,    setzen   also  L'=0, 


*)    Man    betrachte  F^  CF^   als  Oulmannsche    MomentenfLache   des    emfachen 
Balkens  A'B\ 
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i"=0,  L'"=0.  Auch  vernachlässigen  wir  die  Formänderung  der 
Füllungsstäbe. 

Die  Spannki-aft   des   einem  Knotenpunkte  m   gegenüberliegenden 
Gurtstabes  ist 

(4)        S  =  Tt^-, 

und  zwar  gilt  das  obere  Voi-zeichen  für  die  obere,  das  untere  für  die 
untere  Gurtung.  Den  Zuständen  A"=  — 1,  Jf"=  — 1,  X'"=  —  l 
entsprechen  die  Momente: 

(5)  JC  =  +  1;     M:'=J^x^x    lC"=  +  y^ 
und  die  Stabkräfte: 

(6)  S'=  T   - ;     S"=  +  -^- ;     S'"  =  +  •^"  . 

r^  r^  r^ 

Wählen  wir  nun  das  Achsenkreuz  A^,  A^  derart,  daß  die  Summen 

LF  '  KF  '  EF  ^ 

verschwinden,  daß  also  die  Bedingungen: 

erfüllt  werden,  so  gehen  die  Gleichungen  (V)  füi*  eiTie  Einzellast  P 
über  in: 


(8) 


A"'S  -~^  =  Ph"  +  S  S"its 
A""S  -Jt^  =  PS"'+  SS"'tts, 


■wo  8',  5",  i'"  die  an  der  Stelle  P  gemesseneu  Ordinaten  der  den  Zu- 
ständen X'=  —  1,  X"=  —  1,  X"'s=  —  1  entsprechenden  Biegungs- 
linien bedeuten. 

Zur  weiteren  Vei-einfacliung  der  Rechnung  schreiben  wir  sämtlichen 
Gurtstäben  denselben  Querschnitt  F  (Mittelwert  der  F^)  zu  und  setzen 
feste  Werte  E^  s,  t  voraus.    Multiplizieren  wir  dann  die  Gleichungen  (8) 

mit  jE'jP,  so  erhalten  wir  mit  der  Bezeichnung:  -^-  =  trj**)  den  Ein- 
fluß  einer  Einzellast  P: 


*)  In  den  angezogenen  Gleichungen  (Y)  ist  p  =  -  -,=  • 

**)  Sollen  verschieden  große  Gurtquerschnitte  Fm  berücksichtigt  wei-den.  so  muß 
wj=s-^ — =-  gesetzt  wei-den. 
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(9) 


X'=P 


EFh' 


7f^  ff 


A  '=  P 


EFl 


X"'=P 


EFh 


tn 


femer  den  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  um  t^\ 


' ") 


(10)  x: 


sEFt:2S's 


^,„_  5EFt:2Ss        ,„_eE'F^SS 's 


Die  Bedingungen,  welche  durch  geeignete  "Wahl  der  Lagen  der 
Achsen  ^,,  A,  zu  erfüllen  sind,  lauten: 

(11)         ^x„wj=0,     ^i/„wj=0,    2x^y^uJ=0, 

Wird  dem  Kiotenpunkte  m  das  Gewicht  trj  beigelegt,  so  fordern 
die  Oleichungen  (11): 

1.  Der  Ursprung  0  muß  mit  dem  Schwerpunkte  der  Gewichte 
w'  zusammenfallen. 

2.  Die  Richtung  der  Achse  Ä^  muß  so  gewählt  werden,  daß 
das  Zentrifugalmoment  der  Gewichte  w'  gleich  Null  ist 

In  der  Regel  wird  der  Bogen  symmetrisch  sein  in  bezug  auf  die 
Senkrechte  durch  die  Mitte.  Dann  fällt  die  Achse  -4,  mit  der  Symmetrie- 
achse zusanunen,  und  die  Achse  A^.  mit  der  wagerechten  Schwerachse 
der  Gewichte  w\ 


\-^ 


¥\g.  306. 


Fig.  307. 


Einen  steigenden  Bogen  leite  man,  falls  der  Unterschied  in  der 
Höhenlage  der  Kämpfer  gering  ist,  nach  Kg.  306  aus  einem  symmetrischen 
Bogen  ab  und  schreibe  den  einander  entsprechenden  Kjiotenpunkten 
beider  Bogenhälften  gleiche  (lewichte  w'  zu.*)  Man  en-eicht  hierdurch, 
daß  die  Achse  A,  mit  der  Mittelsenkrechten  und  die  A,  mit  der  zu 
AB'  parallelen  Schwerachse  der  Gewichte  w'  zusammenfällt 

Ganz  allgemein  findet  in.an  die  Achsen  ^U,  Ay  wie  folgt.  Man  bezieht  den 
Bogen  zunächst  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Achsenkreuz  a:',  y'  mit  wagerechter 
x'- Achse  (Fig.  307),  berechnet  die  Simimen: 

£//-'',  2)^4'x^  Sm'VS  2«''-»'*,  Sm''^'*,  I,tv'x'y\ 

*)  Diese  Annahme  ist  ebenso  zulässig  wie  die  Annahme  F: /*«=!. 
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bezeichnet  mit  g,  r\  die  Koordinaten  von  0  in  bezug  auf  x\  y\  mit  a  den  Neigungs- 
winkel der  At  gegen  die  o;'- Achse  und  hat  dann: 

j*  =  5  —  x' 

2/  =  y'  —  x'  tg  a  —  (tq  —  £  tg  a). 

Die  Gleichungen  3«r'x  =  0,  Str'y  =  0,  SMj'a;y  =  0  liefern  mm: 


(12)  ^  ^""    2.r'    '^--2.' 

Schließlich  bestimmt  man  noch 

2m?'2<»  =  S?r'y'«  —  V2//?'  —  tg»  aSir'j;«. 

Natürlich  kann  man  auch  die  auf  der  Darstellung  von  Momenten  zweiter  Ord- 
nung beruhende  Ermittlung  von  tg  a  auf  zeichnerischem  Wege  mit  Hilfe  von  Band  I, 
§  5—7  ausführen. 

Nach  Festiegung  der  Achsen  J,,  A^  bestimme  man  die  Zähler  der 
für  X\  -X",  X!"  gefundenen  Ausdrücke  (9)  wie  folgt. 

Man  erwäge,  daß  den  Zuständen  X'  ^  —  1,  X"  =  —  1,  X'"  =  —  1 
die  Momente 

(13)         MJ=l\     MJ'  =  x„:    MJ"  =  y^ 

entsprechen,  und  daß  sich  die  mit  EF  multiplizierten  Durchbiegungen 
8',  5",  5'"  als  die  Momente  eines  einfachen  Balkens  Ä'B'  (des  statisch 
bestinmiten  Hauptsystems)  deuten  lassen,  welcher  beziehungsweise  be- 
lastet wird  mit  den  Gewichten: 

^v:=^;  w:'=^-^l^;  u-:"^^^^--  *),  d.  h.  nüt 

'm  'm  'm 

(14)        2^'m=— 2  ;    w^  =——-'^  w„  =  —2-' 

^m  r^  r^ 

Bezeichnet  man  also  die  unter  P  gemessenen  Ordinaten  dieser  ein- 
fachen Momentenlinien  mit  M„\  MJ\  MJ'\  so  erhält  man:  EFh'=  31  J; 
EFh"  =  MS',  EFh'"  =  MJ"  und  findet  schüeßlich  für  die  Einfluß- 
linien der  Größen  -X',  -X",  X'"  die  Gleichungen: 


(15)        A^'  =  P^^' ;  X"  =  P  ^^"•'-  . ;  X'"  =  P  -^'"^  -.,,  .**) 

Aus  den  Einflußlinien  für  die  Größen  -X',  X",  X'"  kann  man 
jetzt  alle  übrigen  Einflußlinien  ableiten  und  zwar  lassen  sich  hierzu 
Terschiedene  Terfahren  anwenden. 


F. 


*)  Vergl.  Seite  192,  Gleichung  (2) ,  in  welcher  -^=-  =  1  zu  setzen  ist. 

**)  Die  Gleichung  für  H=X'"  stimmt  mit  der  im  §  7  zur  Berechnung  des 
Horizontalschubes  eines  Zweigelenkbogens  erhaltenen  Formel  überein.  Nur  ist  jetzt 
y  auf  eine  andere  Achse  bezogen.  Wir  machen  noch  auf  die  im  §  7  für  verschie- 
dene SonderfiOle  gezeigten  Umformungen  und  Kürzungen  der  Gewichte  ic  aufmerksam; 
dieselben  sind  natürlich  auch  bei  eingespannten  Bogenträgern  brauchbar. 
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1.   Mit  Hilfe  der  Gleichungen 

■^m    -^om    -'*•       •y'"    *^m    "V""'    V'* 

Am  Am  hm  k^  k^ 

ermittle  man  die  (2f :  A)-Linien  und  hieraus  nach  Seite  217  und  218 
die  Einflußlinien  für  die  Stabkräfte. 

An  Stelle  von  -t —  schreibe  man  —: — -. — ,  wo  d  eine  beliebig 


irf 


anzunehmende   Strecke  bedeutet.     Die   Multiplikation  der  —r-;  -Y", 
X'"  mit^,  -|^,  l"  führe  man  (nach  Seite  179  und  180)  mit  Hilfe 

^m  ^m  '*m 

von  Winkeln  aus,  deren  Tangenten  gleich  den  Multiplikatoren  sind. 

2.  Man  bestinmie  für  verschiedene  Lagen  der  Einzellast  P  =  1 
die  Mittelkraftpolygone  f\  Ct\  (Fig.  305)  und  benutze  diese  zur  Be- 
rechnung der  Ordinaten  (3f :  Ä)-Linien. 

3.  Nach  Aufzeichnimg  der  Einflußlinien  für  die  Gurtkräfte  be- 
stimme man  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  in  den  Füllungs- 
stäben nach  Nr.  72. 

4.  Man  nehme  die  Lasteinheit  P  der  Reihe  nach  in  sämtlichen 
Querträgerangriffspunkten  an,  zeichne  für  jeden  einzelnen  dieser  Be- 
lastungszustände  einen  Cremonaschen  Eräfteplan  und  bestimme  die 
Einflußlinien  der  Stabkräfte  mit  Hilfe  dieser  Kräftepläne. 

113.   Die  Angabe,  das  Mittelkraftpolygon  F^CF^  (Fig.  305)  zu 

X' 

zeichnen,  läßt  sich  —  außer  durch  Bestimmung  der  Werte  x^  ^  — ö^ 

£1 

X" 

und  e=  -Yj  l  —  noch  in  folgender  Weise  lösen. 

Verbindet  man  die  Gewichte  w'  und  w"  durch  Seilpolygone 
(Fig.  305),  deren  Polweiten  icj  und  Wn  sein  mögen,*)  so  erhält  man 
nach  Eintragung  der  Schlußlinien  s',  s"  die  Momente 

Mj  =  Wit\\    MJ'  =  Wnt\",    (Fig.  305c  u.  e). 

Die  äußei-sten  Seiten  des  ersten  Seilpolygons  schneiden  sich  auf 
der  Achse  A^^  da  ja  diese  Gerade  die  senkrechte  Schwerachse  der  Ge- 
wichte w'  ist,  und  man  findet: 

17t 

2?//  :wj=  m:k  also  ^w'  =zWi-=-  und  (nach  Gleich.  (15)) 

K 


*)  Zum  ei'sten  Seilpolygon  haben  wir  in  Fig.  305  d  das  zugehörige  Kräftepolygon 
teilweise  gezeichnet. 
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Die  äußersten  Seiten  des  zweiten  Seüpolygons  schneiden  auf  der 

Achse  A^  die  Strecke  'i?  = ; —  ab;  sie  sind  einander  parallel,  weil 

die  Summe  der  Gewichte  w'^  (nämlich  2w^  =  ^xiv')  gleich  Null  und 
deshalb  die  Mittelkraft  der  w''  unendlich  klein  und  unendlich  fem  ist. 
Es  ergibt  sich  nach  (15): 


ff 


X"=F 


V 

und,  wenn  die  Lasteinheit  P  durch  eine  Strecke  von  der  Länge  v  dar- 
gestellt wird: 

-\.rf'  ff  -\.rf  V  h'  f  / 

A     =7]    ;       A    =---71    =721(], 


wobei  n  nach  Mg.  305  e  mittels  der  parallel  zu  den  äußersten  Seiten 
des  ersten  Seüpolygons  gezogenen  Geraden  g^  und  g^  bestimmt 
werden  kann. 

Zerlegt  man  nun  die  Kämpferdrücke  JK'^,  JS^  nach  senkrechter 
Richtung  und  nach  der  Richtung  der  Achse  -1,,  und  bezeichnet  man 
die  senkrechten  Seitenkräfte  mit  A  und  B  (Fig.  305b),  so  findet-  man 
leicht: 

-4:J?=(ö5  +  y  a):a,    wo(7D  =  ^^, 

weshalb 

.        Pb    ,    He        Ph    .    v„       vh    .     „ 

und  hieraus  folgt,  daß  das  Seilpolygon  der  Gewichte  w"  die  Strecke 

v  =  P^  w^elche  seine  äußersten  Seiten  auf  der  Last  P  abschneiden,  in 

die  Teüe 

t\ji  =  Ä  und  7j2»  =  ß 

zerlegt  Hat  man  also  den  Horizontalschub  H  mit  Hilfe  eines  die  Ge- 
wichte w"'  verbindenden  Seüpolygons  durch  eine  Strecke  i)'''  dargesteUt 
(was  möglich  ist,  weü  nach  Gleichung  (15)  die  Kraft  A'"  =  H  pro- 
portional 1)'"  ist),  so  ist  man  imstande,  die  Kämpferdrücke  nach  Größe 
mid  Richtung  anzugeben,  und  braucht  jetzt  nur  noch  einen  Punkt  des 
Linienzuges  F^CF^  zu  bestimmen  (Mg.  308). 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  nun  die  Bestimmung  der  Schnitt- 
punkte R  der  Kämpferdrücke  mit  der  Achse  -4,.  Wir  bezeichnen  die 
Entfernung  des  Punktes  R^  von  der  A^  mit  5  ^uid  berechnen  diese 
Strecke,  indem  wir  die  Summe  der  Momente  der  im  Gleichgewichte 
befindlichen  Kräfte  K^^  iT,,  P  in  bezug  auf  F^  gleich  Null  setzen. 
Yorher  ersetzen  wir  jedoch  P  durch  die  beiden  in  F^^   und  F^  an- 

Pb  Pa 

greifenden  Seitenkräfte  — r—  und  — y— ,  zerlegen  K^  und  K^  auf  die  in 
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Mg.  308  angegebene  Weise,  verschieben  die  in  die  Achse  A^  fallende 
Seitenkraft  von  K^  nach  0  und  zerlegen  sie  dort  nach  wagerechter 
und  senkrechter  Richtung.  Die  fragliche  Momentengleichung  lautet 
dann; 

^S  +  fl-^^  — ^i  =  0,  d.h. 

v 


sie  liefert  weeen  v  —  =  n: 

m 


r 


.A 


Fig.  308. 


wo  -»lo  in  Mg.  305  die  Strecke  bedeutet,  welche  das  Seilpolygon  der 
Gewichte  w'  und  die  letzte  Seite  dieses  Polygons  auf  der  Last  P  iab- 
schneiden.  Die  hieraus  sich  ergebende  zeichnerische  Bestimmung  des 
Punktes  iJ^  zeigt  Fig.  308;  die  von  dem  im  festen  Abstände  n  von 
0  gelegenen  Punkte  T  aus  gezogene  Gerade  TR^  ist  parallel  zur  Ge- 
raden g. 

Auch   der  Punkt  F^  läßt   sich   schnell  festlegen.    Man  trage  zu 


V 


diesem  Zwecke  vom  unteren  Endpunkte  von  K^  die  Strecke  tt]^  —  nach 


m 


oben  auf,  ziehe  die  Gerade  g'  und  liierauf  OF^  ||  g\    Der  Beweis  ist 
leicht  zu  finden. 
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Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  doppelte  Bestinmiung  der  Lage 
von  Ä,,  wenn  man  die  willkürliche  Polweite  des  Seüpolygons  II  so 
wählt,  daß  v^m  wird  (was  durch  zweimaliges  Aufzeichnen  dieses  Seil- 

polygons  zu  bewu-ken  ist).     Dann  wird  t\^  —  =  ""lo  ^^d  n  =  h 

TTv 

114.  Wir  wenden  nun  das  im  vorstehenden  entwickelte  Verfahren  auf  einen 
s^mmetrisohen  Bogenträger  (Fig.  309  a)  an  und  stützen  uns  hierbei  auf  die  im  ersten 
Bande  unseres  Buches,  Seite  23  und  24,  Fig.  26,  gezeigte  DiU'stellung  der  höheren 
Momente  paralleler  Kräfte. 

Die  durch  Rechnung  zu  bestimmenden  Gewichte  tt?'=:-g-*)  werden  zunächst 

als  lotrechte  Kräfte  aufgefaßt  und  in  der  Reihenfolge  w^/,  «?«',  '/V,  •  •  •  durch  den 
Seilzug  /  (Pol  Oj,  Polweite  wi)  verbunden.  Die  Polweite  wi  darf  beliebig  gi-oß  an- 
genommen werden.    Die  Seiten  des  Seilpolygons  /  schneiden  auf  der  Achse  A^  die 

den  Gewichten  w"  proportionalen  Strecken  — —  ab,  welche  für  die  Knotenpunkte 

der  linken  Trägerhälfte  positiv  sind,  für  diejenigen  der  rechten  negativ.  Betrachtet 
man  diese  Sti*ecken  als  senkrechte,  an  die  Stelle  der  ir'  tretende  Kräfte,  verbindet 
sie  durch  ein  Seilpolygon  n  (Pol  O/r,  beliebige  Polweite  =  wn)^  und  mißt  man  senk- 
recht unter  der  in  Frage  kommenden  La.st  P  die  durch  den  Seilzug  77  imd  dessen 
äußerste  Seiten  bestimmten  Strecken  rii^  tjb,  «;,  so  erhält  man 

Tj^  :  TQ2J :  r  =  .4  :  J5 :  P 

und  für  den  Kräftemaßstab  P=:v: 

TJ^  =  J;     7lB=R 

Da  die  x- Achse  wagerecht  ist,  so  sind  Ä  und  ^  die  senki*echten  Stützenwiderständo. 

Jetzt  wird  die  Achse  Äg  als  wagerechte  Schwerachse  der  Gewichte  w'  be- 
stimmt. Hierbei  empfiehlt  es  sich,  ziu-  Erzielung  einer  recht  deutlichen  Zeichnung 
den  Bogen  verzerrt  aufzutragen. 

In  Fig.  309b  wurden  die  Höhen  verdoppelt,  auch  sind  die  Gewichte  u'  zu- 
nächst in  der  Reihenfolge  m?/,  /r^',  ir^%  w,',  w^\  |  w^'**)  durch  einen  Seilzug  /// 
(Pol  O/ü,  'beliebige  Polweite  wm)  verbunden  worden,  um  eine  Dui'(ihkreuzung  auf- 
einander folgender  Seiten  zu  venneiden.  Der  Schnittpunkt  der  äußei-sten  Polygon- 
seiten bestimmt  die  Äx^  imd  auf  dieser  Achse  wei*den  von  den  Seiten  des  Seilzuges 

die  den  Gewichten  w'"  pi-oportionalen  Strecken  —   -  -  abgeschnitten,  welche  positiv 

oder  negativ  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  sie  oberhalb  oder  imterhalb  der  ^U  liegenden 
Knotenpunkten  entsprechen.  Diese  Strecken  wurden  (an  Stelle  der  tr/)  als  wage- 
rechte Kräfte  aufgefaßt  und  durch  einen  Seilzug  IV  (Pol  O/r,  beliebige  Polweite  irir) 
verbunden,  dessen  äußerste  Seiten  auf  der  A^  eine  Strecke  u  abschneiden,  für  welcrhe 
die  Beziehung  gilt: 

nwir=^      -        2  t/, 
tciii 

Hiei-aus  folgt  für  eine  Bogenhälfte  ^w* y^  =  \u'mii'ivii  und  für  den  ganzen 
Träger: 

2  M?  '^'  =  i  wiu  it'ir  it. 

*)  Siehe  die  zweite  Fußnote  auf  Seite  299. 

**)  i^*'tt  w®il  ^^^  ^iß  Hälfte  des  symmetrischen  Bogens  betrachtet  wii-d. 
Müller-Breslau,  Graphische  Statik.    IL  1.  20 
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Fig.  309. 
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Um  nun  die  zur  Ermittlimg  von 


H=  i'"  =  P 


l^L 


//# 


St^^v 


dienenden  Momente  MJ'*  zu  bestimmen,   wurden  die   Strecken  — -    -   (an  Stelle 

der  «?')  als  senkrecbte  BjÄfte  aufgefaßt  und  durch  ein  Seilpolygon  V  (Pol  Or,  Pol- 
weite wr)  verbunden,   jetzt   aber   in   der  Reihenfolge  1,  2,  3,  .  .  .*).    Ist  t)'"  die 

Oi'dinate  dieses  Seilzuges,  so  ist  das  Biegungsmoment  des  mit  den  Gewichten  — 

wni 

belasteten  Balkens  A'B'  gleich  t^r tj'",  und  man  erhält  daher  für  einen  durch  die 

Gewichte  w'"=iiv'y  beanspruchten  Balken: 

MJ"  =  \  win  WYt\'\  weshalb 


TT     n   ^^y^  ^^^y 

wiT'U  iviru 

Wählt   man   also  wr=^ (z.  B.   tciv  =  \v  luid  irr=^\u   wie  dies  in 

Fig.  309b  geschehen  ist)**),  so  findet  man: 

und  ist  jetzt  imstande,  für  jede  Einzellast  P  die  Kämpferdrücke  K^  und  K^  zu  er- 
mittehi.  Um  die  Lagen  dieser  Kräfte  anzugeben,  bestimmt  man  mit  Hilfe  der  zur 
ersten  Seite  des  Seilzuges  /  parallelen  Geraden  ED  die  Strecke  n  und  trägt  dieselbe 
auf  der  Achse  A^  von  0  aus  nach  T  hin  ab.  Nun  dreht  man  die  vom  Seilzug  I 
und  dessen  letzter  Seite  auf  P  abgeschnittene  Strecke  tqo  um  90"  nach  links,  ver- 
bindet ihren  Elndpunkt  mit  dem  Endpunkte  der  Strecke  ru  durch  eine  (strichpunk- 
tierte) Gerade  und  zieht  zu  dieser  von  T  aus  eine  Parallele ;  dieselbe  schneidet  die 
-4«  im  Durchgangspimkte  von  K^. 

115.  Einfluß  einer  Temperatnrändemng.  Zur  Berechnung  der 
von  einer  Temperaturänderung  herrührenden  Werte  X  könnten  die 
Gleichungen  (10)  und  (6)  benutzt  werden;  der  folgende  Weg  verdient 
jedoch  den  Vorzug. 

Wir  denken  die  Spannkräfte  S'"  =  +  1  -*  —  durch  zwei  entgegen- 

gesetzt  gleiche,  nach  außen  gerichtete  Kräfte  von  der  Größe  1  sec  a 
(Kg.  310)  hervorgerufen,  welche  mit  der  Achse  Ä^  (deren  Neigungs- 
winkel =  a  sei)  zusammenfallen  und  deren  Angriffspunkte  L^  und  L^ 
mit  den  Bogenenden  durch  starre  Stäbe  verbunden  seien***).     Sodann 

*)  Im  zugehörigen  Kräfteplan  ist  die  Reihenfolge  der  Strahlen  durch  Ziffern 
angegeben. 

**)  wr  ist  die  einzige  Polweite,  welche  nicht  willkürlich,  sondern  durch  die 
vorhergehenden  Polweiten  bestinmat  ist.  Der  Maßstab,  in  welchem  die  w'  aufgeti*agen 
werden,  ist,  solange  nur  der  Einfluß  von  Ijasten  in  Frage  kommt  (nicht  auch  der 
von  Temperaturänderungen)  ganz  gleichgültig. 

***)  Diese  Kräfte   erzeugen   das   Angriffsmoment  Mm  =  1  sec  a  {ym  cos  a)  =  ym 

und   die  Stabkraft  5„'"  =  +  ^.     Diese  Formel   gut  auch  für  die  Füllungsstäbe; 

rm 

an  Stelle  der  Knoten  m  treten  die  bekiinnten  Drohpunkte  der  Rittei-schen  Momenten- 
Gleichungen. 

20* 
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fassen  wir  1  sec  a  als  eine  Spannkraft  (und  zwar  als  einen  Drude)  auf, 
der  in  einem  die  Knoten  L^  und  L^  verbindenden  Stabe  auf  irgend- 
eine Weise  erzeugt  wird 
und  wenden  auf  das  nun- 
mehr nur  von  inneren 
Kräften  beanspruchte  und 
in  keinem  Punkte  gestützte 
Fachwerk  das  Gesetz  der 
virtuellen  Verschiebungen 
an,  indem  wir  den  Stab- 
längen s  die  Änderungen 
o-s  zuschreiben,  wo  <a 
einen  festen  Wert  vorstellt 
Wir  erhalten  dann  die  Ar- 
beitsgleichung 


Fig.  310. 


2 S"'o5  -h  2 Ä'"os  —  1  sec  a  •  a^L^L^  =  0, 

wobei  sich  das  erste  Glied  auf  die  Stäbe  des  Bogenfachwerks  bezieht, 
das  zweite  auf  die  hinzugefügten  starren  Stabe,  mit  Ausnahme  von 
ijL^,  das  dritte  schließlich  auf  den  Stab  L^L^.  Wird  o  gehoben 
und  werden  die  Punkte  L^^  L,  so  angenommen,  daß  ^S'"s=^  0  ^vird, 

so  ergibt  sich 

2  S'"s  =  L^  L,  sec  a 

und  wir  erhalten  sehr  einfach: 


(16) 


^,„_  6 EFtl"  sec  a 


w^o  /'"  die  Länge  der  Strecke  L^L^  bedeutet 

Zur  Bestimmung  des  Punktes  Li  bezeichnen  wir  die  Längen  der 
Stäbe  -4Li,  CL^^  AC  mit  o,  />,  c,  die  durch  die  KJraft  1  sec  a  in  diesen 
Stäben  erzeugten  Spannkräfte  mit  S/",  S/",  SJ"  und  suchen  die  Er- 
füllung der  Gleichung 

5;' a + srb + src = 0 


herbeizuführeil.  Geht  der  ei^ste  Füllungsstab  des  Bogeufachwerks  dui'ch 
den  Punkt  A^  so  ergibt  sieh  der  in  Fig.  311  dargestellte  Jijäfteplan, 
in  welchem  S/"  die  Spamikraft  im  ersten  Gliede  der  unteren  Guitung 
bedeutet  Mit  den  aus  der  Figur  zu  entnehmenden  Bezeichnungen  der 
Winkel  folgt,  wenn  AE  und  AE'  so  gezogen  werden,  daß  <^Lj^EA==:^ 
und  <Li£"^  =  ß  wird: 
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S. 


/// 


—  & 


tft 


a 


und  hieraus 


sin  (^- 

-Y) 

CE 
ÄC 

(JE 

sin  (180° 

c 

sinp 
sin  ß 

L^E' 

L^E' 
~a     ' 

Sra  +  Sr  {CE  +  L^E')  +  S/'c  =  0. 


mt^&teat 


Fig.  311. 


Fig.  312. 


Die  oben  anJ^estellte  Bedingung  wird  hiemach  erfüllt,  sobald 
C^-f  L^W=  b,  A  h.  sobald  ß  =  ^|>  wird. 

Ähnlich  folgt:  Gteht  der  erste  Füllungsstab  von  C  aus  (Kg.  312), 
so  muß,  damit  aSJ"+ bSr+cSr=0  werde,  der  Winkel  L^L^C 
=  <J>  sein. 


Fig.  313. 

In  derselben  Weise  wird  der  Punkt  L^  bestimmt  und  damit  die 
Länge    der    Strecke    L^L^  =  V"    gefunden.      In    Mg.   313    wurden 
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die  äußersten  Füllungsstäbe  durch  A  beziehungsweise  B  gehend  an- 
genommen. 

Durch  eine  Reihe  ganz  ähnlicher  Schlußfolgerungen  wird  für  die 
im  Zähler  des  Ausdruckes  für  X''  stehende  Summe  der  Wert 

(17)        2S"5  =  /",  und  damit  AT  =  -i~-^l- 

gefunden,  wobei  V  den  gegenseitigen  Abstand  der  auf  der  Achse  A^ 
gelegenen  Punkte  N^  imd  X^  bedeutet,  welche  erhalten  werden,  sobald 
man  von  A  und  B  aus  Gerade  zieht,  die  mit  der  Achse  A^  die  Winkel 
4>  und  ^'  bilden. 

Um  schließlich  noch  die  Summe  2  S's  in  einfacher  Weise  zu  be- 
rechnen, denken  wir  uns  die  Momente  J/'=l  und  Spannkräfte  SJ^=A^  — 

durch  an  den  Bogenenden  angreifende  rechts  drehende  Kräftepaare 
hervorgebracht,  welche  aus  zur  Achse  A,  parallelen  Kräften  von  der 
Größe  1  bestehen  imd  deren  Arm  =  1  ist,  Mg.  314.    Sind  i\,  E^^  J^,  J, 


Fig.  314. 

die  Schnittpunkte  dieser  Kräfte  mit  ^den  Geraden  AL^  und  -BLg,  so 
folgt  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen 


2S'5  =  J^J^  —  E^E^  =  cotg  tj;  +  cotg  ^', 
und  es  ergibt  sich  daher: 

(18) 


^,       ejp;i^^(cotgiJ;  +  C()«^+') 

^A.^  = , 


Für  den  in  bezug  auf  die  Seukrechte  durch  die  Mitte  symmetri- 
schen Bogen  ist  Z'"=  0,  also  auch  Xt'=0.  Ist  außerdem,  was  ebenfalls 
in  der  Regel  (zum  mindesten  annäheiiid)  zutreffen  wird,  v|>  =  ^'=90*', 
also  cotg^  =  cotg4>'=  0,  so  folgt  auch  -X'=0  imd  (wegen  a  =  0) 

(19)    A7"=//,=  ;^^''C, 
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worin  V"  die  gegenseitige  wagerechte  Entfernung  derjeniger  Punkte  der 
Kämpfer  bedeutet,  von  denen  die  äußersten  Püllungsstäbe  ausgehen.*) 
Tn  diesem  wichtigen  Falle  erzeugt  also  die  Temperatiiränderung  zwei 
in  die  Achse  A^^  fallende  Kämpferdrücke  von  der  Oröße  //«. 

Wird  die  Gestalt  eines  leicht  ansteigenden  Bogens  nach  Seite  300 
aus  einer  symmetrischen  Grundform  entwickelt,  so  ist  es  ebenfalls 
zulässig,  als  Folge  der  Temperaturänderung  einen  mit  der  uä,-Achse 
zusammenfallenden  Kämpferwiderstand  anzunehmen.  Die  Größe  des- 
selben ist  (wegen  K^  =  11^  sec  a  =  -Y/"  sec  a) 

(20)         K_.^EFtr^.ca. 


itf 


Wird  der  Einfluß  der  Behistmig  nacli  Nr.  114  mit  Hilfe  von  Seilpolygonen 
dargestellt,  so  wird  man  auch  die  in  den  Nennern  der  Wei*te  X/,  Xl\  AV"  auf- 
tretenden Sununenausdiücke  mittels  jener  Seilzüge  berechnen.  Man  muß  dann  auf 
die  Einheiten  der  in  FVage  kommenden  Größen  achten.  Für  (ij^M  in  Fig.  309  unter- 
suchten Bogen  ist  z.  B. 


zEFtr  _    zKFtr 
und  Zyl,frm=i  triijirjvu^  weshalb 


Nun  ist  tcj  =  —^  der  reziproke  Wert  einer  Länge,  also  HymiCm  eine  lünge 

und  man  muß  deshalb  eine  der  di-ei  Strecken  //•///,  tcir^i  "  (gleichgültig  welche)  mit 
dem  Maßstabe  messen,  in  welchem  die  tc'  aufgetragen  worden  sind,  die  andern  beiden 
aber  mit  dem  Längenmaßstabe  der  Zeichnung. 

b.   Zweites  Verfahren. 

116.  Wir  entwickeln  noch  ein  zweites  Verfahren,  welches  auch 
über  den  Einfluß  schräger  Lasten  Aufschluß  gibt  und  sich  eng  an  die 
in  Nr.  64,  Seite  156,  gegebene  allgemeine  Lösung  anlehnt  Zu  dem 
Zwecke  ersetzen  wir  das  linke  Widerlager  durch  eine  starre  Scheibe 
(Fig.  315a),  und  fügen  in  dem  vorläufig  beliebig  angenommenen  Punkte 
0  derselben  zwei  sich  aufhebende  Kräfte  Ä^  hinzu,  welche  dieselbe 
Richtung  und  Größe  haben,  wie  der  linke  Känipferwiderstand  K^ .  Die 
eine  dieser  beiden  Kräfte  bildet  mit  dem  Kämpf erwiderstande  K^  ein 
Kräftepaar,  dessen  Moment  A'^c  wir  mit  A'^  bezeichnen;  die  andere  zer- 
legen wir  in  X^  (senkrecht)  imd  X^  (mit  vorläufig  willkürlicher  Rich- 
tung). Jl«,  Xj,^  Xg  führen  wir  als  die  statisch  nicht  bestimmbaren 
Größen  ein.  Sind  dieselben  bekannt,  so  läßt  sich  K^  wie  folgt  finden: 
Zunächst  stellt  man  Größe  und  Richtung  von  K^  mittels  des  Kräfte- 
zuges XcXj,  in  Fig.  315b  fest     Nun  bestimmt  man  die  in  Fig.  315a 


*)  Für  den  Ti-äger  in  Fig.  306  ist  /'"=  A'B\ 
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mit  Z  bezeiclmeten  senkrechten  Kräfte,  welche  ein  dem  Eraftepaare 
(Äi,  K^  gleichwertiges  Paar  bilden,  mittels  der  Bedingung  Zi  =  -X„, 
bildet  hierauf  in  Kg.  315  b  die  Mittelkiuft  L  von  Z  und  K^  und  zieht 
durch  O  zu  L  eine  Parallele;  sie  schneidet  die  Senkrechte  durch  A 
im  Durchgangspunkte  F^  des  Kämpf erdrackes  JT^.- 

Bei  Aufstellung  dei'  Elastizitätsbedingungen  legen  wir  dem  Punkte 
0  die  Ordnungsziffern  b  oder  c  bei,  je  nachdem  wir  0  als  den  Au- 
griffspunkt  von  X^  oder  X^  bezeichnen  wollen.  Zur  Berechnung  des 
Einflusses  einer  in  yn  angreifenden,  beliebig  gerichteten  Last  P«  be- 
nutzen wir  die  Gleichungen; 


(21)        X,  =  P„  |- 


A»  =  P. 


&Mfr 


Xc  =  Pm 


'm« 


oo 


'6  fr 


S«  ' 


in  denen  die  5  die  in  der  Einleitung  erklärte  Bedeutung  haben,  und 
deren  Gültigkeit  voraussetzt,  daß  der  Angriffspunkt  von  X»,  X^  und 
die  Richtung  von  X^  nach  den  auf  Seite  156  und  157  (im  Beispiel  1) 
gegebenen  Regeln  bestimmt  werden.  (Erzielimg  von  S.»  =  8*a  =  0: 
»ac=»ca  =  0;    8,,  =5.,  =0.) 

Wir  fassen  (Kg.  316)  den  Stabzug  0—1—2—3—4 8—9 

mit  der  ruhenden  Seite  0 — 1  ins  Auge,  und  schließen  an  diesen  den 
(vorläufig  noch  nicht  gegebenen)  Punkt  0  ^=  10  mittels  der  starren 
Stäbe  9—10  und  8  —  10  an.  Das  Dreieck  8—9—10  ist  dann  die 
das  linke  Widerlager  vertretende  Scheibe.  Die  Stablängen  bezeichnen 
wir  mit  rfj,  ^2?  ^  •  •  •  ^^^  ^i^  ^  demselben  Sinne  zu  messenden 
Winkel  zwischen  den  aufeinander  folgenden  Seiten  mit  aj,  oc,,  a,  . .  . 

Werden  die  Formänderimgen  der  Püllungsstäbe  vernachlässigt,  was 
meistens    erlaubt   ist,  so  sind  die  Verschiebungen  der  Knotenpunkte 
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durch  die  Änderungen  Aa  der  Winkel  a  vollständig  bestimmt   Dabei 
ist  mit  den  geläufigen  Bezeiclmungen  s^  und  r^: 

(22)         Aa„  =  +  ^^•"-  bezw.  Aa«=—  ^^" 


r         -  —  7 

je  nachdem  a^  ein  Dreieckwinkel  ist  oder  nicht. 

M 

Dem    Angi'iffsmomente    M^    entspricht    S^^  -\-  — —    und    A.-?. 

=  4- Z,^—,  wobei  sich  das  obere  Vorzeichen  auf  die  obere  Gur- 

tung  bezieht,  das  untere  auf  die  untere  Gurtung.  Ist  a  ein  Dreieck- 
winkel, so  ist  8  ein  Untergurtstab,  anderenfalls  ein  Obergurtstab,  ^ 
daß  allgemein: 

(23)         1  a.  =  -f   ^^g-^-  und  EFAa^  =  ^"f "  -^^  ' 

WO  F„  eine  beliebig  große,  aber  konstante  Querschnittsgröße  bedeutet 
Rechnen  wir  also  mit 

(24)         Aa.=  *f^?3/., 

SO  erhalten  wir  die  jEF^-fachen  Yerschiebungen,  eine  Vergrößerung^ 
die  auf  das  Ergebnis  der  Gleichungen  (21)  ohne  Einfluß  ist,  da  in 
diesen  nur  Verhältnisse  von  Verschiebungen  vorkommen. 

Den  Zuständen  X„  =  —  1 ,  A'^  =  —  1 ,  X^  =  —  1  entsprechen 
die  Momente: 

MJ  =  —  1,  JC  =  x«,  MJ''=y^, 

und  infolgedessen  die  Winkeländerungeu : 

deren  absolute  Werte  mit  den  im  ei'sten  Verfahren  benutzten  Ge- 
wichten wj^  u\\  wj"  übereiDstinmien,  wobei  nur  zu  beachten  ist,  daß 
jetzt  //  rechtwinklig  zu  X^  gemessen  werden  muß.*) 

Die  Aufzeichnmig  der  Verschiebungspläne  gescliieht  nun  in  folgen- 
der Weise. 

I.  Verschiebungsplan  für  den  Zustand  -X«  =  —  1.  Man  beti'achte 
die  Winkeländerungen  —  Aa„'  als  lotrechte  nach  abwärts  gerichtete 
Kräfte  und  verbinde  sie  durch  einen  Seilzug  7,  dessen  erste  Seite 
wagerecht  anzunehmen  ist  und  dessen  Polweite  Wi  willkürlich  gewählt 


*)  Es  wird  sich  später  zeigen,  daß  die  Kichtiing  von  X«  mit  der  Richtung  der 
Achse  Ax  in  Fig.  305  ziLsanimenfällt.  Wäre  die  wagerechte  Projektion  von  X^  (d.  i.  H) 
als  statisch  nicht  bestimmbare  Größe  eingeführt  worden,  so  ^üixie  die  Übereinstim- 
mung (lor  Aa'"  mit  den  früheren  //'"  eine  vollständige  sein. 
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werden  darf.  Durch  die  den  Kiiotenpunkten  1,  2,  3,  ...  9  des  Stab- 
zuges entsprechenden  Punkte  des  Seilzuges  lege  mau  wagerechte  Ge- 
rade 9x1  9%^  9z-)  '  '  '  und  zeichne  von  dem  beliebig  in  g^  angenom- 
menen Punkte  1'  aus  einen  Linienzug  1'2'3'4'  .  .  .  .  9',  dessen 
j^eiten  rechtwinklig  zu  den  entsprechenden  Seiten  des  Stabzuges  1  —  2 
— 3 — 4  ....  9  sind.  Die  von  dem  mit  1'  zusammenfallenden  Pole 
O^  nach  den  Punkten  2',  3',  4'  .  .  .  gezogenen  Strahlen  stellen  dann 
die  Yei'schiebungen  der  Knoten  2,  3,  4, .  .  .  nach  Größe  und  Richtung 
dar,  und  man  findet  daher  den  einer  Einzellast  P^  entsprechenden 
Weil  h^a  als  Projektion  des  Strahles  0«/^'  auf  die  Richtung  von  P„ 
und  zwar  in  einem  voji  der  Polweite  Wi  imd  den  Werten  E^  F  ab- 
hängigen, vorläufig  gleichgültigen  Maßstabe.  Da  nun  der  (die  Ziffer  10 
tragende)  Punkt  0  in  Ruhe  bleiben  soll,  muß  10'  mit  0^  zusammen- 
fallen, xmd  es  ist  mithin  die  Lage  von  10  durch  die  Bedingungen: 
9— 10_L9'— 10',  8— 10J_8'— 10'  bestimmt;  auch  leuchtet  ein,  daß 
Punkt  10  in  der  senkrechten  Schwerachse  der  Gewichte  — ^a  =w' 
liegt,  wodurch  das  Zusammenfallen  von  Xj,  mit  der  früher  benutzten 
Achse  A,  bewiesen  ist 

Ein  zweites  Yerfahren  der  Aufzeichnung  des  Linienzuges  1'  2'  3' . . . 
besteht  in  der  Berechnung  der  Drehungswinkel  ^  und  Werte  p  =  vj^d 
für  die  einzelnen  Stäbe  rf^,  rfg  •  •  •     ^^^  erhält: 

pi=rfi+i;  p2  =  0^2+2;  p3  =  ^3+8; 

und  macht  nun: 

1'  — 2'  =  pi;  2'  — a'r^rpg;  3'  — 4'  =  p3; 

Ein  drittes  Verfahren  stützt  sich  auf  den  Umstand,  daß  die 
Strecken  p  nur  von  den  Aa  und  d  abhängen,  nicht  aber  von  der 
Gestalt  des  Stabzuges.  Reiht  man  also  die  Stablängen  d  wagerecht 
aneinander,  wie  dies  die  in  kleinerem  Maßstabe  gezeichnete  Mg.  317 
zeigt,  so  findet  man  die  Weihte  p  als  die  Untei'schiede  aufeinander 
folgender  Ordinaten  eines  die  Gewichte  —  Aa  verbindenden  SeU- 
polygons. 

Schließlich  könnte  man  viertens  die  Punkte  1',  2',  3' 

mit  Hufe  eines  Wilüotschen  Yerschiebungsplanes  festlegen. 

Das  erste  Verfahren  läßt  im  Stich,  sobald  der  Stabzug  lotrechte 
Stäbe  enthält,  und  es  fühi-t  zu  ungenauen  Ergebnissen,  falls  Stabrich- 
tungen vorkommen,  die  von  der  Lotrechten  nur  wenig  abweichen. 

Man  denke  sich  z.  B.  den  Stab  7 — 8  der  lotrechten  Lage  genähert,  iirn  ein- 
zusehen, daß  eine  genaue  Bestimmung  des  Punktes  8'  infolge  des  entstehenden 
schleifenden  Schnittes  schwierig  ist.  Man  würde  dann  p,  berechnen  oder  von  dem 
Seilpolygon  in  Fig.  317  das  Stück  6  —  7  —  8  aufzeichnen,  welches  dui-ch  pj  imd  ^«7 
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bestimmt  ist.  Besitzen  mehrere  Stäbe  eine  solche  Lage,  so  wird  man  von  der  An- 
wendung des  ersten  Verfahrens  ganz  absehen.  Am  übersichtlichsten  ist  die  Be- 
stimmung der  p  naoh  Fig.  317. 

Nach  Ermitüiing  von  5^„  findet  man  den  Einfluß  von  P^  auf  A'„ 
mittels  der  ersten  der  Gleichungen  (21),  in  der  8««  dön  Drehungs- 
winkel (\|>)  der  Scheibe  8 — 9 — 10  für  den  betrachteten  Belastungs- 
zustand -X'„  =  —  1  bedeutet    Nun  entspricht  dem  Stabe  9 — 10  der 

Wert  p3  =  9' — 10',  also  der  Drehungswinkel  ^^  ^  -^ — jjr-  =  -rr  ^^^ 

man  erhält  daher: 

h 
X  p  X 

und  für  die  durch  die  Gleichung  Zk  =  Xa  bestimmte  Kraft  Z  den  Wert: 


Z=P^ 


»• 


^4  ^  i^4^4^^^'^r'^x5r 


Fig.  317. 


Einer  in  5  angreifenden  lotrechten  Last  P^  entspricht: 

d.  i.  ein  Wert,  zu  dessen  Ermittlung  die  Aufzeichnung  des  Seilzuges  1 
genügen  würde. 

IL   Verschiebuiigsplan  für  den  Zustand  -X»  =  —  L   Die  Gewichte 


s     F 
Aa'  =  -!'  -j~  werden  durch  die  Gewichte  — Aa"  = 


^m^m     •*  f 


(welche  rechts  von  0  positiv,  also  abwärts  gerichtet  sind)  ersetzt  und 
nun    wird    das   vorhin   beschriebene  Verfahren    wiederholt     Der   die 
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neuen  Gewichte  verbindende  Seilzug  //  kann  aus  dem  Seilzuge  I  in 
derselben  Weise  abgeleitet  werden  wie  in  Fig.  309.  Nur  muß  die 
Lage  des  Poles  Ou  (bei  beliebig  anzunehmender  Polweite  w^  so  ge- 
wählt werden,  daß  die  erste  Seite  des  Seilzuges  II  wagereeht  liegt 
Nach  Eintragung  des  vom  Pole  0»  aus  gezeichneten  Linienzuges  1'  2' 
3'  ....  8'  9'  findet  man  den  einer  schrägen  Last  P^  entsprechenden 
Wert  8„j  als  Projektion  von  O^m'  auf  die  Richtung  von  P^  und  die 
Yerschiebung  8»»  des  Angriffspunktes  6  zu  10  von  X^  als  Projektion 
des  Strahles  0^  10'  auf  die  Richtung  von  X^  =  —  1.  Infolgedessen 
findet  man  den  Einfluß  der  schrägen  Last  P„\ 


X  =  P- 


^hh 


und  den  Einfluß  einer  lotrechten  Last  P^: 

Zur  Ermittlung  des  letzteren  Wertes  würde  die  Au&eichnung  des 
Seilzuges  II  gentigen. 

Noch  sei  aus  dem  Zusammenfallen  der  Punkte  8',  9',  10'  der 
Schluß  gezogen,  daß  sämtliche  Punkte  der  Scheibe  8 — 9 — 10  bei 
Eintreten  des  Zustandes  -X»  =  —  1  dieselbe  Yerechiebung  0*8'  =  0*9' 
=  0*10'  erfahren,  daß  also  der  Drehungswinkel  8„*  =  0  wird  —  eine 
Bedingung,  an  welche  die  Gültigkeit  der  Gleichungen  (21)  bekanntlich 
gebimden  ist 

III.  Verschiebungsplan  für  den  Zustand  X„  =  —  1.  Da  die  Yer- 
schiebung 5.*,  welche  der  Angriffspunkt  c  von  X^  im  Sinne  von  X^ 
und  infolge  von  -X*  =  —  1  erfährt,  gleich  Null  sein  soll,  so  muß  die 
Richtung  von  X^  rechtwinklig  zum  Strahle  0*10'  des  soeben  gezeich- 
neten Yerschiebungsplanes  angenommen  werden.    Ist  dies  geschehen,  so 

s    F 
werden  die  Gewichte  A"'ou  =  !/m    T  i7r  =  Vm^m     (absolut   genommen) 

bestimmt  oder  aber  es  werden  —  was  meistens  bequemer  ist  —  Ge- 
wichte, ermittelt,  welche  den  Wei'ten  y^wj,  proportional  sind,  beispiels- 
weise   die   in    der  Figiii*  316   (im  Kräfteplane  der  w')  dargestellten: 

\  yj^'m-^  wo  ß  eine  beliebige  runde  Zahl  bedeutet    Die  algebraische 

Summe  dieser  teils  positiven  teils  negativen  Gewichte  muß  gleich 
Null  sein  (eine  sehr  scharfe  Zeichenprobe!).  Da  nämlich  die  Richtung 
von  Xc  durch  die  Bedingung  8^,*  =  0  bestimmt  wurde,  so  muß  nach 
dem  Maxwellschen  Satze  auch  5*^  =  0  sein,  d.  h.  es  muß  die  Ver- 
schiebung des  Angriffspunktes  h  von  X^  in  der  Richtung  von  X^,  imd 
hervorgerufen  durch  X  =  —  1  gleich  Null  sein.     Hieraus  folgt  aber: 
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O^10'_LJCft,  was  nur  der  Fall  ist,  wenn  die  äußersten  Seiten  des  Seil- 
zuges III  zusammenfallen. 

Man  erhält  schließlich  für  eine  schräge  Last  P^  und  eine  senk- 
rechte Last  P^: 

WO  See  die  Projektion  von  O^IO'  auf  die  Richtung  von  X^  bedeutet 
Die  gestellte  Aufgabe  ist  somit  gelöst;  und  es  möge  nur  noch 
daran  erinnert  werden,  daß  man  die  den  Linienzug  0^2' 3'  ....  10' 
beziehungsweise  0^2'  3'  ....  10'  bestimmenden  Strecken  p  auch  in 
der  bei  Herleitung  des  Terschiebungsplanes  für  JY«  =  —  1  beschrie- 
benen Weise  durch  Rechnung  oder  mit  Hilfe  eines  gestreckten  Stab- 
zuges (Fig.  317)  oder  mittels  eines  WiUiotschen  Planes  ermitteln  kann 
—  und  daß  diese  Abänderung  des  in  der  Fig.  316  befolgten  Verfahrens 
zuweilen  geboten  ist 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  wertleu,  daß  ganz  besondere  Sorgfalt  auf  die 
Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  0  und  der  Richtung  der  Kraft  Xe  zu  verwenden 
ist.  Etwa  hierbei  begangene  Zeichenfehler  sind  von  großem  Einfluß.  Will  man  diesen 
Teil  der*  Aufgabe  dui*ch  Rechnung  lösen,  so  beachte  man,  daß  (wegen  Syff'  =  0) 
der  Punkt  0  mit  dem  Schwerpunkte  der  Gewichte  ?/•'  und  die  Kraft  X«  mit  der 
früher  benutzten  Achse  A^  zusiinamenfällt,  weshalb  die  auf  Seite  314  abgeleiteten 
Formeln  brauchbar  sind;  die  y  dürfen  hierbei  zunächst  lotrecht  gemessen  werden. 

Anderei-seits  üefern  die  vorstehend  entwickelten  Versohiebungspläne  einen 
Beitrag  zur  Lehre  vom  Schwerpunkte  und  den  Momenten  zweiter  Ordnung.  Mit 
Hilfe  des  Linienzuges  0^  1'  2'  .  .  .  .  (den  man  dann  um  90°  nach  links  drehen 
wird)  vermag  man  den  Schwerpunkt  0  einer  Gruppe  von  Punkten  zu  bestimmen, 

welche  mit  den  Gewichten  w'  belastet  sind  und  die  Linienzüge  0*  1'  2' , 

Oc  V  2' können  zur  Ermittlung  der  Trägheitsmomente  2/r'j*  und  Zir't/* 

benutzt  werden.    Man  findet  nämlich: 

_    tt'x      ^  .  ^  _v  ''•'.yß      y  . 

066 ^ •    ?     Oee  —  ^  * • 

Wi  IVri  ffi  fCni 

also  für  wi  =  wn  =  if'm  =  1  und  ß  =  1 : 

IV,  Einfluß  einer  Temperaturänderung,  Wii'  gehen  von  den 
Formeln  aus: 

(25)         A-,<  =  1  l"  ;  X„  =  1  4^;  A'..  =  1  A'_, 

0««  Oth  o«« 

in  welchen  h^t  den  von  der  Temperatui-änderung  hervorgerufeneu 
Drehungswinkel  der  Scheibe  8 — 9  — 10  bedeutet,  während  S*«  und  h^t 
die  von  der  gleichen  Ursache  herrührenden  Verschiebungen  des  Punktes 
10  im  Sinne  von  Xj,  beziehungsweise  X„  sind. 

Wir  nehmen  eine  gleichmäßige  Erwärmung  des  Trägers  an  und 
machen  zur  Vereinfachung  der  Kechnung  die  stets  zulässige  Annahme, 
daß  sich  auch  die  Strecken  1 — 0  und  8 — 9  in  demselben  Maße  aus- 
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dehnen  können,    wie  die  Fachwerkstäbe.    Es  siad  dann  alle  Wiiikel- 

ändenmgen  =0  nnd   der  Stabzug  1 — 2 — 3 8  nimmt  eine 

Form  an,  welche  der  anfänglichen  Gestalt  ähnlich  ist  Man  erhält 
8«,  =  0,  ferner,  da  die  Verschiebungen  von  10  mit  denen  des  Punktes  8 
übereinstimmen : 

8j,  =  6^/4,    8tf<  =  s//,., 

wo  l^  und  Ic  die  Projektionen  der  Strecke  8 — 1  auf  die  Richtimgen 
von  Xj,  und  X^  bedeuten.     Hiemach  ergibt  sich: 

Sollen  hierein  die  in  Fig.  316  dargestellten  Strecken  5jj  und  8^... 
eingesetzt  werden,  so  ist  zu  beachten,  daß  jene  Verschiebungspläne 
die  jE'J^^ -fachen  Verschiebungen  liefern,  daß  also  die  Zähler  der  Aus- 
drücke für  Xj.ti  X^t  mit  EF^  multipliziert  werden  müssen.  Weitere 
Umformungen  sind  dadm'ch  bedingt,  daß  die  Polweiten  der  Seilzüge 
IL  III  (welche  letztere  die  Biegungslinien  für  -Xj  =  —  1  und  Xc  =  —  1 
vorstellen)  nicht  =  1  sondern  =  Wa  beziehungsweise  Wi„  sind,  daß  also  die 
entsprechenden  Verschiebungen  noch  mit  Wn  beziehungsweise  Uui  zu 
multiplizieren  sind.     Schließlich  wurden  die  Gewichte  ^c"  ■=xu''  und 

w'"  =^yw'   durch    die  Gewichte  —     und  —- —    ersetzt;    was    eine 

■ff 
weitere  Multiplikation  mit  Wj  beziehungsweise  ~  zm-  Folge  hat.    ilan 

P 
erhält  daher: 

A6,  =  -  -  und  Jl^,  =  ß  —    --• 

^i^^'uKb  WiWjnOcc 

Von  den  in  den  Xennem  erscheinenden  drei  Strecken  (wj^  Wui  8j6 
beziehungsweise  Wj,  i^'^j,  ^ee)  müssen  je  zwei  mit  dem  Längenmaßstabe 
gemessen  werden  (z.  B.  Wn  und  8jj,  femer  i/ju  und  8^^)  ^nd  je  eine 
(nämlich  beide  Male  w^  mit  dem  Maßstabe,  nacli  welchem  die  Gewichte 
w'  aufgetragen  worden  sLud*). 

Zeichnet  man  die  Verschiebungspläne  nach  dem  Verfahren  von  Williot,  so 
fasse  man  die  den  Zuständen  Xa  =  —  1.  -Xi  =  —  1,  X^  =  —  1  entsprechenden 
Spannkräfte  Sa^  S^,  Ä,  als  Zahlen  auf.  Die  mit  EFe  multiplizierten  Längen- 
ändenmgen 

sind  dann  Längen,  welche  in  einem  geeigneten  —  vom  Maßstabe  der  Zeichnung 
unabhängigen  —  Maßstabe  aufgetragen  werden,  mit  dem  auch  die  Äü,  Ö«.  <,  gemessen 
werden.    Man  erhält  dann: 


Xtt^tEFct-^-;  Xct  =  tEFct    i 

0»»  o 


e 
cc 


*)  Vergl.  den  Schluß  von  Nr.  115,  Seite  311. 
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117.  Der  Kämpf  erdruck,  dessen  Zerlegung  die  Unbekannten  -X„ 
JC(,  X^  lieferte,  ist  die  Mittelkraft  der  Spannkräfte  in  den  drei  am 
Widerlager  angreifenden  Stäben.  Ersetzt  man  diese  drei  Stäbe  durch 
drei  andere,  von  irgendeinem  Schnitte  tt  getroffene  Stäbe,  Kg.  318, 
so  gelangt  man  zu  der  folgenden  Lösung,  die  sich  von  der  eben  be- 
schriebenen nur  unwesentlich  unterscheidet  und  deshalb  nur  einer 
kurzen  Erläuterung  bedarf. 


Fig.  318. 


/i 


i! 
I 


/M^'^""-' 


Fig.  319. 


Fig.  320. 


Man  betrachte  zunächst  den  links  vom  Schnitte  tt  gelegenen  Teil 
des  Bogenträgers,  Fig.  319,  ersetze  die  Spannkräfte  in  den  durch- 
schnittenen Stäben  wieder  durch  ein  Kräftepaar  JY«  und  zwei  Einzel- 
kräfte Xf,  und  X^  und  stelle  sich  vor,  es  greifen  Jf«,  X^  und  X^  an 
einer  starren  Scheibe  /  an,  welche  mit  den  durchschnittenen  Stäben 
durch  drei  in  der  linie  tt  liegende  Gelenke,  von  denen  auch  zwei  zu- 
sammenfallen dürfen,  befastigt  ist  Diese  Scheibe  wird  sich  beim  EiD- 
treten  des  Belastungszustandes  X^  =  —  1  um  einen  leicht  zu  be- 
stimmenden Pol  (/)  drehen. 
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In  derselben  "Weise  verfahre  man  mit  dem  rechten  Trägerteile, 
Rg.  320,  und  ermittle  den  Pol  (//)  der  Scheibe  //  für  den  Zustand 
X^:=  —  1.  Nun  suche  man  den  in  der  Verbindungsgeraden  der  Pole 
(/)  und  (11)  liegenden  Pol  (III)  von  /  gegen  //  auf  und  wähle 
diesen  Punkt  zum  Angriffspunkte  von  X^  und  -X^;  er  spielt  dieselbe 
Rolle  wie  der  Punkt  0  in  Mg.  315  und  möge  bezeichnet  werden 

'  mit  bj  als  Angriffspunkt  der  an  /  angreifenden  Kraft  X», 

r  ^11   «        n  ??   Ti     -^-^  n        ??   -^hf 

n       ^i     ?1        )l        «   ??   -*        7?         ??    -^*-*? 

?5    ^11    ^t  ??  Ti  ??  •'■•'■  7)  tt  -^0« 

Es  bedeutet  dann,  mit  den  auf  Seite  31  und  32  erklärten  Begriffen, 
h^a  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punktepaares  bjba  im  Sinne  der 

Belastung  -Xj  =  —  1  und  infolge  der  Belastung  -X«  =  —  1, 
5^.  desgleichen  des  Punktepaares  CjCn  im  Sinne  Xc  =  —  1  und  infolge 

von  -X«  =  —  1, 

8,ft  desgleichen  des  Punktepaares  CjCn  im  Sinne  X^  =  —  1  und  infolge 
von  -X^  =  —  1. 

Da  nxm  der  Punkt  (///)  im  Belastungsfalle  -Xa  =  —  1  als  gemein- 
schaftlicher Punkt  der  beiden  Scheiben  I  und  //  angesehen  werden 
darf,  so  ist 

8ja  =  0  und  8,a  =  0. 

Soll  auch  5^j  verschwinden,  so  muß,  nach  willkürlicher  Annahme  der 
Richtung  von  -X^,  die  Richtung  von  -X^  rechtwinklig  zu  der  Geraden 
(^i'cn  gewählt  werden,  wo  c/  und  Ca  die  Endpunkte  der  Strecken  Oc/ 
und  Oca  sind,  welche  die  Verschiebungen  der  Punkte  Cj  und  Cn  für 
den  Belastungszustand  Xj,  =  —  1  darstellen. 

Als  Rechen-  und  Zeichenproben  stehen  die  Bedingungen 

5«»  =  0,    8.,  =  0,    8,,  =  0 

zur  Verfügung,  welche  der  Reihe  nach  aussagen:  es  müssen  die  "Winkel, 
imi  welche  sich  die  Scheiben  I  und  II  in  den  Belastungsf allen  Xj,^  — 1 
und  -Xfl  =  —  1  gegeneinander  drehen,  gleich  Null  sein,  und  es  muß 
die  Gerade  b/bu  mit  X^  einen  rechten  Winkel  bilden,  wo  6/  und  bi/ 
die  Endpunkte  der  Strecken  Ob/  und  06//  sind,  durch  welche  die  Ver- 
schiebungen der  Punkte  bj  und  bn  für  den  Belastungszustand  X^  =  — 1 
dargestellt  werden. 

Wir  heben  noch  hervor,  daß 

8    =2^  =  2,^^  +  2,^^ 


EF  '  EF     '       "  EF 

den  Winkel  bedeutet,  um  den  sich  die  Scheibe  /  gegen  die  Scheibe  // 
dreht  Die  Summe  Sj  bezieht  sich  hierbei  auf  den  Trägerteil  links 
vom  Schnitte  tt  (wobei  die  linken  Abschnitte  der  durch  den  Schnitt  tt 

Müller-Breslau,  OraphiBChe  Statik.   11.  1.  21 
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geteilten  Stabe  mitzurechnen  sind)  und  die  Summe  2j7  umfaßt  das 
Stabwerk  rechts  von  tt-,  die  erste  Summe  ist  gleich  dem  Drehungs- 
winkel  der  Scheibe  7,  die  zweite  gleich  dem  Drehungswinkel  von  11, 
Das  Yerhältnis  der  beiden  Strecken  Si  und  ej/,  in  welche  die  Strecke 
(i)  (IT)  durch  den  Pol  (7  77)  zerlegt  wird,  ist 


iL 
en 


EF 


Sit 


EF 


In  Mg.  321   ist   der   Schnitt   tt   durch   einen  Knotenpunkt  der 
oberen  Gurtung   geführt   worden.     Punkt   O   erfahre   als  Punkt  der 


Fig.  321. 

Scheibe  7  die  zum  Polstrahle  O  (7)  rechtwinklige  Verschiebung  8/  und 
als  Punkt  der  Scheibe  77  die  zu  0  {II)  rechtwinklige  Verschiebung  ha, 
Macht  man  dann  (7)  Fj={I)0  und  (77)  Fjj=  (77)  G  und  errichtet 


Fig.  322. 


man  auf  der  Geraden  (7)  (77)  in  den  Punkten  Fj  und  Fn  die  Lote 
I\Ei=ii  und  FuEu  —  in,  so  bestinmit  der  Schnittpunkt  E  der 
beiden  Geraden  {I)Ei  und  {II)  Eu  den  Pol  (777).    Es  ist  E{III) 
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Besitzt  der  Träger  eine  Symmetrieachse  ^^,  so  halbiert  der  Pol  (77/) 
die  Strecke  (7)  (77),   Kg.  322.    Ist   eine  Scheitelvertitale   vorhanden, 
so  halbiere  man  sie  durch  einen 
längs  der  Achse  geführten  Schnitt  / 

und  weise  je  eine  Hälfte  der- 
selben jedem  der  beiden  Träger- 
teile zu.  Bezüglich  der  Einzel- 
heiten dieser  Untersuchung  ver- 
weisen wir  auf  den  zweiten  Teil 
des  folgenden  Zahlenbeispiels. 

Fallen  die  beiden  Kämpfer 
znsanunen,  so  entsteht  der  Fach- 
werkring, Kg.  323,  dessen  Be- 
rechnung mithin  durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ebenfalls  er- 
ledigt ist 


Fig.  323. 


c.   Zahlenbeispiel.    Erster  Teil. 

118.  Aniji^be.  Es  RoUen  die  Einflußlinien  für  den  in  Fig.  324  dargestellten 
Bogenträger  ermittelt  werden.  Spannweite  and  Pfeilhöhe  der  unteren  Gurtung  sind 
60"*  und  15"*,  Länge  der  Scheitelvertikale  1,5"*,  der  Vertikale  am  Kämpfer  3,95". 


Fig.  324. 


Die  Knotenpunkte  0,  1,  2,  .  .  .  beider  Gurtungen  liegen  in  Parabeln;  ihre  auf  die 
SchluAlinie  AB  der  unteren  Gurtung  bezogenen  Ordinaten  yo'  und  yj-,  sowie  die 
Höhen  Ki^y'om — y'um  sind,  auf  zwei  Dezimalstellen  abgerundet,  in  der  Tabelle  I, 
Seite  326,  zusammengestellt  worden.  Die  Yerkehrslast  wird  nur  auf  die  Knoten- 
punkte 1,  3,  5,  7,  9,  9',  1\  .  .  .   übertragen,   sie   sei  gleichmaßig  yerteilt  und 

21* 
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p=s2jb*  f.  d.  m.    EbensogTo£  sei  die  gleichförmig  verteilt  angenommene  stSndige 
Belastung  g,*) 

119.    Die  Gewichte  iCm   sollen   znnächst   unter   der  Voraussetzung  starrer 
Füllungsstäbe  berechnet  werden.    Es  ist  dann  (nach  GL  14  auf  Seite  111): 

Wm=J--(—^o^  sec  ß«  +  Aum+i  sec  Ym+  i) 

flm    ^         JLTom  JLru{m  +  l)  / 

und,  da  o»,  =  Xsecp«,  ««+1  =  Xsecyi«+i, 

0«  = T— secß«,     c/m+i=  +  -Y— 8ecy«+i, 

/i\  1   r^r-  Xsec'p».     ,    i^«  X  sec» 7«+n 

wo  IC  das  Angriffsmoment  für  den  mten  Knotenpunkt  der  unteren  Gnrtung, 

ilC  desgl.  für  den  mten  Knotenpunkt  der  oberen  Guitung  bedeutet. 

"Wegen  der  großen  Pfeilhöhe  wachsen  die  Gurtquersohnitte  Fo  und  F^  Tom 
Scheitel  nach  dem  Kämpfer  ziemlich  stark  an,  imd  es  möge  deshalb  die  für  die 
Eechnung  besonders  bequeme  Annahme  gemacht  werden, 

wo  F9  den  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  des  Bogens  bedeutet.    Es  geht  dann  Gleich.  (1) 
über  in 

(2)    «f„=-l--A^(j«:+jio 

und  nach  Heben  des  konstanten  Faktors    ^„    üi 

EF, 

(3)  «r«  =  -i-(JC  +  iO. 

Bei  Ermittlung  des  Einflusses  der  Temperaturänderung  ist  später  daran  zu 
denken,  daß  die  auf  Grund  der  Gleich.  (3)  gewonnenen  Terschiebungen  noch  mit 

multipliziert  werden  müssen. 
EJtt 

Wir  wenden  zur  Ermittlung  der  Kämpferdrücke  das  unter  a  beschriebene  Ver- 
fahren an,  wollen  aber  die  Ordinaten  der  Seillinien  durch  Bechnung  bestimmen, 

2 
120.  Zustand  Z' =  — 1.   Es  ist  3C  =  -äC  =  +  1,  mithin  tr'„  =  -^  ,  wofür 

(4)         tr'.  =  ^ 

gesetzt  werden  darf.    Nach  Berechnung  der  Momente  JT  eines  mit  den  Gewichten 
w'in  belasteten  Balkens  von  der  Stützweite  Z  =  60*  (Fig.  305c)  erhält  man 

(6)  X'  =  -^. 


*)  Diese  Annahme  machen  wir  hier  der  Einfachheit  wegen.   Bei  einer  Bogen- 
brücke  mit  größerer  Ffeilhöhe  wächst  g  nach  dem  Kämpfer  hin. 
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Die  Berechnung  der  M'  erfolgt  am  schnellsten  nach  dem  auf  Seite  201  be- 
schriebenen Verfahren  mit  Hilfe  der  Querkräfte  Q'm  =  Q'm^\  +  w^'«.  nach  der  Formel 

— —^  =  — ^~^  -V  Q'm  und  ist  in  der  Tabelle  I   übersichtlich  zusammengestellt 

worden.  X,'  wurde  nur  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  ausgerechnet,  da  es  im 
Torliegenden  Falle  zulässig  ist,  auch  die  ständige  Belastung  ausschlieBlich  auf  diese 
Knotenpimkte  zu  verteilen. 

121  Zurtand  X"  =  —  1.    Es  ist  JC  =  3C  =  1 -a:-.,  mithin  «;"«  = -^^, 


wofür 


(6)        «'-  =  -)ä; 


gesetzt  werden  darf.  Für  die  linke  Trägerhälfte  sind  die  tr"  positiv,  für  die  rechte 
nogaÜT.  Für  einen  mit  den  w"  belasteten  einfachen  Balken  von  der  Stützweite  / 
(Fig.  305  e)  ergibt  sich  im  Torliegenden  Falle,  wegen  der  symmetrischen  Trägerform, 
in  der  Mitte  das  Moment  iT*  :=  0.  Es  darf  deshalb  die  JT'- Linie  der  einen  Träger- 
hälfte auch  als  Momentenlinie  eines  Balkens  von  der  Stützweite  \  l  au^&ßt  werden. 
Der  Stützenwiderstand  A"  ist  dann 


Ä"  = 

Zw"x 

0 

= 

1'^ 

ii 

V    ' 

und  die  Querkraft  für  das  Feld  0 1 

(?"  -  A" 

—  1 

«>,". 

Aus  den  Momenten  M" 

'  findet 

man 

(7) 

X"  = 

l 
Lw"x 

o 

^ 

M" 

^?«. 

Die  Tabelle  I  enthält  die  Ausrechnung  der  Werte  X"  und  die  aus  ihnen 
folgenden  lotrechten  Seitenkräfte  der  Kämpferdrücke  für  P  =  1 ,  nämlich  (vergl. 
Seite  303) 

(8)         Ä  =  l^+X"  und  5=1  — A 

Für  die  rechte  Trägerhälfte   erhält  man  gleich  große  Werte  X'\  nur  sind  diese 
negativ. 

182.  Zustand  X'"  =  —  1.  Bezeichnen  po  und  pm  die  Ordinaten  der  Qurt- 
knoten  in  bezug  auf  eine  mit  X'"  zusammenfallende  x- Achse ,  so  ist  MZt  =  1  •  ^« 
und  Mm  =  1  •  ^o  und 

(9)        «'-'"  =  -^  (y-  +  V')- 

Die  neue  a^ Achse  muß  so  bestinmit  werden,  daß  ZtCm"  =  0  wird;  ihr  Ab- 
stand Cu  von  der  Schlußlinie  AB  der  unteren  Gurtung  ist 

*'     .         ^1 

2  (y-' +  yoO -Ti- 

(10)         r.  =  - 


4'      1 
22 


//! 


326 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abachnitt 


I 


«  I 
«J. 


4' 


»ft  r^ 


^ 


II 


Od 
00 


CQ 


II 


.a 


.3 


-^ü? 


^^   II 


^« 


"'S 


i 


SP 


CO 

© 


1^       -^ 


f 

CO 

Od 
Od 

o 


öTaT 
II  II 


Od 
00 

o 


o 


Od 


s 

Od 

O 


s 

© 


s 

CO 

© 


cc 

3 


r*  Od  cc  th 

©  w  ©  ^ 

^^  ^^  ^^  G 

#*  r»  r»  ** 

©  ©  ©  © 


Sg 


■^  t>-  ©  ^ 


i©  ^ccea  th  o 
QQi^  G4  th  oa 
CO  00  ^  -^  Od 

r*       ^»       »•      r*       r* 

©J^©C-CO 


OdOdOdOdOdi-H^HTHTHTH 

oocox©Sac»odTHOd^ 

rH^)iO<DkOkOC&l>^Od 
■^««^©©T-KMCCCO 

+++++I  MM 


Od^pCCQDCOQD^kOM 

eQcQeq©QOcoeQ©co&a 
ojeaoacMTHT-i^-iT-io© 


=3 


CO© 


8QD^COQ0©Q0$COCQ 
^©00^25^©»Ö^ 


S030QooQp©oaMQoeo© 
l>Q00dO^T-iOl>^ 

©Od00l>COkO^CCG4^© 


00 


c&Qp^-^ooo<]oo:^odooM 

©©i-i^^eg©jcccO^(N 
©©©©©©©©©©© 


c»aodcpiOt>-«o;c^^»o 

COTH<^GV]COT^tOadiOCQCQ 
tCCQOdfiO^CCINGMOlCa 


iOaDr-©opi-iOd(NQ(N© 
Od'^©i>cc»-ioor-®iOiö 

CCCCC0OJC»a(NTH^Hi-H»HTH 


^^ÜPt^iSOOcoodr-©!»© 

0dCQ^CQ0dCC^CQ©CQiO 
CQC&aO©T-iCQ-^kOC&CDCD 


8i0©t0©k0©0©i0© 
oO'^cocDoaaDcO'^ao© 

©<N»OI>0d^(NCC"«*"^»O 

i-t  ^M  i-<  ^H  tH  tH 

©^(NCO-^iOCOfOOOd© 


00 


© 

I 
II 

I 


§  11.    Fachwerkbogen  mit  öngespaimteii  Eämpfem. 


327 


a 

I 


CO 


II 


04 


\\ 


+ 


^1 


^ 


«    S)^ 


-O    V 


5? 


>    + 


II  f 


"f 


« 


•1 


+ 


e 

+ 

a 


&r  öf  h? 

öj 

II   II   II 

II 

1  1  s 

Od 

O  1-H 


iO^a0'^©aO©©ii'^«DTH 


i>  ^ 


r»       #*       r*  _^       r»       #*       #*       r»       r»       ^» 

i-hcCI>CCQP»OtH»QGöP? 


tH  tH  ©J  CO  CO  CC  CO 

♦- 


CO 


COCOd^TH^^  OD 
i-HG<lCOkOkOCOiO'<tf<COO 


q»^co 


Oa  «<4<  (M  O  04  tH  tH 

CO  CO  CO  tH  t*"  CO  CO 

^»       ^>       ^«       r»       y*       »*■       ip»       r-       •-       w^       ^^ 


^  CO 


I I I II I++++4 


O  c5  kO  CO  o  CO  ülS  CO  o  CO 
OdcD^Oü^Ov-ioacoco 

II  II  I++-H-+ 


0»tHOC0C0I>C0C0"^00O 

eaoi>»oco^-iOOi-<'^oj 

77 I II I 1++++ 


O^I>QT!<oacaQOQ«OQ 

cocooic^^^QO^^oaö 
04i>iOuoao<^iOaoaO'^cD 

OOTHO]COkOI>Od^COCO 


Loaoi>Qaor-(Od(MQoaQ 
adTHoookOcooo^oio 

r*       r»       ^-       ^*       r»       »*       r*    _  r^       r*       ^       #» 

COOSCOOO^^^OOSO'— »Q 

T-iTH(Noaoacacococo 


SQOrH'^aowaO'^oscooa 
Oi-<'-"TH0il(MC0C0'*<M 

©oooooooooo 
O^eaco^»ocot»-Q0050 


kO 


II 

es 


QU 


S 

»• 

S 


£ 

a> 

XJ 

i 

0) 

• 

•  pi^ 

^^( 

•ö 

w 

•  v^ 

r« 

O 

4 

c 

:     II 

-« 

Ö    04 

d 
o 

«  o 

> 

II  rt 

1 

w 

.     04    ^ 

•^4 

II    04    04 

»o 

-4J 

o  04^04^ 

CO 

r  o  © 

04 

.»  •»•• 

04 

;»)>)$» 

c 

> 

04    04    04 

328 


Erste  Abteilusg.    Zweiter  Abeohnitt 


Die  üntersuchuiig  des  Zustandes  X'"  =  —  1  ist  in  Tabelle  11  durchgeführt 
worden.    Aus  der  Summe  der  Glieder  der  dritten  Spalte  und  der  vorhin  gefundenen 

Summe  2  -rr  =  2,46  ergibt  sich  c«  =    ,  '  =  12,99'",  und  die  Summe  der  auf 

Grund  dieses  "Wertes  berechneten  Gewichte  «r'", 

Sit'"  =  -6,208 +  6,206, 

weicht  nur  unwesentlich  yon  Null  ab. 

Aus  den  Momenten  "MT'  ergeben  sich  für  den  Horizontalschub  die  Werte 


(11) 


ir=z"'= 


\i  .     1       "~  2.68,636 

22:(yl+yS)^ 


M 


tt» 


M 


fff 


2-68,636 


39,024 


3,0 


128.  Bereohnimg  der  Lage  der  Kftmpferdrttoke.  Um  die  £ämpferdrücke 
möglichst  genau  aufzeichnen  zu  können,  empfiehlt  es  sich,  die  Ordinate  yh  der 
Kämpferdrucklinie  und  die  Schnittpunkte  der  Kämpferdrücke  mit  der  a?-Achse  durch 
fiechnung  zu  bestimmen.  Mit  den  aus  der  Fig.  326  ersichtlichen  Bezeichnungen 
findet  man 


(12) 


Fig.  325. 


Das  Angriffsmoment  für  den  Punkt  0  ist,  nach  Gleich.  (3),  Seite  298  (wegen  Xm 
und  ^M  =  0): 

^        Pa     l       ^,^ 

andrerseits  ist  aber  auch 


=  0 
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mithin  eingibt  sich  (für  P=l) 

(13) 
Nun  ist 


a 


folglich 


(14) 


Hyu  =  ße  +  y  a  —  X', 


und  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  der  Reihe  nach 


Hyu  =  0,00626 
=  0,043 
=  0,121 
=  0,244 


27+   1,5  —  1,46327  =  0,20575 

21+   4,5  —  4,224     =1,179 

15+   73  —  6,637     =2,678 

9  +  10,5  —  8,498     =  4,198 

3  + 13,5  —  9,533     =  5,194. 


=  0,409 
Aus  diesen  Werten  ergeben  sich 

für  m=z   13  5  7  9 

die  Strecken  y*  =  6,09*      5,78-  5,50*  5,26"»  5,18-« 

e'=  0,21-      1,23-  3,05-  5,55-  8,79- 

6"=  32,87-    27,42-  22,13-  17,20-  12,70- 

In  Fig.  326  auf  Tafel  6  sind  die  Eämpferdrücke  dargestellt  worden. 

124.   Begehungen  swiaohen  den  Spannkräften   U^   0,   D,  V  and  den 
Momenten  M*^  Fig.  327.    Durch  die  Angriffemomente  M^  für  die  Knotenpunkte 


^ ^ > 


nt*-t 


g'-'r 


\ 


Fig.  327. 


Fig.  328. 


der  oberen  Gurtnng  sind  die  Spannkräfte  U  ohne  weiteres  bestimmt;  es  empfiehlt 
sich,  die  Einflußlinien  für  die  wagerechten  Seitenkräfte 


(15) 


Z7«+iCosy,H+i  =  + 


hm 


aufzutragen.    Für  die  obere  Gurtung  erhält  man  dann 

■  0«,cosß».  =  — CT^+iCOSYm+i  — ^, 


(16) 


0«cosp«= ^" K 

^  hm 


Diese  Gleichung  gilt  auch  für  0,0 . 
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Die  Spannkräfte  Dm  sind  bestunmt  dorch 
(17) 


Dm  COS  9«,  =  —T T , 


und  die  Spannkräfte  V  (mit  Ausnahme  von  Vo  und  V\q)  durch 


(18) 


Vm\m  =  Mm.i  —  Mm 


km 


Zu  dieser  Formel,  die  wir  früher  nur  für  senkrechte  äußere  Kräfte  hei^geleitet 
haben,  gelangt  man  am  schnellsten  durch  Betrachtung  des  Gleichgewichts  der  am 
unteren,  unbelasteten  Knotenpunkte  m  angreifenden  Kräfte.  Zerl^  man  üm+\  und 
Um  nach  Fig.  328  in  ihre  wagerechten  und  senkrechten  Seitenkräfte  und  wählt  man 
den  oberen  Knotenpunkt  m  —  1  zum  Drehpunkt,  so  findet  man 

Vm'^m  =UmC06ym'hm~l  —  17,1.+  I  COS  Y«i+ 1  *'■•  -1  ? 

und  aus  dieser  Gleichung  findet  man  mit  Hilfe  der  Formel  (15)  sofort  die  Glei- 
chung (18).*) 

Die  Berechnung  der  Strecken  h'm-i  gestaltet  sich  besonders  einfach,  da  die 
Knotenpunkte  der  unteren  Gurtung  in  einer  Parabel  vom  Pfeile  /*=  15,0**  liegen. 
Es  ist  nämlich 

SfX 


mithin 


tg  Y«  —  tg  Y-'+i  =  Ko"**^te  = 

*                       8A" 
Ä«-i=5Ai»-i  — X(tgY«.  — tgy,H+i)  =  Ä«_i ~  =  Ä,B-i  — 


IL 
20«  ' 


(19) 


Ä'«,-i^Aii_i  —  0,30. 


*)  Greifen  die  Lasten  in  den  Knotenpunkten  der  unteren  Gurtung  an,  so  be- 
trachte man  den  Gleichgewichtszustand  der  am  oberen  Knotenpunkte  m  angreifenden 


^ 


Ki*i 


I 

I 
I 

1 


I 


Fig.  329. 

Kräfte.    Man  findet  dann  aus  der  Momenten^eichung  für  den  unteren  Knotenpunkt 
(m  —  1)  (Fig.  329) 

V«,X«+i=  Om-^-X  COSß,H+i  'hm  +  \ — 0«COS  p,„Ä"i«  +  i 

1/» 

und,   da  Om  cos  p«,  = ~-  ist, 


hm 


fr 


(18a) 


^mX«,  +  i=  —  JIC+1+-ÄC 


hm 


§  11.    Fachwerkbogen  mit  emgespannten  Kämpfern. 
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Man  erhalt  für 


m^  1 
h'm~i  =  3,65 

*'"-'=l,06 


hm 


2 

3,18 

3 
2,77 

4 
2,40 

5 
2,08 

6 
1,81 

7 
1,59 

8 
1,42 

1,04 

1,03 

1,01 

0,99 

0,96 

0,92 

0,89 

9 
1,30- 

0,86 


Die  Spannkraft  in  der  Scheitelyertikale  eigibt  sich,  da  der  obere  Knotenpunkt  10 
unbelastet  ist,  ohne  weiteres  aas  0,o  (Fig.  330),  und  für  die  Spannkraft  Vq  finden 
wir  durch  üntersachung  des  Gleichgewichts  am  oberen,  unbelasteten  Knotenpunkte  0 
nach  Fig.  331  die  Gleichung 


(20) 


Voll  +  ög  cos  Po  •  A:  -f  Dl  oos  9j  •  Aj  =  0, 
Fi  X,  =  —  0,095  Oo  cos  Po  —  3,48  A  cos  9, . 


^D,e9af^ 


Fig.  330. 


Fig.  331. 


126.  EmfluHnien  fttr  die  Momente  ilf'.  Bedeutet  r^  den  in  senkrechter 
Bichtung  gemessenen  Abstand  eines  Knotenpunktes  m  von  dem  zu  einer  Last  1 
gehörigen  Mittelkraftspolygon  (Fig.  325),  so  ist  der  Einfluß  dieser  Last  1  auf  das 
Angrif&moment  Jbf«.  nach  Seite  298 

es  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  m  unterhalb  oder  oberhalb  des  Mittelkrafts- 
Polygons  liegt    Auf  diese  Weise  kann  man  die  Einflüsse  der  in  den  Knotenpunkten 

1,  3,  5  .  .  .  angreifenden  Lasten  1  auf  sämtliche  Angriffsmomente  M^  schnell  er- 
mitteln.   Auch  die  Anwendung  der  Formeln 


und 


Mm  =  Bx" —  Hym  (für  die  Knotenpunkte  rechts  von  der  Last) 
Mm  =  Äx'  —  Hpm  (für  die  Knotenpunkte  links  von  der  Last) 


führt  bei  gleichen  Feldweiten  sehr  schnell  zum  Ziele,  weil  sich  die  Werte  Bx' 
und  Äx'  von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  um  die  konstanten  Beträge  BX  und  ÄW 
ändern.  Die  Ergebnisse  der  Rechnung  sind  für  alle  Momente  M^  in  der  Tabelle  DI 
zusammengestellt  worden.  Die  Tabellen  IV,  Y,  VI  und  TQ  enthalten  die  mittels  der 
Formein  (15)  bis  (20)  berechneten  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  die  Z7  cos  7, 
Ocosp,  Dcos^  und  FX. 
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cosß» 

+  0^9 

+  1.21 

+  1,0B 

+  0.34 

—  0,67 

+  0.72 

--0,W 

--0,3t 

—  0,3< 

-0,H 

+  0,06 

--0,51 

--0,3b 

-0,1! 

-0,(H 

-0,0t 

--0.2J 

+  0,03 

cosp, 

-0,11 

-11,7:- 

-0,71 

—  0.04 

+  0.12 

cosp. 

-0,0t 

—  0,6C 

-i,m 

-  UM 

+  0,07 

«•11. 

—  0,05 

—  0,46 

-1,33 

—  i.U 

—  0,14 

«■h 

—  o,w 

-0,31 

-0,95 

-2,ia 

-0,57 

cosp. 

-0,02 

—  0,15 

-(W 

-1,4« 

-1,8« 

crap. 

+  0,UCJ 

-0,02 

-041T 

-IIJXI 

—  2,li 

OOill,. 

+  0.02 

+  0,09 

+  0,0» 

-0,2V 

-1*J 

- 1,19'- 

-  0,89!- 

-  0,57  - 
-0,27;- 

-  0,00'- 
-0,20! 

-|-  0,29' 

4-0,22 

0,06| 


1,27 

-0,90 

-0,41 

-0,7:- 

-11,31 

0,72 

-0.W 

-0.2f 

-0*1 

-0,17 

-11,14 

-0,1» 

1113 

+  0,05 

+  0,01 

03:^ 

-0,21 

+  0,0« 

0,42 

-0,32 

+  0,14 

0,37 

-0,34 

-11,17 

0.14 

-0,27 

-0,15 

0,27 

+  0,08 

-{-0,09 

i>,  cos<p, 
Dx  cosq). 
Dt  ooeip, 
/),  cosip, 

ü,  cosip, 

ö,  COB9, 

D^  cosq), 
Z>,  uos9( 


+  0,75 

—  0,01 

—  0,1 
0,02 
0,02 
0,02 

—  0,02 
0,02 
0,02 


0,06  —  0,23  —  0^1  —  0,27 

0  -0,21  —  0,31  —  0,29 
0  -0,16  —  0,30  —  0,30 
0       _o,08|— 0,27  — 


+  0,071—0,09 
+  0,28  +  0,06 
+  0,51  +  --- 


-0,17  — 

-  0,19  — 

-  0,20  — 
-0,20,— 

-  0,19  — 
-0,16  — 
-0,11  — 

-  0.03'— 

-  0,08  + 

-  0,19  + 


0,01 

0,01 

0,01 

—  0,02 

0,02 

0,01 

0,01 

0,01 

+  0,00 

+  0,01 
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126.  Kinflqft  einer  Temperatnrftndenuig.    Ändert  sich  die  dem  spannungs- 
losen  Anfangszustande  entsprechende  Temperatur  um  ^,  so  entsteht  nach  Nr.  115 

(21)       Ä=xr=-,-j — — r— , 

X"  =  0,  -X'  angenähert  =  0. 

Der  im  Nenner  von  X/"   stehende  Faktor  -^-^r  ^^  derselbe,  der  auf  Seite  324 

beim  Übergang  von  Gleich.  (2)  zur  Gleich.  (3)  gehoben  worden  war.  Für  Z*^  darf 
/  =  60"  gesetzt  werden.    Es  entsteht  dann,  mit  ci?  =  2öOt/qm  für  FluAeisen, 

(m  lE—F.t       ^  2bO.20F.t    _.g.j,. 

^^  ""   '    1    ,._^    .,   "     2.68,636     - *^'^ ^''^ 

wo  F,  den  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  der  Brücke  bedeutet*)  In  der  Regel  genügt 
es,  mit  ^  =  +  36*'  C.  zu  rechnen.  Dies  würde  Ä  =  ±  1600  ^,  liefern.  Wir  wollen 
aber,  da  der  Einfluß  der  Füllungsglieder  diesen  Wert  erheblich  verkleinert,  nur 

-fl;  =  ±1400F. 

annehmen.  Die  Berechnung  von  F,  soll  mit  Hilfe  der  auf  Seite  185  abgeleiteten 
Näherungsformeln  (4)  erfolgen. 

Die  Summe  der  positiven  Ordinaten  der  Einflußlinie  für  0,o  cos  ß,o  ist 

2  =  2  (0,02  +  0,09  +  0,08)  =  0,38 , 

+ 

die  Summe  der  negativen  Ordinaten 

S  =  2  (0,27  +  1,30)  =  3,14. 

Die  Knbtenlast  setzt  sich  zusammen  aus  der  ständigen  Last  2,5 -6,0  =  15'  und  der 
ebenso  großen  Verkehrslast  15*.    Der  größte  Druck  Ojo  ist,  wegen  sec  Pio  =  1,00, 

^Oio  =  —  30 . 3,14  +  15 .  038  =  —  88,5';  ^0  <  ^«0. 

Der  Einfluß  von  Ht  auf  0|o  ist 

0„  =  %51  =  +  liOOl^?L?l  =  + 1880  J^.. 
Äjo  ~"  1,5  — 

Wird  eine  Beanspruchung  von  a  =  950  kg/qcm  =  9500  t/qm  gestattet,  so  ergibt  sich 
Ft  aus  der  Gleichung 

88,5  +  1880  F.  =  9600  F.. 

Man  erhält  /;  =  0,0116  qm. 

Ganz  ebenso  findet  man  für  ?7,o  cos  Yio  =  ^lo  die  Werte 

S  =  1,22,  S  =  3,04 

+  - 

^rj,  = -30.3,04+ 15. 1,22-:^^ 

=  _  73  -  1^-3.38  j;  ^  _  73  _  gno  F.. 

I,ö2 


*)  Da  die  Querschnitte  der  beiden  Gurtungen  nicht  gleich  groß  ausfallen,  so 
setze  man  für  F»  den  Mittelwert  der  beiden  Guiitquerschnitte. 


§  11.    Faohwerkbogen  mit  eingeepaimten  K&npfem. 
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And  der  Gleiclinng 

73  +  3110  2^.  =  9500  F. 

folgt  F«  =  0,0114  qm.    Der  mittlere  Gui-tquerschnitt  beträgt  also  im  Scheitel  rund 
J^,  =  0,012  qm  und  es  darf  daher  mit 

Ä  =  ±  1400-0,012  =  17* 

gerechnet  werden.    Dieser  Horizontalschub  erzeugt  die  folgenden  Momente 

^«  =  —  ^' .  y, 
für  Knotenpunkt       0  12  3  4 

Jf«  =  ±  153,68;  ±113,22;  +76,84;  ±44,88;  ±17,17^ 
für  5  6  7  8  9  10 

M>:=^:     6,29;  +   25,50;  +40,46;  +51,17;  +57,46;  +59,67  <w, 

imd  ans  diesen  Momenten  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Formeln  (15)  bis  (19)  die  in 
Tabelle  Vlli  zusammengestellten  Spannkräfte  in  Tonnen. 

ym.  Einfluß  der  Temperaturänderung. 


m 

+  U„  cos  Ym 

±  Om  COS  ^m 

±  Dm  cos  <pm 

+  F«.X 

0 

56« 

26' 

1 

39« 

50 

6' 

35 

2 

33 

42 

8 

33 

3 

25 

34 

.   8 

31 

4 

17 

24 

10 

27 

5 

7 

14 

4 

23 

6 

3 

4 

10 

18 

7 

13 

7 

11 

12 

8 

24 

15 

8 

5 

9 

32 

21 

6 

2 

10 

38 

23 

2 

127.   QaerBchnittsbereolmiiiig.    Es  genügt  hier,  die  Berechnung  eines  Stab- 
querschnittes zu  besprechen.    Wir  wählen  die  Diagonale  D^.    Die  Einflußlinie  für 

D^cosqp^  Liefert  2  =  0,90,   !S  =  1,05.    Es  ergibt  sich  also  einschließlich  des  Ein- 

+  - 

flusses  der  Temperaturänderung 

^nD^  cos  <p,  =  —  30 . 1,05  + 15  . 0,90  —  10  =  —  28  S 
,rfj>,  =  —  28  sec  9,  =  —  28  •  1,03  =  —  29*. 

mmzD^  ist  kleiner  als  minD^.     Das   erforderliche  Ti-ägheitsmoment  des  Querschnitts 
ist  bei  5-facher  Knicksicherheit  nach  der  Eiderschen 
Formel  ^^^ 

Jmu  =  2,5  Dd*  cm*,  ■  Ir««-*' 

wo  (2. die  Länge  der  Diagonale  in  Metern  bedeutet.    Man 
erhalt 

J^  =  2,5 .  29 . 9,58  =  695  cm*. 

Zwei  gleichschenklige  Winkeleisen  von  den  Abmessungen  12  •  1,1  cm,  Fig.  332,  be- 
sitzen Ji,^  =  2  •  340  =  680,  genügen  also.  Der  Quei-schnittsinhalt  ist  i^=  2  •  25,4 
=  50,8qcm  und  die  Beanspruchung 

29 
ff  =  -EK-Q  =  ^1^*^  t/qcm  =  570  kg/qcm. 


Fig.  332. 
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Die  auf  diesem  Wege  gewonnenen  Querschnitte  sind  in  der  Tabelle  IX  zusammen- 
gestellt worden  unter  Beifügung  der  Werte 

*  Stablänge  in  cm 

F         Querschnittsinhalt  in  qcm 

Die  Stablängen  sind  für  die  Gurtungen,  Diagonalen  und  Vertikalen  mit  o,  t«,  (2,  A 
bezeichnet  worden. 


mr,t 


Fig.  333. 


Fig.  334. 

UL   Qnerachnitte. 

a)  Gurtungen. 


Fig.  335. 


F 

0 

259 
383 

0 

F 

1,3 
2,0 

F 

u 

u 

F 

Ol 

\  4  Winkeleisen  13  •  1,2 
[l  Platte  34-1,1 
i2Platten  16-1,1,  Fig.  333 

193 
193 

\  4  Winkeleisen  13  •  1,2 

[2  Platten  34  •  1,0 

U       „     16-1,0,  Fig.  334 

252  414 
252  394 

1,6 
1,6 

0, 

4  Winkeleisen  13 . 1,4 
4          „           13 . 1,2 
4          „           13 . 1,2 
4          „           13 . 1,2 
4          „           13 . 1,2 
4          „           13  •  1,2 
4           .,           13 . 1,2 
4           „            13 . 1,4 
4           „            13 . 1,2 

139 
120 
120 
120 
120 
120 
120 
139 
120 

369 
354 
342 
330 
321 
312 
307 
302 
300 

2,6 
3,0 
2,8 
2,8 
2,7 
2,6 
2,6 
2,2 
2,5 1 

u^ 
u. 

\  4  Winkeleisen  13  •  1,2 

\l  Platt«  34-1,0 

J  2  Platten  16-1,0,  Fig.  335 

186  375  2,0 
186358  1,9 

0. 
0. 

Oio 

4  Winkeleisen  13  •  1,4 
4          „           13  •  1,4 
4          „            13 . 1,4 
4          .,           13  - 1,4 
4           „           13  - 1,4 
4          „           13  - 1,2 

139 
139 
139 
139 
139 
120 

342 
329 
318 
309 
303 
300 

2,5 
2.4 
2,3 
2,2 
2,2 
2,5 

b)  Füllungsstäbe. 


F 

d 

d 
F 

F 

h 

k 

F 

Fo 

2  Winkeleisen  16  •  1,4 

81 

395 

4,9 

A 

2  Winkeleisen  12  - 1,1 

45 

320 

6,3 

Vr 

2 

„ 

15 

.1,4 

81 

348 

43 

A 

2 

12  - 1,1 

45 

314 

6,2 

V, 

2 

„ 

13 

1,2 

60 

307,5,1 

A 

2 

12 . 1,1 

45 

311 

6,1 

f; 

2 

„ 

13 

•1,2 

60 

270  4,5 

D, 

2 

12  - 1,1 

45 

310 

6,1 

y* 

2 

„ 

11 

•1,0 

42,5 

238 

5,6 

A 

2 

12 . 1,1 

45 

310 

6,1 

Vt 

2 

„ 

11 

•1,0 

42,5 

211 

5,0 

A 

2 

12 . 1,1 

45 

310 

6,1 

F, 

2 

„ 

9« 

•1,1 

37,5 

189 

6,1 

A 

2 

13 . 1,2 

54 

31,2 

5,2 

V, 

2 

» 

9 

1,1 

37,5 

172 

4,6 

A 

2 

13 . 1,2 

54 

315 

5,21 

Vt 

2 

„ 

8- 

1,0 

30 

160 

5,3 

A 

2 

13 . 1,2 

54 

321 

6,3 

V* 

2 

„ 

8. 

1,0 

30 

152 

5,0 

Ao 

2 

14 . 1,3 

63 

330 

6,7 

V,, 

2 

„ 

8- 

1,0 

30 

150 

5,0 

§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingespannten  Kämi)fem. 
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d.  Zahlenbeispiel.    Zweiter  Teil. 

128.  Im  Anschluß  an  die  vorstehende  Querschnittsberechnung  stellen  wir  uns 
jetzt  die  Aufgabe,  die  Kämpferdrücke  mit  Berücksichtigung  der  Längenänderungen 
sämtlicher  Stäbe  zu  berechnen.  Als  statisch  unbestiramte  Größen  sollen  die  auf  den 
Scheitelquerschnitt  des  Bogens  wirkenden  ^,  Xh  und  Xc  eingeführt  werden,  Fig.  336, 
vergl.  auch  Fig.  318  bis  320.  Da  ein  symmetrischer  Träger  vorliegt,  so  nehmen  wir 
Xj,  senkrecht  und  Xe  wagerecht  an. 


Fiff.  336. 


Die  Gewichte  w  sind  nach  der  Fonnel 


(23)    tr«  =  -T— I  —  Aom  sec  ßi»  +  Ai/-m+ 1  sec  y»i  +  i  +  Arf„  sec  qp»,  —  A</«+i  seo  9«+i 

+  1  \ 

Am  +  l-l 


-AÄ«^^^  +  AÄ, 


zu  berechnen,  mit  Ausnahme  von  trc*)  und  7t',(,,  für  welche  man  die  TV^erte 

(24)        fcc  =  ^.^^  und 

Aq 

(25)  |M?io  =  T—  [—  A^io  sec;  ß,o  +  Ä^/jo  sec  9,0  —  ^h^o  tg  qpio] 

'*io 


*)  Mit  C  ist  der  linke  Endpunkt  des  Gurtstabes  Oq  bezeichnet  worden.   Fig.  337. 
Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  22 
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erhält.  \w^q  ist  das  auf  eine  Bogenhälfte  ent&llende  Gewicht  des  Knoten- 
punktes 10.  ßei  der  Berechnung  von  tc^  denke  man  die  Stützpunkte  C  und  A 
in  Fig.  337  durch  einen  starren  Stab  verbunden,  der  die  Rolle  einer  Diagonale 
spielt.  Der  für  alle  Stäbe  gleich  gi-oße  Elastizitätsmodul  E  darf  =  1  gesetzt 
wei*den. 


139.  Zastand  X«  =  —  1.  Die  Tabelle  X  enthält  die  durch  die  Momente 
Jlfo  =  —  1  bestimmten  und  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (15)  bis  (18)  auf  Seite  329 
berechneten  Spannki-äfte,  sowie  alle  zur  Berechnung  der  Gewichte  Wa  erforderlichen 
Werte. 


Tabelle  X. 


m 

0 

0 

F 

^o-O-p 

0^0 

secß 

Aosecß 

0 

+  0,329 

1,3 

+  0,43           H 

h  0,141 

1.30 

+  0,56 

1 

+  0,367 

2,0 

+  0,73 

-  0,268 

1,28 

+  0,93 

2 

+  0,401 

2,6 

--1,04 

-  0,417 

1,23 

+  1,28 

-^ 

3 

+  0,437 

3,0 

-1,31 

-  0,572 

1,18 

+  1,55 

4 

+  0,479 

2,8 

+  1,34 

-0,642 

1,14 

+  1,53 

e 

5 

+  0.521 

2,8 

--1,46 

-  0,761 

1,10 

+  1,61 

p 

6 

+  0,566 

2,7 

--1,53 

-0,866 

1,07 

+  1,64 

S 

7 

+  0.604 

2,6 

+  1,57 

-0,948 

1,04 

+  1,63 

o 

8 

+  0,638 

2,6 

+  1,66 

-1,059 

1,02 

+  1,69 

9 

+  0,665 

2.2 

—  1,46 

-  0,971 

1,01 

+  1,47 

10 

+  0,667 

2,5 

-1,67 

- 1,114 

1,00 
Summ 

+  1,67 

Sumi 

ne: 

7,759 

e:     15,56 

§  11.    Faohwerkbogen  mit  eingespannten  Kämpfern. 
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U 

u 
F 

Utiu 

sec  Y 

A««sec  Y 

1 

—  0,349 

1,6 

—  0,56 

+  0,195 

1,38 

—  0,77 

&c 

2 

—  0,376 

1,6 

—  0,60 

+  0,226 

1,31 

—  0,79 

§ 

3 

0,407 

2,0 

—  0,81 

--0,330 

1,25 

1,01 

^ 

4 

—  0,440 

1,9 

—  0,84 

-  -  0,370 

1,19 

—  1,00 

O 

o 

0,479 

2,5 

—  1,20 

-  -  0,576 

1,14 

—  1,37 

£ 

6 

—  0,521 

2,4 

1,26 

-  -  0,661 

1,10 

1,38 

7 

—  0,561 

2,3 

1,29 

-  -  0,724 

1,06 

—  1,37 

C3 

8 

—  0,598 

2,2 

—  1,32 

-  -  0,789 

1,03 

—  1,36 

9 

—  0,631 

2,2 

—  1,39 

—  0,877 

1,01 

—  1,40 

10 

—  0,658 

2,5 

-1,65 

Sumi 

4-1,086 

1,00 

—  1,65 

me:    5,823 

1 

1 

/; 

d 
F 

A.=/;-^- 

Dtid 

sec  9 

A(/seC9 

1     , 

—  0,037 

6,3 

—  0,23 

4-0,009 

1,07 

0,25 

2 

—  0,040 

6,2 

—  0,25 

4-0,010 

r,05 

—  0,26 

d 

3 

—  0,046 

6,1 

—  0,28 

-f-  0,013 

1,04 

—  0,29 

^ 

4 

—  0,051 

6,1 

—  0,31 

4-  0,016 

1,03 

0,32 

1 

5 

—  0,055 

6,1 

—  0,34 

-h  0,019 

1,03 

0,35 

6 

-0,067 

6,1 

0,35 

4-  0,020 

1,03 

—  0,36 

P 

7 

—  0,054 

5,2 

—  0,28 

4-  0,015 

1,04 

—  0,29 

8 

—  0,046 

5,2 

—  0,24 

-f  0,011 

1,05 

0,25 

9 

0,035 

5,3 

—  0,19 

+  0,007 

1,07 

0,20 

10 

—  0,010 

4,7 

—  0,05 
Summe 

4-0,000 

1,10 

—  0,05 

:    4-0,120 

r«. 

F 

.».  i-^- 

r«AÄ« 

X 

^^-    X. 

X 

Kl        ^••-» 

0   +0,035 

4,9 

+  0,17 

_ 

h  0,006 

2,10*) 

+  0,36 

1: 

-  -  0,016 

4,3 

+  0,07 

- 

-0,001 

1,22 

+  0,08 

1,32 

+  0,09 

2 

-  -  0,012 

5,1 

+  0,06 

- 

-0,001 

1,06 

+  0,06 

1,16 

+  0,07 

1 

3 

--0,009 

4,5 

+  0,04 

- 

-0,000 

0,92 

+  0,04 

1,02 

+  0,04 

j 

4 

I-- 0,003 

5,6 

+  0,02 

- 

-0,000 

0,80 

+  0,01 

0,90 

+  0,02 

■■g 

5 

1  —  0,005 

5,0 

—  0,02 

— 

-0,000 

0,69 

—  0,02 

0,79 

—  0,02 

^ 

6 

—  0,014 

5,1 

0,07 

- 

-0,001 

0,60 

—  0,04 

0,70 

0,05 

y^ 

7i  —0,025 

4,6 

-r-0,12 

- 

-0,003 

0,53 

—  0,06 

0,63 

—  0,07 

8 

—  0,038 

53 

—  0,20 

- 

-0,008 

0,47 

—  0,09 

0,57 

—  0.11 

9 

—  0,048 

5,0 

—  0,24 

- 

-  0,012 

0,43 

0,10 

0,53 

—  0,13 

10 

—  0,058 

2,5-) 

-0,14 

- 

h  0,008 

0,51 

—  0,13 

Summe: 

- 

h  0,040 

2,30 


2,0 


'-  +  tg  Yi  =  1,15  +  0,95  ==  2.10. 


**)  Es  ist  nur  die  halbe  Scheitelvertikale  in  Rechnung  gestellt  worden. 

22* 
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IT, 


•  a 


IC 


3,95 
1 


1« 


^2» 


tCy 


•  « 


Die  Ge\^ichte  Wa  für  den  Zustand  X«  =  —  1  sind  nun 

frca  =  -^-^  =  +  0,08  (nach  Gleich.  (24)) 

(-  0,56  —  0,77  —  0,00  +  0,25  -  0,36  +  0,09)  =  —  0,34 

(—  0,93  —  0,79  —  0,25  +  0,26  —  0,08  +  0,07)  =  —  0,49 

(—  1,28  — 1,01  —  0,26  +  0,29  —  0,06  +  0,04)  =  —  0,74 

{—  1,55  —  1,00  —  0,29  +  0,32  —  0,04  +  0,02)  =  —  0,94 

(—  1,53  —  1,37  —  0,32  +  0,35  —  0,01  —  0,02)  =  — 1,22 

(—  1,61  —  1,38  —  0,35  +  0,36  +  0,02  —  0,05)  =  —  1,43 

(->  1,64  —  1,37  —  0,36  +  0,29  +  0,04  —  0,07)  =  —  1,65 

(— 1,63  —  1,36  —  0,29  +  0,25  +  0,06  —  0,11)  =  — 1,79 

(—  1,69  —  1,40  —  0,25  +  0,20  +  0,09  —  0,13)  =  —  1,99 

(—  1,47  —  1,65  —  0,20  +  0,05  +  0,10  —  0,13)  =  —  2,17. 


3,48 
1 

3,07 
1 

2,70 
'''*•=  2^ 


tt*«  = 


fta 


W. 


•« 


w, 


«'9a  = 


1,11 
1 

2,89 

1 
1,72 

1 
'1,60 

1 
1,52 


Die  Biegungslinie  für  den  Zustand  ^  =  —  1  läßt  sich  als  die  Momentenlinie 
eines  Freiti'ägers  CG  deuten,  dessen  Einspannungsstelle  dem  Scheitelquerschnitt  des 
Bogens  entspricht,  Fig.  338*),  und  der  mit  den  Gewichten  —  w^^  belastet  ist  Nach 
Berechnung  der  Querkräfte: 


(?o  =  — 0,08 

ft  =  —  0,08  +  0,34  =  0,26 
(?,  =  0,26  +  0,49  =  0,75 
Q^  =      0,75  +  0,74  =  1,49 

Mo 


<?4  =  2,43 
Ö5  =  3,65 
Qt  =  6,08 
Q,  =  6,73 


<?.  =  8,52 
O9  =10,61 
0,0  =  12,68 


findet  man  Mo  =  —  0,08  •  2,0,  also  -^  =  —  0,08  •  |  =  —  0,05, 


.¥5:X=  8,63 
ife :  X  =  13,61 
3f,:X  =  20,34 


M^ 


X  =  28,86 
X  =  39,37 
X  =  52,05. 


.¥, :  X  =  —  0,05  +  0,26  =  0,21 
34  :  X  =  0,21  +  0,75  =  0,96 
JI4 :  X  =  0,96  -f  1,49  =  2,45 
.¥4 :  X  =      2,45  +  2,43  =  4,88 

Nun  ist    ««,  =  2:>S!-^-  =  25aA«a 

=zZO^o  +  J:u^u  +  J:D^d+lV^v 

=  2  [7,759  +  5,823  +  0,120  +  0,040]  =  2  - 13,74, 

und  man  erhält  daher  aus  den  die  Durchbiegungen  ^ma  (für  ^  =  1)  vorstellendeu 
Momenten  M: 

M^ 


^^•-^-äaT'"*      2.13,74 


2  >  13,74 
3,0 


M^'.X 
9,16 


')  Yergl.  auch  Seite  121,  Fig.  108. 


§11.    Fach  werkbogen  mit  eingespaanten  Kämpfern. 
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Den  in  den  Knotenpunkten  1,  3,  5,  7,  9  angreifenden  Lasten  entspricht  also 
der  Beihe  nach 


0  91 
X, .  1  =  -^' J^  =  0,02293 

-X«  • »  =  "9^Jß"  =^  0,267 
X« .  5  =  -qTq  ^^ 0,931 


^a  •  7  g  -tn     —  2,22o 

Xa.9=    Q  - g    =  4,289. 


^^l 


Fig.  338. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  des  Poles  (7),  um  den  sich  eine  nach 
Seite  320,  Fig.  319,  an  die  Scheitelvertikale  angeschlossene  starre  Scheibe  /  dreht, 
und  ermitteln  zunächst  die  wagerechte  Verschiebung  6a  des  oberen  Knotenpunktes  10 
nach  dem  in  Nr.  51,  Seite  129,  beschriebenen  Yerfahren.  Aus  der,  einen  Sonderfall 
der  Fig.  116,  Seite  129,  bildenden  (nur  als  Skizze  anzusehenden)  Fig.  338  folgt  die 
einfache,  leicht  zu  beweisende  Gleichung 

10  9 

«A  =  2 Ao«  sec  p«  -f  I««a  (tg  ß„  —  tg  ß„-,)  +  5,0«  tg  Pio- 

0  0 

Da  nun  die  Knotenpunkte  0,  1,  2,  ...  10  der  oberen  Gui'tung  in  einer  Parabel  von 
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der  Pfeilhöhe  /i,:?  12,55  und  der  Spannweite  /  =  60"^20X  liegen,  und  da  fernei 
die  Feldweite  konstant  ist,  so  ergibt  sich 

0,2510 


und 


o.   o  ÖAX         8.12,55 

tgp-.-tgp«.i=2tg^p  =  -J^  =  — ^^5^ 


8*  =  15,56  +  (h^a  +  i  \,a)  ^^p  =  15,56  +  (|  ^^[^  +  -^^°  ) 0,2610, 


wo  Mm  die  vorhin  l)erechneten  Momente  infolge  der  (5ewirhte  tta  sind. 
Es  ergibt  sich  (für  J5=l) 

«*  =  15,56  +  (119,16  +  26,02)  0,2510  =  52,00. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Poles  (/)  vom  Knotenpunkte  10  mit  s  und  be- 
achtet man,  daß  sich  die  Scheibe  /  infolge  von  X«  =  —  1  um  den  Winkel  ^8«« 
dreht,  so  findet  man  für  die  Verschiebung  des  Punktes  10  den  Wert  ^^aa^.  Da 
nun  andrerseits  die  Vei-schiebung  des  l\mktes  10  durch  die  Strecke 

8* 


aio"  = 


sm\)> 


dargestellt  wii*d,  so  ergibt  sich  die  (ileichung 


JÖa«Ä  = 


«* 


imd  man  findet  daher 


r-o  =  .s  sin  i|)  = 


smv)i 
52,00 


=  3,78-, 


0,5  8aa~~    13,74 

e«  =  16,5  —  3,78  =  12,72-, 

während  sich  vorhin  r»  =  12,99-  ergab.    Die  Lage  der  Kraft  Xc  ist  nunmehr  be- 
kannt, Fig.  336. 

180.  Eine  zweite  Bestiininiixigsweise  von  r«  ergibt  sich  aus  der  Bedingung 


EI^ 


:^=o, 


Fig.  339. 


wo  St,  die  Spannkräfte  infolge  von 
Xe  =  —  1  bedeuten.  Fügt  man  zu  der 
Kraft  Xc  =  —  1  in  beliebiger  Höhe  (z.  B. 
in  der  Höhe  10-,  Fig.  339)  zwei  sich 
aufhebende  Kräfte  1  hinzu,  und  bezeichnet 
man  die  Spannkräfte  infolge  der  durch 
einen  gefiederten  Pfeil  dargestellten 
Kraft  1  mit  S\  und  den  Hebelarm  des 
außer  dieser  Kraft  noch  angreifenden 
Kräftepaares  mit  c,  so  ist 


imd  man  erhält 


Sc=y+Sa'e, 


S'  s„ 


Sls 


woraus  (wegen  Öao  =  2  •  13,74) 


0 


6 


oa 


hl 

0 


§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingeepaimten  Kämpfern. 
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In  der  Tabelle  XI  sind  die  Spannkräfte  S*%  die  aus  Tabelle  X  übernommenen 
lÄngenänderongen  A«a  infolge  Xa  =  —  1  und  die  Produkte  S'^Sa  zusammengestellt 
worden.    Man  erhält 

14,7572  +  20,6132  +  1,6929  +  0,2690 
e  = j3^^ =  2,72«, 

also,  wie  vorhin,  c«  =  10,0  +  2,72  =  12,72"'. 


Tabelle  XI. 

Gurtungen. 


0' 

AOa 

O'AOa 

ir 

Atta 

rrAwa 

0,     H 

(-3,29 

+  0,43 

_ 

h  1,4147 

Ol 

— 

-2,63 

-  -  0,73 

- 

- 1,9199 

^'. 

-2,11 

—  0,56 

+ 1,1816 

On 

- 

-1,84 

--1,04 

- 

- 1,9136 

J'» 

—  1,38 

—  0,60 

+  0,8280 

(\ 

- 

-1,03 

--1,31 

— 

- 1,3493 

f. 

—  0,62 

—  0,81 

+  0,5022 

04 

- 

-0,19 

--1,34 

- 

-  0,2546 

J\ 

-  -  0,15 

—  0,84 

—  0,1260 

0, 

—  0,65 

-  - 1,46 

—  0,9490 

ih 

-  -  0,95 

—  1,20 

—  1,1400 

0. 

-1,47 

--1,53 

—  2,2491 

t'. 

--1,75 

•  — 1,25 

—  2,1875 

0, 

—  2,21 

--1,57 

—  3,4697 

u. 

-  -  2,52 

—  1,29 

—  3,2508 

0, 

—  2,81 

-  - 1,66 

—  4,6646 

i\ 

-  -  3,22 

—  1,32 

—  4,2504 

0. 

—  3,23 

-  - 1,46 

—  4.7158 

i\ 

-  -  3,77 

—  1,39 

—  5,2403 

0« 

—  3,a3 

+  1,67 

—  5,5611    , 

^10 

+  4,20 

—  1,65 

Summe: 

—  6,9300 

Simime: 

14,7572 

—  20,6132 

Füllungsstäbe. 


—  - 

D' 

Arf„ 

1 

i 

t 

Vo 

—  0,634 

AÄa 

+  0,17 

F'A//a 

—  0,1078 

A 

- 

-  0,510 

—  0,23 

—  0,1173 

^1 

0,732 

+  0,07 

-  0,0512 

/), 

- 

-0,584 

—  0,25 

—  0,1460 

V, 

—  0,693 

+  0,06 

—  0,0416 

Dt 

- 

-0,653 

—  0,28 

0,1828 

V, 

—  0,630 

+  0,04 

—  0,0252 

D, 

h  0,723 

—  0,31 

0,2241 

;  ^'* 

0,545 

+  0,02 

—  0,0109 

A 

- 

-0,783 

—  0,34 

—  0,2662 

T-5 

—  0,449 

0,02 

+  0,0090 

A 

- 

-0,807 

-0,35 

—  0,2825 

V. 

-0,357 

—  0,07 

+  0,0250 

A 

- 

-  0,776 

—  0,28 

—  0,2173 

Vf 

-0,150 

—  0,12 

+  0,0180 

A 

- 

-0,659 

—  0,24 

—  0,1582 

Vs 

—  0,010 

—  0,20 

0,0020 

A 

- 

-  0,479 

—  0,19 

—  0,0910 

V, 

+  0,174 

0,24 

—  0,0418 

A. 

- 

h  0,149 

—  0,05 

—  0,0075 

V^o 

+  0,289 

—  0,14 

—  0,0405 

Summe:    —1,6929 


Siunme:    —0,2690 


181.  POr  den  Zustand  -X*  = .— ,  den  wir  an  Stelle  des  Zustandes  -X*  =  —  1 


X 


untersuchen  wollen,  ergeben  sich  die  Momente  J/®  = !*'-    und  —  für   die   linke 


*)  Die  Berechnung  der  S'  erfolgte  wieder  mit  Hilfe  dei*  Formeln  (15)  bis  (20) 
auf  Seite  329. 
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Ei*ste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 


Bogenhälfte  —  die  in  der  Tabelle  XII   angegebenen  Spannkräfte  Su  und  Längt?n- 
änderungen  Ä-vj. 

Tabelle  Xn. 


1 
1 

t 

1 

1 

1 

0 

F 

0*  •  A  Oft 

sec  ß 

A  Oft  sec  p 

0 

+  3,29 

1.3 

+  4,28 

14,081 

1,30 

+    5,56 

tL 

1     1 

,      +  3,31 

2,0 

+  6,62 

21,912 

1,28 

--   8,47 

5 

2 

+  3,21 

2,6 

+  8,35 

26,803 

1,23 

-  - 10,27 

r. 

3 

1      —  3,06 

3,0 

—  9,18 

28,091 

1,18 

"10,83 

4 

+  2,87 

2,8 

+  8,04 

23,075 

1,14 

--    9,17 

p 

5 

!      +  2,61 

2,8 

+  7,31 

19,079 

1,10 

--   8,04 

CD 

6 

,      +  2,26 

2,7 

+  6,10 

13,786 

1,07 

--    6,53 

o 

7 

'      + 1,81 

2,6 

+  4,71 

8,525 

1,04 

+    4,90 

8 

+  1,28 

2,6 

+  3,33 

4,262 

1,02 

+   3,40 

9 

+  0,66 

2,2 

+  1,45 
Summe: 

0,957 

1,01 

+    1,46 

160,571 

1 

1 

3,49 

F 
"'l,6 

—  5,58 

Tj-AMi 

seo  Y 

Awft  sec  Y 

19,474 

1,38 

—  7,70 

^ 

2 

1           3,39 

1,6 

-5,42 

18,374 

1,31 

7,10 

3 

—  3,26 

2,0 

-6,52 

21,255 

1,25 

—  8,15 

4 

—  3,09 

1.9 

—  5,87 

18,138 

1,19 

6,99 

e 

ö 

-  2,87 

2,5 

—  7,18 

20,607 

1,14 

—  8,19 

?> 

6 

2,61 

2,4 

6,26 

16,339 

1,10 

—  6,89 

i^ 

7 

—  2,24 

2,3 

—  5,15 

11,536 

1,06 

—  5,46 

8 

1,80 

2,2 

3,96 

7,128 

1,03 

—  4,08 

9 

-1,26 

2.2 

2,77 

3,490 

1,01 

2,80 

10 

i      -0,66 

2,5 

—  1,65 

1,089 

1,00 

—  1,65 

Summe:     137,430 


d 

Dd 

I^ft 

F 

Arfft  =  ^.- 

A- Arfft 

sec  9 

Arfft  sec  9 

1 

0,058 

6,3 

—  0,37 

0,021 

1,07 

—  0,40 

2 

0,021 

6,2 

-0,13 

0,003 

1,05 

—  0,14 

c 

3 

+  0,011 

6,1 

+  0,07 

0,008 

1,04 

+  0,07 

0; 
IS 

4 

+  0,074 

6,1 

+  0,45 

0,033 

1,03 

+  0,46 

Ö 

5 

—  0,156 

6,1 

+  0,95 

0,148 

1,03 

+  0,98 

|3 

6 

0,261 

6,1 

+  1,59 

0,415 

1,03 

+  1,64 

7 

+  0,387 

5,2 

+  2,01 

0,779 

1,04 

+  2,09 

8 

+  0,519 

5,2 

+  2,70 

1,401 

1,05 

+  2,84 

9 

—  0,634 

5,3 

+  3,36 

2,130 

1,07 

+  3,60 

10 

+  0,724 

4,7 

+  3,40 

Siunni 

2,462 

1,10 

+  3,74 

e:     7,400 

§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingespannten  Kämpfern. 
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F 

1 

A  7                ^^^' 

r-A// 

A 

X    ^''"• 

X 

0    —0,017 

4,9 

—  0,08 

0,001 

2,10 

—  0,17 

1    —0,183 

4,3 

0,79 

0,145 

1,22 

0,96 

1,32 

—  1,04 

a 

2    —0,227 

5,1 

—  1,16 

0,263 

1,06 

—  1,23 

1,16 

1,35 

"3 

3    —0,263 

4,5 

—  1,18 

0,310 

0,92 

—  1,09 

1,02 

—  1,20 

ig 

4    —0,313 

5,6 

1,75 

0,548 

0,80 

—  1,40 

0,90 

—  1,58 

5,  —0,350 

5,0 

-1,75 

0,613 

0,69 

—  1,21 

0,79 

—  1,38 

> 

6         0,387 

5,1 

1,97 

0,762 

0,60 

—  1,18 

0,70 

—  1,38 

7         0,413 

4,6 

-1,90 

0,785 

0,53 

1,00 

0,63 

—  1,20 

8    —0,407 

5,3 

—  2,16 

0,879 

0,47 

—  1,02 

0,57 

1,23 

9 

—  0,380 

5,0 

1,90 

0,722 

0.43 

0.82 

0,53 

-1,01 

{Summe :     5,028 


Für  die  Gewichte  iVb  erhält  man  die  Werte: 

ircb  == 2     =  —  0,04 

icob  =  -^  (—  5,56  —  7,70  —  0,00  +  0,40  +  0,17 


«16 


3,48 


(—  8,47  —  7,10  —  0,40  +  0,14  +  0,96 


fr,i  =  —  -    (—  10,27  —  8,15  —  0,14  —  0,07  +  1,23 

^^6*  =  -OTT  (—  8'^4  —  6,89  +  0,98  -  1,64  +  1,21  - 

ir^  =  -r4ö  (—  67^3  —  0-46  +  1,64  —  2,09  +  1.18  - 
1,0" 

?r,6  =  ,  i^  (—  4,90  —  4,08  +  2,09  —  2,84  +  1,00  - 

w^  =  -rKrT  (—  3,40  —  2,80  +  2,84  —  3,60  +  1,02  - 
l,oU 

tc^  =  —in-  (—  I746  —  1,65  +  3.60  —  3,74  +  0,82) : 


1,04)  =  - 

1,35)  =  - 

- 1,20)  = 

- 1,58)  = 

1,38)  =  - 

1,38)  =  - 

1,20)  =  - 

1,23)  =.  - 

1,01)  =  - 

=  — 1,60. 


-3,48 

-4,66 

-6,06 

—  6,93 

-7,50 

-7,47 

-6,59 

-5,79 

-4,34 


X  = 


Die  Momente  Mm  eines  mit  den  Gewichten  Wh  belasteten  Freiträgers  sind  für 
1  (in  derselben  Weise  berechnet  wie  auf  Seite  340) 


3^0=  0,03 
3/,=  3,55 
34  =  11,73 
34  =  25,97 


34=  47,14 
3/5=  75,81 
34=111,95 
.14  =  154,68 


3f8  =203,20 
34  =256,06 
3/10  =  310,52. 


Da  nun  X^  proportional  M^  ist  imd  für  eine  mit  dem  Scheitel  zusammen- 
fallende Last  1  den  "Wert  Xj  =  0,5  annehmen  muB,  so  entsprechen  den  in  den 
Knotenpunkten  1.  3,  5,  7,  9  angreifenden  Twisten  1  der  Reihe  nach  die  Werte 
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Erete  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


^^  =  -2.|S,52=^'«^^^^ 


X^  = 


25,97 


2 .  310,52 
Andererseits  muß  auch  sein 


=  0,042 


Xt^  =;=  0,122 
Xt^  =  0,249 
Xt^  =  0,412. 


X,= 


3f„ 


M^ 


ist 


s 


lSt,^8b 


EF 


wo  nach  Tabelle  XII 

£  Ä A«*  =  2  (160,571  +  137,430  +  7,400  +  5,028)  =  2  •  310,43. 

Dieser  Wert  stimmt  mit  2  •  J/jo  in  befriedigender  Weise  überein.    Noch  sei  hervor- 
gehoben, daß  für  alle  links  vom  Scheitel  gelegenen  Lasten 

J5=A»und^  =  l  —  Xft  ist. 

182.  Zustand  Xc  =  —  1.  Tabelle  XIU  enthält  die  Spannkräfte  Ä  infolge 
der  in  der  Höhe  r«=:  12,72"  angreifenden  Belastung  Xc  =  —  1  sowie  die  zuge- 
hörigen A^o* 


Tabelle  XHI. 


1 

( 

1 

0 

,.  ...            .. j 

0 

~F 

Ao          ^, 

0-Ao 

sec  ß 

Ao  sec  ß 

0 

+  4,19 

1,3 

+  5,45 

22,836 

1,30 

+  7,08 

1 

-f  3,63 

2,0 

+  7,26 

26,354 

1,28 

+  9,29 

tiO 

2 

+  2,93 

2,6 

+  7,62 

22,327 

1,23 

+  9,37 

-g 

3 

+  2,22 

3,0 

+  6,66 

14,785 

1,18 

+  7,86 

U 

4 

I      +1,50 

2.8 

+  4,20 

6,300 

1,14 

+  4,79 

O 

5    1 

+  0,77 

2,8 

+  2,16 

1,663 

1,10 

+  2,38 

l 

6    , 

+  0,07 

2,7 

+  0,19 

0,013 

1,07 

+  0,20 

7 

0,57 

2,6 

—  1,48 

0,844 

1,04 

—  1,54 

O 

8 

1,07 

2,6 

2,78 

2,975 

1,02 

—  2,84 

9 

—  1,42 

2,2 

3.12 

4,430 

1,01 

—  3,15 

10 

1 

1,52 

2,5 

3.80 

5,776 

1,00 

—  3,80 

Summe:     108,303 


r 

u 

F 

AI/-     j, 

U^H 

sec  Y 

A?/  set'  Y 

1 

'      —  3,07 

1,6 

4,91 

15,074 

1,38 

5,78 

hb 

2 

—  2,41 

1,6 

—  3,86 

9,303 

1,31 

—  5,06 

§ 

3 

—  1,73 

2,0 

—  3,46 

5,986 

1,25 

—  4,32 

3 

4 

1           1,04 

1,9 

1,98 

2,059 

1,19 

—  2,36 

Ü 

5 

1      —  0,35 

2,5 

—  0,88 

0,308 

1,14 

—  1,00 

S 

6 

i      +0,33 

2,4 

[-0.79 

0,261 

1,10 

- 

-0,87 

M 

7 

+  1,09 

2,3 

-2,51 

2,736 

1,06 

- 

-2,66 

8 

!      + 1,59 

2,2 

-3,50 

5,566 

1,03 

- 

-3,60 

9 

—  2,07 

2,2 

-4,55 

9,419 

1,01 

- 

-4,60 

10 

+  2,40 

2,5 

h6,00 

14,400 

1,00 

— 

h6.00 

Summi 

3:    65,111 

§  11.    Fachwerkbogen  mit  eingespannten  Kämptem. 
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1 

d 

Dd 

1 

D 

F 

Arf  =  ^ 

D^d 

sec  9 

tkd  sec  9 

1 

+  0,413 

6,3 

+  2,60 

1,074 

1,07 

— 

h2,78 

2 

-  -  0,474 

6,2 

--2,94 

1,394 

1,05 

-3,09 

a 

3 

-  -  0,527 

6,1 

-  -  3,21 

1,692 

1,04 

- 

-3,34 

'S 

4 

-  -  0,584 

6,1 

-  -  3,56 

2,079 

1,03 

- 

-3,67 

c 

ö 

-- 0.633 

6,1 

--3,86 

2,443 

1,03 

- 

-3,98 

g) 

6    . 

.  -  0,662 

6,1 

-  -  3,98 

2,595 

1,03        - 

-4,10 

P 

7 

+  0,635 

5,2 

-3,30 

2,096 

1,04 

- 

-3,43 

8 

+  0,528 

5,2 

--2,75 

1,452 

1,05 

- 

-2,89 

9 

+  0,376 

5,3 

--1,96 

0,737 

1,07 

- 

-2,10 

10 

+  0,021 

4,7 

+  0,10 
Summe 

0,002 

1,10 

1-0,10 

:     15,564 

> 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


Vtih 


2c 


0,560 

4,9 

0,687 

4,3 

0,667 

5,1 

0,603 

4,5 

0,541 

5,6 

0,458 

5,0 

0,363 

5,1 

0,223 

4,6 

0,090 

5,3 

0,047 

5,0 

0,132 

2,5 

—  2,70 

—  2,95 

—  3,35 

—  2,71 

—  3,03 

—  2,29 

—  1,80 

—  1,03 

—  0,48 
+  0,24 
+  0,33 

Summe :     10,831 


1,318 

2,10 

2,027 

1,22 

2,201 

1,06 

1,634 

0,92 

1,639 

0,80 

1,049 

0,69 

0,635 

0,60 

0,230 

0,53 

0,043 

0,47 

0,011 

0,43 

0,044 

—  5,67 

—  3,60 

—  3,65 

—  2,49 

—  2,42 

—  1,58 

—  1,08 

—  0,56 

—  0,23 
+  0,10 


1,32 
1,16 
1,02 
0,90 
0,79 
0,70 
0,63 
0,57 
0,53 
0,51 


A/tm 


—  3,89 

—  3,89 

—  2,76 

—  2,73 

—  1,81 

—  1,26 

—  0,65 

—  0,27 
+  0,13 
+  0,17 


Für  die  Gewichte  We  erhält  man  die  Werte: 

2^'70  1  Oft 


tc^c  =  Y^  [—  7,08  —  6,78  +  0,00  -  2,60  +  5,67 

«^i*  =  -Q^  [—  9,29  —  5,06  +  2,60  —  2,94  +  3,60 
o,4o 

»,.  =  i  i)  [—  ''86  —  2,36  +  3,21  —  3,66  +  2,49 

"»•  ~  W  f~  ^'^  "•"  *''®''  +  ^'^  ~  ^'^®  "^  ^'^^ 
Ute  =  ■—  [—  0,20  +  2,66  +  3,98  —  3,30  +  1,08 

tr„  =  -^  [+ 1,54  +  3,60  +  3,30  -  2,76  +  0,66 


3,89]  = 

—  3,72 

3,89]  — 

—  4,30 

2,76]  = 

—  4,29 

2,V3J  - 

—  4,00 

1,81]  = 

2,30 

ym 

—  0,62 

0,65]  — 

+  1,89 

0,27]  — 

+  3,48 
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Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


?r8e  =  Y  60  [+  2,84  +  4,60  +  2,75  -  1,96  +  0,23  +  0,13]  =  +  5,37 

w^  =  Y^2  [+  3,15  +  6,00  +  1,96  —  0,10  —  0,10  +  0,17]  =  +  7,34 

1  ^7^ 

Jtr,oc  =  ~-  [+  3,80  +  0,10  ~  0,33  •  0,46*)]  =  +  -Jg-  =  +  2,600. 

Das  Gewicht  )  w^^^e  hat  keinen  Einfluß  auf  die  Momente  M  des  mit  den  Ge- 
wichten ff  belasteten  Freiträgers;  es  wurde  aber  berechnet  um  die  Probe 

9 

2tr«  +  tvcc  +  i  ;r,oe  =  +  20,58  —  20,58  =  0 

0 


ausführen  zu  können.    Aus  den  Momenten 


M^z=z  5,97 X 
3/,  =  15,34  X 
Af,  =  29,00  X 
M^  =  46,66  X 

ergeben  sich  die  Werte 


A' = 


3/5=  66,62  X 
34=  87,20  X 
3/,  =  105,89  X 


3/ 


34  =  121,10  X 
34  =  130,94  X 
3f,o  =  133,44  X 


M 


2.%A.<?c  ' 


wo  nach  Tabelle  XIII 

LSe^Sc  =  2  (108,303  +  65,111  +  15,564  + 10,831)  =  2  •  199,809. 
Für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  erhält  man 


Xci  ==  0,0448 
A-^,,  =  0,218 
Xcs  =  0,500 


Xai  =  0,795 
A-^  =  0,983 


188.    Die  Gleichung   der  Eftmpferdrncklinie   ergibt  sich  aus   der  Olcich- 
gewichtsbedingung  (Fig.  336) 

Man  findet  für  die  Knotenpunkte  1,  3,  5,  7,  9  der  Reihe  nach 

A%y»  =  0,1773  y*  =  3,96- 

Xcyj,  =  1,149  /yjk  =  5,27  - 

Xc  yi,  =  2,761  /A  =  5,62  « 

A'.yfcr=z  4,466  ^^  =  5,62« 

Xc  ijTc  =  5,534  I       yi,  =  5,63  -. 

Bezogen  auf  die  Schlußlinie  AB  der  unteren  Gurtimg,   erhalt  man  die  Ordinaten 

(2^*' =y* +  <•«): 

yt'=  16,68-";    17,99'";    18,24";    18,34«;    18,36"; 

dies(»lben  weichen  von  den  früher  erhaltenen  Ordinaten 

yi'=  19,08";    18,77";    18,49";    18,25";    18,17" 

nur  in  der  Nähe  des  Kämpf ei*s  wesentlich  ab. 

184.  Einflnfi  der  Temperatnrftiidenmg.    Ändert  sich  die  dem  spannungslosen 
Anfaugszustande  des  Bogens  entsprechende  Temperatur  überall  um  denselben  Betrag  /, 

*)  0,46  =  tg(p,.  =  -3|'- 


§11.    Fachwerkbogen  mit  eingespannten  Kämpfern. 
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so  entsteht  ein  Kämpferdruck  -X«*,  der  sehr  annähernd  in  der  Höhe  c«  =  12,72' 
über  der  SchluBlinie  AB  der  unteren  Gurtong  liegt  und  den  Wert 

zEtV"  zEtr'  2b'tr\ 


^^'Wf 


2 .  199,809 


400 


besitzt,  wo  (nach  Fig.  312  auf  Seite  308) 

r"=  /  +  2  c«eos^  =  6000  +  2  •  1272  •  0,026  =  6066  cm 

ist.*)    Mit  <==  +  35<'  Gels,  ergibt  sich 

^         25.35-6066       .nnn^. 
= 4ÖÖ ~  ^^^^  ^• 

17000 
Früher  erhielten  wir  Xet  =  17000  kg,  ein  "Wert,  der  erst  bei  ^  =  35  ^  6örü\  =  45  **  Gels. 

entstehen  wird.    Man  vergl.  die  auf  Seite  209  an  die  Berechnung  des  Horizontal- 
schubes Et  der  Douro-Brücke  bei  Porto  geknüpfte  Bemerkung. 

e.   Näherungsformeln  zur  Berechnung  der  Kämpferdrucke. 

135.  Formel  für  X«.  Um  zu  ein&ichen,  geschlossenen  Formeln  für  die  Un- 
bekannten JC«,  -X*  und  Xe  zu  gelangen,  ersetzen  wir  die  Einzelgewichte  «r«,  «?6,  fr«, 
durch  stetige  Belastungen. 


Fig.  340. 


8  1 

*)  Wir  haben  die  Wei-te  -=^  (Seite  336)  in  —  ausgedrückt.     Man  erkennt, 
daß  man  genügend  genau  V"=V  setzen  darf. 


•I   * 


*  • 


•  «• 


.    •   z. 
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An  Stelle  der  «?«  nehmen  wir  die  in  Fig.  340  dargestellte  trapezförmige  Be- 
lastungsfläohe  an,  deren  Höhe  am  Kämpfer  =  a,  und  im  Scheitel  =  1  sein  möge.  Im' 
Abstände  xa  von  A  ist  die  Belastimgshöhe 

Der  Fi-eiträger  AO  wird  dann  an  der  Stelle  xj.  durch  das  Moment 

3/=-^r— +(1  — a) 


2       '    '  '  6/i 

beansprucht,  wo  /i  =  |  /  ist.    Der  Inhalt  der  Belastungsfläche  ist  für  beide  Bogen- 
hälften 

und  man  erhftlt  daher  (für  x^  =  a  <  /,) 

Für  den  vorhin  untersuchten  Bogenträger  ergab  sich  am  Kämpfer  «r«  =  0,34,  in  der 
Nähe  des  Scheitels  Wa  =  2,17.    Das  Verhältnis  dieser  beiden  Werte  Ist 

und  es  folgt  daher  (mit  /^  =  30*") 

Aa  =  -^  (2,069  +  3,621  y)  • 

Dies  gibt  für 

^-  =  0,1      A'„  =  0,02  431  tm 

'  =0,3  =0,284 

=  0,5  =  0,970 

=  0,7  =  2,256 

=  0,9  =  4,316, 

d.  s.  Werte,  die  mit  den  früher  gefundenen  befriedigend  übereinstimmen.  Jedenfalls 
wird  die  Formel  bei  einer  vorläufigen  Querechnittsberechnung  recht  gute  Dienste 
leisten;  es  kommt  dann  nur  darauf  an,  das  Verhäitnis  a  der  Gewichte  Wa  füi*  die 
Knotenpunkte  am  Kämpfer  und  im  Scheitel  von  vornherein  zu  schätzen. 

186.  Formel  ft&r  Xj,.    Wir  nehmen  die  Belastungshöhe  an  der  Stelle  x  gleich 

Oft  =  (OoX  =  Wo  (/i  —  Xa) 


=  [a+(l-a)-:^](/.-a:^) 


*)  Da  die  Querschnittsabmessungen.  bei  einem  neu  zu  entwerfenden  Bogen  nicht 
bekannt  sind,  so  muß  man  a  zunächst  schätzen.    Man  nehme  etwa 


'''  i/r_i_  '• 


WO  h,  imd  ßijg  die  Wei-te  von  h  im  Scheitel  und  am  Kämpfer  bedeuten.    Im  vor- 
liegenden Falle  liefert  diese  Formel  zufällig  ebenfalls  a  =  0,16. 
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an,  und  erhalten  M  durch  zweimalige  Integi-ation  der  Differentialgleichung 

Die  Integrations-Konstanten  werden  mit  Hilfe  der  Bedingungen  bestimmt: 

dM 
xa=^0  muß  liefern    -r^    =0, 

dXA 

Es  ergibt  sich 

iir=./.-|-4-(l-2a)4-(l-a)^^^^. 

Da  nun  X^  proportional  M  ist  und  für  xa^=Ii  den  Wert  0,5  annehmen  muß,  so 
folgt  für  j:^  =  a</i 


a^i-5-  +  a-2a)-^-(l-a) 


X^         -"*    2     '   '  '6         '  '  12/, 


0.5  /*  /*  /»       ' 

imd  schließlich 

Lasten,  welche  rechts  vom  Scheitel  liegen,  mfen  negative  Werte  -X*  hervor.  VergL 
Fig.  336;  die  Linie  ÄDD*B*  ist  die  Einflußlinie  für  X^.  Verschiebt  man  den  Zweig 
D'B*  um  die  Strecke  1  nach  unten,  so  entsteht  die  stetige  Kurve  JlDB'\  und  diese 
ist  die  Einflußlinie  für  den  senkrechten,  rechtsseitigen  Stützenwidei-stand  B. 

Für  a  =  0,16  ergibt  sich: 


und  für 


X»  =  -^  ro,324  +  y  ^,460  -  0,284  ^^  J 


^-  =  0,1       Xft  =  0,00367 


=  0,3  =  0,0393 

=  0,5  =0,121 

=  0,7  =  0,248 

=  0,9  =0,411, 

welche  Werte  mit  den  früher  gefundenen  ebenfalls  befriedigend  übereinstimmen. 

187.    Formel  für  c.    Die  mit  der  Kraft  Xc  zusanm[ienf allende  j^- Achse  habe 
vom  Mittelpunkte  der  Scheitelvertikale  den  Abstand  c.    Es  ist 

h 

I  (Vo^a  +  yJ^a)  dXA 

r  O 

f-e=. j-^ , 

/  (öa  +  C0„)  dXA 
o 

wo,  mit  den  in  die  Figur  340  eingetragenen  Bezeichnungen, 

2       ~~^  ~"^      '  /? 
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ist.    Es  ergibt  sich  ab?o 

^~~''^~~Ji  -0,5(l  +  ä)7;~  6(1  +  «)  ^ 

und 

Für   unser  Beispiel    Ist   ^  =  12,55",    fu  =  15,00-,    /"=  ^  (^  +  /*,)  =  13,775-   und 
a  =  0,16,  mithin 

c  =  2,93-'  und  c»  =  12,82", 

während  wir  auf  Seite  327  und  342  die  Werte  r^  =  12,99"  und  c«  =  12,72"  fanden. 

188.   Formel  ftr  Xe.  -Lst  M  das  Angriffsmoment  an  der  Stelle  X  des  Frei- 
trägers Ä  O  infolge  einer  dem  Gasetze 

«c  =  «a  (yo  +  y«)  =  2  (Oay  =  2  ^1  — (1  — a)-^J^c  — /--^j 

folgenden  stetigen  Belastimg,  so  ist 

M 


X«  = 


2f(yl-\-yl)füadx 


Integriert  man  die  Differentialgleichung 

,■  f."=-[-<'-<]('-4) 

und  bestimmt  man  die  beiden  Integrationskonstanten  mit  Hilfe  der  Bedingungen: 

xz=0  muß  liefern  — -. —  =  0 

dx- 

x  =  /i    „         „  3/=0, 

so  erhält  man 

^''='[i(-^)-^('-f)]'.' 

Da  nun 


ist,  so  folgt 


i/o 

-.+ 

2 

-/•« 

X» 

.'/« 

«       A 

2 

!/.*  +  yJ  =  A-.»  -  A-,«  -    +  V  -S- ' 


WO 


A^i«  =  2  c«  +  4  A.« 

Äi«  =  2  c  (/; + /y  -  //.  (//*  -  h.) 

Es  ergibt  sich  dann 


V         \»  w  ' 


k  ^ 
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und  für  eine  bei  jr  =  c  gelegene  La.st  1: 

-'-7-('-^)]- 


WO 


L*  =  k;*  (1  +  a)  -  -i-  V  (1  +  3  «)  +  ^V  (1  +  5  «). 
Drückt  man  r,  /*©  imd  /j,  durch  /",  ä,  und  hk  aus,  so  erhält  man 


(6)    k^  = 


P     7  +  42a  +  15a»       /?.« 


h.ln 


hj 


90  1  +  a 

und  gelangt  schließlich  zu  der  Formel  (für  J">0) 


+  '^  (ll  +  6a)+  -^"(3+50)+  .^-(l+5a), 


30 


(7) 


^^  =  Tr.--J-{T.-;;^[Y.  +  ^(T«-Y.^)]}. 


WO 


(7  a) 


Yi 


Ti  = 


Yb  = 


_  2  (2  +  10  g  +  3  tt«) 

_  15  (1  +  3  g) 

P 
5  (1  —  g)  (1  +  3  tt) 

P 


Y4  = 


_  15  (1  +  g) 


P 


_  9  (1  —  g«) 
Ys-  ß  , 

P  =  -/^(7  +  42g  +  15g«)+  ^^^  +  *^  [«(ll  +  5g)  +  Mfc(3  +  5g) 

+  //l(l  +  5a)]. 
Yür  \mser  Zahlenbeispiel  ist 

/•=  13,775-,  /i  ^  30-,  //,  =  1,5-,  ht  =  3,95-,  g  =  0,16: 

man  findet  ß  =  7,12577  und 

A'^  =  1,032  -  •\- 1 3,115  —  -^ [o,872  +  -  (2,442  —  1,231  -^)]  }  • 

Es  ergeben  sich  daher  die  folgenden  Ordinaten  der  Xc-IJnie   imd   der  Kämpfer- 
dnicklinie: 


e 

Xc 

yu*)      yu  -  ^'u  +  Z^*  —  12,82-  +  yu 

0,9 
0,7 
0,5 
0,3 
0,1 

0,0198 
0,184 
0,476 
0.792 

i;oo2 

6.23-                         19,05- 
6,03    \                      18,85 
5,85    ,                       18,67 
5,67                            18,49 
5.54                           18,36 

*)  Nach  der  auf  Seite  348  abgeleiteten  Formel 

XtC-\-Xa 

Möller-Breslau, 

Graphische 

Statik.    II.  1.         •                                  23 
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189.   Die  Formel  fQr  Xet  infolge  einer  Temperatnränderang  lautet 


Xet 


A°*+^"'^"— £w 


denn  es  ist  zu  beachten,  daß  der  "Wert  «a  =  l  im  Scheitel  mit  liFFJiJ^  multi- 
pliziert werden  muß.    Man  erhält 

(8)  Xcjt  =  2tEt^F.. 

Zwischen  k  und  ß  besteht  die  Beziehung 

^^^  ^""90(l  +  a) 

Für  unser  Zahlenbeispiel  (a  =  0,16,  /"=  13,8,  //.«  =  2,25,  <  =  35«,  £J£'=25, 
Fe  =  120  qcm)  ergibt  sich  ä"  =         '      '   ---  =  28,3  und 

yo  •  1,1b 

X^,=  16700  kg. 

Dieser  Wert  darf  natürlich  nur  mit  der  in  Nr.  126  unter  Yernachlässigung  der 
Längenändei-ungen  der  FüUungsstäbe  gefundenen  Zahl  Xet  =  17000  kg  verglichen 
werden. 

140.  Fttr  den  Sonderfall  a  =  1,0  erhält  man  nach  einer  einfachen  Zwischen- 
rechnung für  eine  Last  P^l: 

1    a« 

(10)  ^'  =  \-^^ 

(11)  X.  =  l^(3-^), 

. (12)         XcUk  =  XhC  -f-  Xa  =  -vyy  • 

Die  strecken  xa  und  s:^,  welche  die  a:- Achse  und  die  Kämpf eitlrücke  K^  und 
S^  auf  den  Senkrechten  durch  A  imd  B  abschneiden,  Fig.  341,  sind  durch  die 
Gleichungen  bestimmt! 

\XeXB  =  X^  li  —  Xa  =  -Tl~t 


und  mau  findet  daher 


(13)  „-^^4^   und   -^^=-^. 


Ist  also  die  Kämpferdrucklinie  bekannt,  so  kann  man  die  Schnittpunkte  jF\  und 
F^  der  Kämpferdrücke  iT,  und  K^  mit  den  Senkrechten  durch  A  und  B  wie  folgt 
bestimmen.  Man  verbindet  den  Punkt  G  der  KämpfeixirucMinie  mit  den  Punkten  Jj 
und  Jj,  in  denen  die  x- Achse  die  Senkrechten  durch  A  und  B  trifft  durch  Gerade 
und  zieht  OF^  \\  CJi  und  OF^  ||  CJ,.  Dieses  einfache  Gesetz  ist  nur  an  die 
Annahme  eines  konstanten  Wertes  Ua  gebunden;  es  ist  also  nicht  not- 
wendig, daß  die  Mittellinie  des  Bogens  parabolisch  ist. 

Liegt  P  sehr  nahe  an  J^,  so  ist  die  Ermittlung  des  Punktes  Fi  unbequem. 
Man  bestimmt  dami  die  Richtung  von  Ki  zweckmäßiger  durch  Berechnung  des 
Schnittpunktes  L^  von  A'^  mit  der  j-- Achse.    Man  findet 


i   *■* 


t 


11«- 


( 


:V-.- 
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(14) 


,  lia  lib 


Die  weiteren  Entwicklungen  setzen  einen  Parabelbogen  voraus.    Für  diesen  ist 

f 


(15) 


3   '■ 


ßk' 


und  nach  Oleichung  (6) 


Iß  1 

^*  =  -TT  /*  +  iV  (8Ä.«  +  4Ä,Ä*  +  3  /?*•). 


45 


15 


a  \t 


ferner  nach  Gleichung  (5) 


Führt  man  die  Strecken 

a  =  li  —  c  und  b  =  li'\-e 

ein,  so  findet  man  schließlich 

(16) 

WO 

(17)  V  =  - 


'  ~  32    /-/i»   "*' 
1 


1  + 


3     8/i.«  +  4Ä.Äfc  +  3Äifc* 


16 


n 


Für  y*  erhält  man  den  konstanten  AVert 


(18) 


yh  = 


Sf 

15  V 


23' 
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Beim   Parabelbogen   ist    also    für   a  =  l   die    Kämpferdrucklinie    eine    wagerechte 
Gerade. 

Der  Horizontalschub  infolge  einer  Tempei-aturändenmg  Ist  (nach  G^leichong  (8) 
mit  dem  oben  für  k^  angegebenen  Werte) 


wofür  man  auch  nmd 


„  46     „^  Ä,*     -, 


(19)        Xci  =  %zEiF.^^ 


setzen  darf. 

Für  imser  Zahlenbeispiel  ergibt  sich  mit  a  =  1 

v  =  0,92,  c  =  4,59-,  c«  =11,16"',  /a  =  7,99'",  y*'  =  19,15-, 

ferner  für 


a:l 


Xh  I  -Va 


=  0,1  ,    0,076          0,007  I    0,034 

0,3  0,675  '     0,061  1    0,244 

0,5  ,     1.876          0,156  0^28 

0,7  i    3,675  i     0,282  0,778 

0,9  6,075  I     0,425  .    0,920 

Xct  =  6  .  25  .  35 .  120  ~'^'  0,92  =  6850  kg. 

lo,o 

Die  Werte  c,  c„,  Xa  und  Xct  weichen  von  den  früher  gewonnenen  erheb- 
lich ab,  während  die  von  den  senkrechten  Lasten  herrührenden,  auf  Tafel  6, 
Fig.  342,  dargestellten  Kämpferdrücke  mit  den  früher  ermittelten  befriedigend  über- 
einstimmen. Diese  Übereinstimmung  herrscht  aber  nur  bezüglich  der  Größe 
diaser  Kräfte,  die  Unterschiede  der  Lagen  sind  so  wesentliche,  daß  die  Annahme 
a  =  1,0  höchstens  für  eine  ganz  rohe  Überechlagrechnung  brauchbar  ist.  Ein  gutes 
Büd  von  der  Zidässigkeit  der  verschiedenen  Näherungsverfahren  liefert  die  folgende 
Untersuchung. 

141.    Vergleiohaxig    der    auf  versohiedenen  Wegen   gefundenen  Werte 

MJnOjo  und  minUi.     Dic  nächstfolgende  Tabelle  enthält   die  Oi"dinaten  der  !EänfIuß- 
linie  für  das  Moment  J/J,  })ezogen  auf  den  oberen  Knotenpunkt  0,  und  zwar: 

I  nach  dem   im   ei-sten  Teile   unseres  Zahlenbeispiels  durchgeführten  Ver- 
fahren  (,r'=^), 

n  auf  Grund  der  im  zweiten  Teile  dui-chgefühi-ten  genaueren,  die  Längen- 
änderungen  sämtlicher  Stäbe  beräcksichtigenden  Untersuchung*), 

ni  auf  Giimd  der  für  a  =  0,16  berechneten  Werte  X«,  -X*,  X«, 

IV  auf  Grund  der  Annahme  a  =  1. 


*)  Die  Ordinaten  sind  für  eine  links  vom  Scheitel  gelegene  Last  P=  1  mittels 
der  Formel  J/j  =  ^4-^^  +  -^«(^«  —  Vo)  —  F^a  berechnet  worden.  liegt  P 
rechts  vom  Scheitel,  so  wird  Xj,  negativ  und  das  Glied  Pxa  fällt  fort. 


i    k 
» "  »       *  k  I.   *    '• 
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J/J- Linie. 


Last  1 
in 

i 

n 

1 

IM 

IV 

1 

2,470 

-  2,413 

—  2,789 

2,470 

3 

—  5,590 

—  5,561 

5,905 

—  4,736 

5      i 

—  6,105 

—  6,024 

6,178 

—  4,638 

7      i 

—  4,473 

4,333 

-  4,279 

-3,256 

9 

—  1,705 

— 1,721 

1,466 

:  - 1,642 

9'     , 

+  0,755 

+  0,559 

+  0,874 

1  —  0,042 

r 

+  1,887 

+ 1,727 

+ 1,841 

1 

1 

-  -  0,824 

5'     . 

1 

+  1,635 

+  1,656 

+ 1,562 

' 

-  - 1,002 

3'     ' 

+  0,830 

+  0,919 

+  0,737 

• 

--0,604 

1'     . 

,  +  0,150 

+  0,244 

+  0,189 

-  -  0,110 

Summe 

—  20,343 

+  5,257 

20,052 

+  5,105 

—  20,617 

+  5,203 

-16,684 

+  2,540 
5' 

Xt  = 

17,0' 

13,3' 

16,7* 

6,J 

C^  —  t/oO 

12,99      3,95 

8,77" 

8,87- 

7,21- 

1 

=  9 

,04« 

Die  .ständige  Belastung  eines  Enotenpimktes  betiügt  15',  die  bewegliche  ebenfalls 
15'.    Da  nun 


U,  =  ^^^  =  m^=0,S6Mi 


k 


3,95 


ist,  so  ergibt  sich  der  Einfluß  der  Bela.stung; 

I  ^^l\  =  0,35  [—  20,343  •  30  +  5,257  •  15]==  —  186' 

n  ^„^7,  =  0,35  [-  20,052  -  30  +  5,105  •  15]  =  —  183' 

in  ^nU^  =  0,35  [-  20,617  .  30  +  5,203  •  15]  =  —  189' 

IV  ^.CTj  =  0,35  [—  16,684  •  30  +  2,540  •  15]  =  —  163', 

und  der  Einfloß  der  Temperaturänderung 

I    T\=±  0,35 .17,0 .  9,04  =  +  54 ' 

n    6^1=:=  + 0,35. 13,3. 8,77  =  ±41' 

m    f ^»  =  ±0,35.16,7. 8,87  =  +  52' 

IV    r7,  =  +  0,35-   6,8.  7,21  =  ±17'. 
Im  ganzen  entsteht  also 

im  Falle  I  n  HI  IV 

^Z7i  =  — 240'      —224'      —241'      —180'. 
Für  die  Spannkraft  «.«Oi^  erhält  man  mittels  der  in  der  Tabelle  angegebenen 
Ordinaten  der  Emflußlinie  (wegen  cos  ßjQ  =  1,0). 

Oio*  Linie. 


Last  in 

I              'i             TT 

in 

IV 

1 
3 
5 
7 
9 

h0,02 
-0,09 
-0,08 

—  0,27 

—  1,30 

+  0,05 
+  0.15 
+  0,14 

1 

—  0,28 

—  1,37 

+  0,01 
+  0,08 
+  0,04 

—  0,35 
-.1,42  ; 

+  0,04 
+  0,17 
+  0,10 

—  0,46 
1,70 

Simmie 

+  0,19 

—  1,57 

+  0,34  1-1,65 

+  0,13 

—  1,77 

+  0,31 

—  2,16 

X,f 

^19        , 

1 

17, 

2, 

1, 

0' 
Ol 

5 

13, 

2, 

1> 

3' 

28 

5 

16, 
2, 

1, 

7« 
18 

5             1 

6,1 
3,1 

1,' 

3' 
B4 

358  Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 

infolge  der  Belastung 

1  ^,0io  =  2[— 1,67.30  +  049.15]  =  — 88,5' 

n  ^«0,o  =  2[— 1,65.30  +  0,34.15]  =  — 88,8' 

m  «^0»o  =  2  [— 1,77  .  30  +  0,13 .  15]  =  —  102,3' 

IV  «nOio  =  2  [—  2,16  .  30  +  0,31  •  15]  =  —  120,3', 

und  infolge  einer  Temperaturänderung 

IV  -^0.0  =  + -^?f|?i  =  + 17,4«. 

i,0 


1,5 


Es  ergibt  sich  also  im  ganzen 

I  n  m  IV 

.     «««Ow  =  — 111*        —109'        —127*        —138'. 

Die  Übereinstimmung  der  nach  I  und  UI  berechneten  Werte  mit  den  nach  n 
(d.  i.  unter  Berücksichtigung  der  Längenändemngen  sämtlicher  Stäbe)  gefundenen 
kann  als  befriedigend  bezeichnet  werden;  denn  man  darf  nicht  auBer  acht  lassen,  dafi 
der  ohnehin  auf  einer  ziemlich  rohen  Schätzung  beruhende  Einfluß  der  Temperatur- 
änderung eine  große  Bolle  spielt  Dagegen  müssen  die  Abweichungen  der  Ergeb- 
nisse n  und  IV  als  zu  groß  bezeichnet  werden,  so  daß  die  Annahme  a^l  nicht 
zu  empfehlen  ist. 

Sohheßlich  werde  noch  hervorgehoben,  daß  sich  der  Bogen  mit  eingespannten 
Kämpfern  nur  bei  verhältnismäßig  großer  Ffeilhöhe  zur  Ausführung  empfiehlt,  weil 
geringe  Pfeilhöhen  stets  beträchtliche  Spannungen  durch  Temperaturändemngen  im 
Gefolge  haben. 


§  12. 

Durchgeheader  Balken  mit  drei  Stfitzpunktea. 

142.   Die  ElnflnAliiiie  far  den  Widerstand  C  der  MittelBtatae,  mit 

deren  Aufzeichnung  die  Untersuchung  des  Trägers  zweckmäßig  be- 
gonnen wird,  erhält  man  nach  Nr.  56,  Seite  140,  indem  man  für  den 
Zustand  C=  —  1  die  Biegungslinie  der  zur  Aufnahme  der  Lasten  be- 
stimmten Gurtung  zeichnet  und  ihre  Ordinaten  (ij)  durch  die  demselben 
Zustande  entsprechende  Senkung  (c)  des  Stützpunktes  C,  welcher  auch 
der  anderen,  unbelasteten  Gurtung  angehören  kann,  dividiert  In  Kg.  343 
ist  die  fragliche  Biegungslinie  als  Seilpolygon  von  Gewichten  tr  auf- 
gefaßt worden.  Dreieck  A'B'C  stellt  die  Momentenfläche  des  mit 
(7=  —  1  belasteten  einfachen  Balkens  vor;  y^  sei  das  Moment  an  der 
Stelle  m.    Dann  ergibt  sich  mit  der  meistens  zulässigen  Temachlässigung 

'2/    S 

der  Formänderungen  der  Füllungsstäbe:  ^••  =  -rif^)  wofür  bei  kon- 
stantem  E 
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gesetzt  werden  möge,  unter  F,  eine  beliebige  Quei-sclmittsflache  ver- 
Btanden.     Diese  Abäadening  der  v-  ist  auf  das  Ergebnis 
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welches  nur  von  dem  Verhältnis  iq :  c  abhängig  ist  ohne  Einfluß,  und 
aus  demselben  Grunde  leuchtet  ein,  daß  sowohl  die  Höhe  des  Momenten- 
Dreiecks  ÄB'C  als  auch  die  Polweite  des  Seüzuges  beliebig  gewählt 
werden  dürfen.  Aus  der  C-Linie  lassen  sich  nun  mit  Leichtigkeit  alle 
übrigen  Einflußlinien  ableiten. 

Anmerkung,  Die  Gewichte  w  erscheinen  in  derselben  Form  wie  beim  Zwei- 
gelenkbogen,  §  7 ;  die  früher  für  gewisse  Arten  des  Fachwerks  gezeigten  Umformungen 
der  w  lassen  sich  natürlich  auch  hier  verwerten.  Es  empfiehlt  sich  üi  der  Regel, 
jP«  :  i^M  =  1  anzunehmen.  Für  Parallelträger  mit  gleichlangen  Feldern  setze  man 
?/*••  =  y«.. 

Noch  sei  hervorgehoben,  daß  wir  es  in  Fig.  343  c  des  kleinen  Mafistabes  wegen 
unterUeßen,  den  Seilzug  durch  ein  einbeschriebenes  Polygon,  dessen  Ecken  den.  Quer- 
ti'ägem  entsprechen,  zu  ersetzen. 

143.  Die  EinflnAfläelie  für  den  Widerstand  A  der  linken  Stütze 
(Mg.  343  d)  wird  als  Unterschied  des  Dreiecks  B"JÄ\  dessen  Seite 
B"J  durch  C"  geht,  und  der  C-Fläche  erhalten;  ihr  Multiplikator  ist 

a  = — ,  wo  v  =  Ä\J,     Wäre  nämlich    der  Balken  nui*  m  A  und  B 

V 

gestützt,  so  bestände  die  J.-Fläche  aus  einem  Dreiecke  Ä'JB"  von 
der  Höhe  -4V=1,  imd  von  diesem  Dreieck  muß  nun  der  Einfluß 
von  C  so  in  Abzug  gebracht  werden,  daß  einer  im  Stützpunkte  C  an- 
greifenden Last  die  Ordinate  -4  =  0  entspricht  Der  Multipükator  — 
ist  erforderlich,  weil  Ä'J=  v  ist,  statt  J."j=  1. 

144.  Die  Jlfm- Fläche  (Fig.  343 e)  erhält  man,  indem  man  auf 
der  Geraden  B"C"  senkrecht  unter  m  den  Punkt  m"  bestimmt  und  die 
Gerade  Ä'm"  zieht.  Wäre  Ä'J=x^^  so  wäre  das  Dreieck  Ä'm'B" 
die  il/„-Fläche  des  einfachen  Balkens  AB  und  Dreieck  Ä'm'C"  die 
JC-Fläche  des  einfachen  Balkens  AC.  Da  Ä'J=^v  ist,  muß  der 
Multiplikator  |jl  =  x„ :  i;  eiageführt  werden.  Zu  demselben  Ergebnis 
führt  die  Überlegung,  daß  rechts  von  m  gelegene  Lasten  das  Moment 
M^^=Ax^  hervorrufen,  weshalb  sich  rechts  von  m  die  jJf^-Häche 
von  der  ^i-Fläche  nur  durch  den  Multiplikator  unterecheidet  Durch 
die  Momente  M„  sind  die  Gurtkräfte  gegeben. 

145.  Die  2>-Pläehe  in  Figur  343f  ergibt  sich  aus  ähnlichen  Über-» 
legungen,  wie  sie  ia  Nr.  143  und  144  angestellt  worden  sind.  Der 
auf  die  Ä'B"  als  Nullachse  bezogene  Linienzug  Ä'L^L^B"  läßt  sich 
als  die  D -Linie  des  einfachen  Balkens  AB  auffassen,  und  der  auf  die 
Nullachse  Ä'C"  bezogene  Linienzug  Ä'L^L^C"  als  D-Idnie  des  ein- 
fachen Balkens  A"C'\  Die  Geraden  Ä'L^  und  B"L^  müssen  sich 
daher  senkrecht  unter  dem  Schnittpunkte  /  der  Giu^stäbe  O  und  U 
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treffen,  und  die  Punkte  X^,  K^^  in  denen  L^L^  von  den  Geraden  ^1  B' 
und  Ä'C"  geschnitten  wird,  müssen  senkrecht  unter  den  Belastungs- 
scheiden i\  und  E^  liegen,  welche  man  erhält,  wenn  man  D  als 
Füllungsstab  eines  einfachen  Balkens  AC  oder  eiaes  einfachen  Balkens 
AD  ansieht.  Damit  ist  der  Punkt  L^  auf  dreifache  Weise  bestimmt. 
Treten  nur  rechts  von  r  Lasten  auf,  so  greift  links  von  dem  durch 
die  Stäbe  0,  D,  XJ  geführten  Schnitt  nur  die  äußere  Kraft  A  an  und 
die  llomentengleichung  in  bezug  auf  Punkt  i  lautet: 

—  DVi  —  AXi  =  0; 

sie  liefert:  D  =  —  A—^  und   führt   zu  den  ia  der  Eigur  343 f   an- 

gegebenen  Vorzeichen  der  D-Mäche.     Auch  lehrt  sie,  daß  der  Multi- 
plikator 

X.   _A 


ist,  wo  Dji  der  absolute  Wert  der  durch  ^  =  1  im  fraglichen  Füllungs- 
stabe erzeugten  Spannkraft  bedeutet. 

Eine  vierte,  besonders  einfache  Bestimmungsweise  des  Punktes  i^, 
ergibt  sich  sclüießüch  aus  dem  früher  bewiesenen  Gesetze,  daß  die 
•Strecke  L^H  im  Falle  [i  =  l  gleich  der  dui'ch  Zerlegung  von  P=  1 
nach  den  Kichtungen  von  U  imd  D  gewonnenen  Seitenkraft  [U]  sein 
muß*),  bei  Auftreten  eines  Multiplikators  \l  also  gleich  der  Seitenkraft 

einer  Last  —  (Fig.  343  g). 

146.  Die  Einflii£flfiolie  für  die  Querkraft  Q  im  Felde  t\F._ 
zeigt  Hg.  344:  ihre  Aufzeich- 


^ 

^ 


— :* 


jT/r, 


nung  empfiehlt  sich  bei  Unter- 
suchung von  ParaUelträgem, 
da  hier  die  Spannkräfte  in  den 
Füllungsstäben  durch  die  Quer- 
kräfte Q  bestimmt  sind.  Nach 
Eintragung  der  Geraden  B"J 
wird  A''L^  \\  B"L^  gezogen. 
Der  Multiplikator  ist  =  1 :  v. 
Der  Beweis  wird  wie  in  Nr.  145l 
geführt 

Den  Kräftemaßstab  wird  man  in  Figur  343  und  344  zweckmäßig  so  wählen, 
daß  die  Lasteinheit  durch  eine  Strecke  von  der  lünge  r  dargestellt  wird.    Dann 


(A  /^/ä'cAr,^4i.  / 


•  Fig.  344. 


*)  Vergl.  Band  I,  Seite  240,  Fig.  226.    Bei  ohenliegender  Fahrbahn  erfolgt  die 
Zerlegung  nach  den  Eichtungen  O  und  />. 
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wird  der  Multiplikator  der  -4-Fläclie  und  O-Fläche  =  1,  der  Af«-Fläche  :=  Xm  und 
der  2)-Fläche  =  Z)^. 

147.  Gehört  der  Stützpunkt  C  nicht  der  belasteten  Gnrtung  an,  so 
ist  C"  kein  Punkt  der  dem  Seilzuge  Ä'C"B"  einbeschriebenen  C-Linie. 

Die  Gerade  B"J  geht  aber  nach  wie  vor 
durch  den  Punkt  C'\  und  c  bedeutet  auch 
liier  den  Abstand  des  Punktes  C"  von  der 
Schlußlinie  Ä'B'\  Vergl.  Mg.  345,  welche 
einen  Teil  der  ^-Fläche  darstellt 


rw9  ' 

!   \B' 


148.  Der  Einflnfi  einer  Temperatur- 
ändenmg  auf  den  Stützenwiderstand  C  isd: 
ganz  allgemein: 

C  =  1  -  — 

C0 


Fig.  345. 

wo  8^,  und  8,^  die  Senkungen  bedeuten,  welche  der  Knotenpunkt  C 
des  einfachen  Balkens  AB  infolge  einer  Erwärmung  bezw.  infolge  der 
Belastung  C=  —  1  erfährt  Wird  eine  gleichmäßige  Erhöhung  der 
Aufatellungstemperatur  vorausgesetzt  und  der  Abstand  des  Punktes  C 
von  der  Wagerechten  AB  mit  e  bezeichnet,  so  ergibt  sich  8^,  =  sfe. 
Pur  8..  ist  der  Wert 


'tfC 


'ec 


einzuführen,  unter  Wp  die  Polweite  des  Seilzuges  Ä'C'B  verstanden. 
Es  muß  nämlich  die  Ordinate  c  des  für  den  Zustand  (7=  —  1  ge- 
zeichneten Seilpolygons  multipliziert  werden:  mit  1 :  EF^^  weil  die  J?i^,- 
fachen  Gewichte  w  benutzt  worden  sind,  mit  Wp^  weil  die  Polweite 

nicht  =  1  gewählt  worden  ist  und  mit       V; "  *•  y«»  ^^^  ^^  Höhe  des 

^"^  '  IL 

Momentendreiecks  AC'B'  für  den  Zustand  C=  —  1  gleich  -j-^,- 

statt  =  j/n  ist    Infolgedessen  ergibt  sich  der  Stützenwiderstand 

(1)     a=-^^'7;(^+^'^, 

dessen  Einfluß  auf  die  Stabkräfte  am  besten  mit  Hilfe  eines  Cremona- 
schen  Kräfteplanes  untersucht  wird.  In  der  vorstehenden  Formel  ist 
Wp  als  ZcM  aufzufassen,  welche  mit   dem  Maßstabe  gemessen  wird, 

'US 

nach  welchem    die  Zahlen  w  =  -^   aufgetragen  worden  sind.     Die 

T 

Strecken  6,  y^-,  ^i,  /g?  ^  messe  man  mit  dem  Längenmaßstabe  der 
Zeichnung. 
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In  der  Eegel  wird  beim  durchgehenden  Balken  der  Einfluß  einer 
Temperaturänderung  gar  nicht  berücksichtigt  und  für  unwesentlich 
erachtet  Dies  letztere  trifft  aber  nur  bei  gleichförmiger  Erwärmung 
zu,  und  es  möge  daher  noch  der  wichtige  Fall  betrachtet  werden,»daß 
die  obere  Gurtung  infolge  Sonnenbestrahlung  eine  um  ^t  höhere 
Temperatur  annimmt  als  die  untere.  Man  rechnet  dann  genügend 
genau,  wenn  man  den  Füllungsstäben  und  der  unteren  Gurtung  den 
Wert  f  =  0  zuschreibt  und  die  Längenänderungen  der  Obergurtstäbe 
(zunächst  für  s  =  l)  nach  der  Formel  ^s  =  s^t  bestimmt  Nun  er- 
mittle man  die  Gewichte  u\  = = der  unteren  Knoten- 

r  r 

punkte,  verbinde  dieselben  durch  ein  Seilpolygon  (Polweite  =Wf^ 
und  messe  unter  C  die  Ordinate  c,  (Fig.  318  e).  Man  findet  dann 
8^,  =  —  &WtpCt  und 

(2)         C  =  —  ^^-^'^''l^S^^^^hl  ^*p  ^f 

IV tp  ist  eine  Zahl,  welche  mit  dem  Maßstabe  gemessen  werden  muß, 
nach  welchem  die  Zahlen  w^  aufgetragen  worden  sind .*)  Ist  die  obere 
Gurtung  um  ^t  kälter  als  die  untere,  so  entsteht  ein  positives  Q. 

Es  möge  noch,  für  die  in- Fig.  346  dargestellte  Trägerfonn  eine  Näheningsfonnel 
für  Ct  aufgestellt  werden.    Dazu  gehen  wir  von  dem  Ausdrucke 

(3)       a=-?^-'-^ 


EF 


aus,  wo  S'  die  durch  die  Belastung  C== —  1  in  den  Stäben  des  einfachen  Balkens 
AB  hervorgerufenen  Spannkräfte  bedeuten,  ^ir  berücksichtigen  nur  die  L&ngen- 
änderongen  der  Gurtstäbe  und  erhalten  für  diese  Stäbe  die  TVerte 

_       i  X 
S'=  +  -77 — *    .  ,    (linke  Seitenöffnung), 

Ix 
S'=i~^  .j    '  ■ .-.    (rechte  Seitenöffnung). 

(h-TS)Ä 

Die  oberen  Vorzeichen  gelten  für  die  obere,  die  unteren  für  die  untere  Gurtung.  Es 
ergibt  sich  also  bei  unendlich  kleiner  Feldweite 

jFF  "■  (/i  +  /,)«  L  V  h^EF  ^  »j  h^EF  A 

o  o 

Diesen  Ausdruck  schreiben  wir  in  der  Form 


*)  In  der  Begel  empfiehlt  es  sich,  für  die  verhältnismäßig  großen  Gewichte 
fr«  einen  anderen  Maßstab  zu  wählen  als  für  die  Gewichte  w. 
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wo  F,  und  ht  die  Werte  von  F  und  k  über  der  Mittelstätze  liedeuten,  während 

VF. 

"  =  -ITF- 

ist.  ^Die  Querschnittsinhalte  F  mögen  sich  mit  x  so  ändern,  daß  tu  eine  lineare 
Funktion  ist,  welche  an  den  Trägerenden  die  Werte  a^  bezw.  o,  annimmt*) 
Dann  ist 

;  4     '    12' 


und  man  erhält 


Fig.  346. 


S^s  _   /i%«Pi(3  +  ot,)  +  /.(3  +  at)] 
^   EF  ^  6EFJu^(l,  +  l^)* 


Da  nun 


Weiter  ergibt  sich  für  die  um  A/  erwärmte  obere  Gurtun;; 

O  O 

I     xdx  I         xdx       'i     I  1  ^1 

80  gelangt  man  schließlich  zu  der  Formel 

(4)  q  =  -6c^F.A<A(^)  ^^'l  +  ^'W 

/i/,        /i(3  +  a,)  +  ^(3H-a,) 

wo  (mit  den  abkürzenden  Bezeichnungen  -r^  =  Ti  und  -7^  =  t,) 

hl  h^ 


(5) 


(6), 


*)  Es  ist  dies  dieselbe  einfache  Annahme,  die  in  Nr.  135  bei  der  Berechnung 
des  Bogens  mit  eingespannten  Kämpfern  gemacht  wui-de. 
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Das  Biegungsmoment,  welches  G  über  der  Mittelstütze  erzeugt,  ist 

es  rnft  in  der  oberen  oder  unteren  (iui-tiug  die  Spannkraft 

und  die  Spannung 

.      M 


hervor.    Man  erhält  also  über  der  Stütze  die  Beanspruchimg 


(7)  Q=z±QiEM 


^(3  +  a,)  +  /t(3  +  a,) 
Der  Stützenwiderstand  ist,  absolut  genommen, 

(8)  C,  =  <jF.''-'Sh±R. 

Ist  /,=/,  =  /,     \J>|  =  ^,  ==  v|;,     «1  =  Of  =  a, 

so  ergibt  sich 

(9)  a  =  6eJ5;A/  3*-^-, 

(10)  0  =  2ffF,  *• 


/ 
Für 

T  =  123456  789        10 

erhalt  man 

+  =  0,500  0,614  0,676  0,717  0,747  0,770  0,788  0,803  0,816  0,830. 

Für  Ä,  =  0  also  für  t  =  00  wird  ij)  ==  1. 

Es  sei  z.  B.  /i  =  /,  =  30'",  /f,  =  4,5*  //^  =  ä,  =  2,25'",  also  Ä,:Ai  =  2  und 
^  =  0,614;  femer  F^  =  100  qcm  und  i^,  =  300  qcm,  mithin  a  =  3  •  2«  =  12.  Dann 
ergibt  sioh  für  A^  =  20*  und  für  Flußeisen 


femer 


CT  =  6 .  25 '^^"^{^  "^ ^'  -^^  ^^/^^"^' 
G  =  —  2 . 1 20 .  300  tn  =  — 10  800  kg. 


Die  vorstehenden  Foimeln  gelten  auch  fiir  den  Fall  einer  geneigten  oberen  Gurtung, 
weil  secß  so  wenig  von  1  abweicht,  daß  man  A^secß  konstant  annehmen  darl 

"Wir  erinnern  wieder  dai-an,  daß  der  voiistehenden  Rechnung  die  ungünstige 
Voraussetzung  starrer  Füllungsstäbe  zugninde  liegt.  Dafür  ist  der  durch  Formel  (1) 
gegebene  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  vernachlässigt  worden.  "Will  man 
nach  Berechnung  sämtlicher  Stabquerschnitte  G  genauer  bestimmen  (was  immer  zu 
empfehlen  ist)  so  benutze  man  die  Foimel  (1).  Daß  dies  nicht  ganz  überflüssig  ist, 
haben  wir  in  dem  im  §  11  durchgeführten  Zahlenbeispiele  gesehen. 

149.  Bei  der  Drehbrücke  „Neuhof"  über  den  Keiheretieg  bei  Hamburg-Neuhof 
hat  die  Maschinenbaugesellschaft  Nürnberg  die  in  der  Figur  347  dargestellte  eigen- 
artige Anordnung  der  Füllungsstäbe  gewählt.    Es  mögen  die  Formeln  für  die  Ge- 
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Wichte  w  mit  Berücksichtigung  der  Längenänderungen  der  Füllungsstäbe  aufgestellt 
werden.  Zu  beachten  ist  zunächst,  daß  im  Belastungsfalle  C=  — 1  sämtliche  Ver- 
tikalen  spannungslos  sind,  daß  also  die  Gewichte  ir«  und  Wh  der  dem  gewöhnlichen 


Fig.  347. 


Strebensystem  angehörigen  Knotenpimkte  m  und  A-  nach  den  auf  Seite  105  abge- 
leiteten Formeln 


«r. 


—  AQi»sec^,4-Ac^iSec9,H  + A<^«"-t-i  sec<p.,+i 


+  Am*  —  Arf*  sec  9«,  —  Arf*+ 1  sec  9*+ 1 

Wie  = r 


zu  berechnen  sind. 


X 

X 


#  \ 


1 


Fig.  348. 


A 

NW'    \ 

X' 


Fig.  349. 


Um  Wa  für  den  Knotenpunkt  a  zu  finden,  bei-echne  man  für  den  in  Fig.  348 
dargestellten  Belastungsfall  die  Stabkräfte  pi;  man  findet 

sec  ß 


für  den  Stab  0  den  Wert  ji  =  — 


71  ??  71 


1^  11  11 


// 


sec  9 
cotg  9' 

11  11      H-  —  J, » 

1 


11 


V    K-  =  — 


sm  9 


11        V  11     ^       11 


•■  .=+(i+ -"*,"-)  ...... 
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und  hierauf  mittels  der  auf  Seite  105  abgeleiteten  Formel 

—  Ao  See  ß  +  Arf  sec  9  +  ^^*  ^®c  9'  _i    cotg  9" 

(Arf'  sec  9'  —  Ärf"  sec  9"  —  A?/*). 

In  derselben  Weise  werden  die  Gewichte  tcd  und  w^  berechnet 

Nun  bestimmt  man  für  den  in  Fig.  349  angegebenen  Belastungszastand 

für  den  Stab  u    den  Wert  ^  =  -\-—^,^- 


n        ^^  V 


1^ 


*•        ^» 


n 


_j_  cotg  9'" 

w                                   ootg9' 
rf      „         ,7     ^  = ^-^  sec  9 

....                                 cotg  9'" 
^/       „         „     M-  = -^..-—  sec  9 


und  findet  schließlich 


./. 


^,,  =  ^«^'  (A,/  +  Arf"  sec  9"  -  Arf'  sec  9')  +  --^.^- 

(Aw"  —  Arf"  sec  9"  —  Arf'"  sec  9'"). 

In  derselben  "Weise  berechnet  man  tr«,  tr/  und  Wp. 

Die  vorstehende  Entwicklung  zeigt,  daß  die  Berechnung  der  Gewichte  w  für 
Ausnahmefälle  nicht  die  geringsten  Schwierigkeiten  bereitet  Man  denke  aber  auch 
daran,  daß  für  solche  "FdSle  noch  das  sehr  allgemeine  Wüliot&cih.e  Verfahren  ziu* 
Verfügung  steht  Im  vorliegenden  Falle  gibt  der  Verfasser  allerdings  der  Ver- 
wendung der  Gewichte  w  den  Vorzug,  weil  nach  Berechnung  der  für  beide  Ver- 
ehren erforderlichen  Längenänderungen  Ao,  Lu  und  A^  die  Ausi*echnung  der 
Werte  tr  so  wenig  Zeit  in  Anspruch  ninmat,  daß  die  größere  Einfachheit  imd  Ge- 
nauigkeit der  Seillinie,  gegenüber  dem  zeichnerisch  viel  umständlicheren  und  mit 
größeren  Fehlem  behafteten  Verfahren  von  Wüliot^  die  geringe  rechnerische  Mehr- 
arbeit wieder  ausgleicht  Auch  lassen  sich  die  Seillinien  stets  schnell  durch  Rech- 
nung bestimmen. 


§  13. 

Durchgehender  Balken  mit  vier  Stützpunkten. 

150.  Die  Widerstände  der  Endstützen.  Als  statisch  nicht  be- 
stimmbare Größen  führen  wir  die  Widerstände  X^  =  A  mid  Xt,  =  B 
der  Endstützen  ein,  weisen  den  Angriffspunkten  derselben  die  Ordnimgs- 
ziffem  a  und  b  zu  und  erhalten  mit  den  auf  Seite  147  erkläiten  all- 
gemeinen Bezeichnungen: 


(Vi  /     ^a  =  PmOmm -^0^« 

1      h=Pmf>mb ^ha 
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wo  8.,  8»  die  lotrechten  Verschiebungen  sind,  welche  die  Punkte  a  und 
b  infolge  der  Nachgiebigkeit  der  Widerlager  gegen  die  durch  die  beiden 
mittleren  Stützpunkte  bestimmte  Gerade  erfahren;  sie  werden  in  der 
Kegel  gleich  Xull  gesetzt 

Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  (Zustand  -4  =  0,  ß  =  0)  ist 
ein  Balken  mit  über  die  Stützen  C^\  (\'  ragenden  Ibiden;  seine 
Biegungslinien,  gezeichnet  für  die  Zustände  A  =  —  1,  B  =  —  1,  liefern 
die  Verschiebungen  8„„,  8„„,  8»„,  8^^,  8,^,  \^. 


IPv 


Fig.  350. 


Die  Momentenfläche  des  Zustandes  ^  =  —  1  besteht  aus  einem 
Dreieck  I  (Kg.  350  b)  von  der  Höhe  —  /,,  mit  dessen  Hilfe  die  w- 
Kräfte  genau  so  berechnet  Averden  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Bei- 
spielsweise ist  bei  Vernachlässigung  der  Formänderungen  der  Füllungs- 

Stäbe  das  Gewicht  des  Knotens  A*:   «V  =  —      ,*  -vf  >    Die  GcAvichte 

w'  sind  negativ;  es  entspricht  ihnen  also  ein  nach  oben  gebrochener 
Seilzug  /*),  dessen  rechte  Endseite  als  Biegungslinie  des  spannungs- 
losen Trägerteiles  C^B'  —  der  nur  eine  Drehung  aber  keine  Porm- 


*)  In  Fig.  350  zeiclmeten  wir  der  Einfacihheit  wegen  Seilkurven.     Auch  haben 
wir  die  Hcihen  der  Momenteudreiecke  in  kleinei^m  Maßstabe  aufgetragen. 
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yeränderoBg  erfährt  —  aufzufassen  ist  Nach  Eintragung  der  durch  die 
Stützpunkte  C^C^  bestimmten  SchluJBlinie  ergibt  sich  die  in  Mg.  321c 
schraffierte  Mäche  als  Biegungsfläche  für  den  Zustand  ^  =  —  1;  sie 
liefert  die  Verschiebungen  8^«,  8„.,  8^.. 

Ganz  in  derselben  Weise  wird  die  Biegungsfläche  für  den  Zustand 
5  =  —  1  erhalten  und  damit  8»»,  8^»,  8«»,  gewonnen  (wobei  die 
Zeichenprobe  8.5  =  8».  zu  beachten  ist),  so  daß  jetzt  alle  Werte  ge- 
geben sind,  durch  welche  der  Einfluß  einer  Last  P^  bestimmt  ist 
Dieser  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen 

0  =  P|.8^«  —  -48.«  —  -B8.5 


-48».  —  -685», 

und  zwar  erhält  man  A  und  B  als  lineare  Funktionen  der  Veränder- 
lichen 8.,.,  8«».    Beispielsweise  wird 

(3)        A  =  Jf.8^.  +  l^bKb^ 

wo  JT.  und  K^  feste,  von  der  Lage  der  Last  P  unabhängige  Werte 
sind,  und  dafür  darf  man  auch  schreiben:  A  =  Ka  (8.,. -|-  jr'8.,j),  wo  K' 
einen  neuen  Festwert  bedeutet  Da  nun  nach  diesem  Gesetze  A  pro- 
portional der  um  K'h^^  vermehrten  Ordinate  8^.  ist,  da  femer  einer 
im  Stützpunkte  C^  oder  C,  angreifenden  Last  P  der  Wert  -4  =  0  ent- 
spricht, und  da  endlich  die  im  Stützpunkte  A  wirksame  Last  P  den 
Gegendruck  A  =  P  hervorruft,  so  ergibt  sich  die  folgende  einfache 
Darstellungsweise  der  -4-Fläche  (Mg.  350  f). 

Man  zeichne  den  Seilzug  //  der  Gewichte  w"  =  -^-^ — '   mit  be- 

y's    F 
liebiger  Polweite  und  führe  hierauf  das  die  Gewichte  w'  =  -^  -     " 

verbindende  Seilpolygon  /  durch  die  Punkte  1,  2  und  3,  in  denen  das 
Polygon  //  die  Senkrechten  durch  die  Stützen  C^,  C^^  B  schneidet  Die 
von  beiden  Seilzügen  eingeschlossene  Mäche  ist  die  gesuchte  ^-Mäche. 
Mit  den  aus  Mg.  3ö0f  ersichtlichen  Bezeichnungen  ir)  und  v  erhält  man: 

(4)         A  =  -^'P 

und,  wenn  die  Lasteinheit  P  durch  eine  Strecke  von  der  Länge  v  dar- 
gestellt wird,  was  hier  vorausgesetzt  werden  möge,  -4  =  t). 

Das  Seilpolygon  /  läßt  sich  sehr  schnell  zeichnen,  weil  die  rechte 
äußerste  Seite  durch  die  Punkte  2  und  3  festgelegt  ist  Bringt  man 
diese  Seite  mit  der  Mittelkraft  der  zwischen  den  Stützpunkten  C\ 
und  Cj  liegenden  Gewichte  w'  zum  Schnitt,  so  bestimmt  dieser 
Schnittpunkt  und  der  Punkt  1  die  Lage  der  durch  1  gehenden  Seite 
des  Polygons  /. 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.  11.  1.  24 
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I. 


151.  Temperatnränderongen.    Um  noch  die  wichtige  Au^be  des 
Einflusses  der  ungleichen  Erwärmung  der  beiden  Gurtungen  zu  lösen, 

zeichnen  wir  das  Seilpolygon  (///)  (Rg.  350)  der  Gewichte  w^  =  — ;-, 

wo  5  die  Stablängen  der  um  Jit  stärker  erwärmten  Gurtung  bedeuten, 
bestimmen  die  Strecken  h„t  ^uid  8,,  und  lösen  die  Gleichungen  auf: 

wo  Wja  die  Polweite  des  Seilpolygons  ///  bedeutet    Die  Multiplikation 

mit  dem  Ausdehnungskoeffizienten  e  ist  erforderlich,  weil  t^<  nicht  gleich 

As         6sat         j  sHt  .  ,  j 

,  sondern  = gesetzt  worden  ist 


r  r 

Man  erhält 


Bt  =  tWm-i 


aa^bi 


^baKt 


=  ewui ^— 


K. 


L        8„o  \b  J 


Fig.  351. 


Bestimmt  man  nun  mittels  der  durch  die  Punkte  1  und  2  der  Seil- 
polygone  /  und  //  gelegten  Geraden  die  Strecken  i]..,  tq.»  und  TQft.  =  ij^*, 
Fig.  351,  so  findet  man,  da  ja  /  und  //  in  einem  gewissen,  hier  gleich- 
gültigen Maßstabe  die  Biegungslinien  für  die  Belastungszustände  ^ = —  1 
und  B  =  —  1  vorstellen, 


'aa 


'aa 


laa 


Da  mm  weiter 


Ö)LA  = 


'66 


3/  •  '»166^ 


ist,   wo  Wii  die  Polweite  des  Seilpolygons  bedeutet,   so   erhält  man 
schließlich  den  einfachen  Ausdruck 
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Bf  =  s  EFc 


'^m     \t'^f,a So^Tf) 


ha 


^J/      '^hhiy\aa  —  '^ah)      ' 

und  auf  dieselbe  Weise  findet  man 

A   =tEF     ^^"     ^«*'^*ft Kt'^iah 

Wz^  Wji^  Wni  sind  Zahlen,  welche  mit  dem  Maßstabe  gemessen  werden, 
in  welchem  die  entsprechenden  Gewichte  w\  w'\  w^  auj^etragen 
worden  sind. 

152.   üntersnehnsg  einer  Seitenöffnnng.    Aus  der  Einflußlinie  für 
Ay  welche  zweckmäßig  auf  eine  wagerechte  Nullinie  (JC<^'  C^'  B"  in 


^"^^fflM»^^^.^^..„.,_^^^^^^^ 


Fig.  352. 


Eig.  352)  bezogen  wird,  lassen  sich  nun  alle  zur  Berechnung  der  ersten 
Öffnung  erforderlichen  EinfluJäflächen  auf  dieselbe  Weise  ableiten  wie 
dies  im  §12  für  den  Träger  mit.  drei  Stützen   geschehen   ist.    Die 

24* 
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Eiguren  352b,  c,  d  sind  ohne  weiteres  verständlich,  wenn  beachtet 
wird,  daß  der  Einfluß  der  rechts  vom  Schnitte  tt  gelegenen  Lasten 
anf  das  Moment  if^,  die  Querkraft  Q^+i  und  die  Spannkraft  D  pro- 
portional dem  Stützenwiderstande  Ä  ist,  weil  dann  links  von  tt  nur 
die  äußere  Kraft  Ä  angreift,  und  daß  alle  Einflußflächen  in  die  einem 
einfachen  Balken  AC^  entsprechenden  übergehen  müssen,  sobald  die 
gebrochene  -4-Linie  durch  die  Gerade  A"  C^'  (d.  l  die  J.-Lime  des 
einfachen  Balkens  AC^  ersetzt  wird. 

Um  die  M^- Fläche  zu  erhalten,  bestimme  man  m"  senkrecht  unter 
m  und  ziehe  die  Gerade  A"m\    Multiplikator  =  x«. 

Die  Q-FWche  für  das  (w  +  !)*•  Feld  entsteht  nach  Ziehen  der 
wagerechten  Geraden  A"L^  durch  Eintragung  der  Gteraden  L^L^. 
Multiplikator  =  1. 

Der  Punkt  L^  der  D- Fläche  ist  in  Eig.  362  d  auf  vierfache  Weise 
bestimmt  worden,  nämlich  mittels  der  Bedingung,  daß  der  Schnitt- 
punkt i"  von  L^A"  und  B"J  senkrecht  unter  dem  Treffpunkte  i  der 
Gurtstäbe  0  imd  U  liegen  muß,  sodann  mit  Hilfe  der  den  ein&chen 
Balken  AG^^  ^Q?  ^B  entsprechenden  Nullpunkte  N^^  N^^  N^*) 
Das  einfachste  aber  ist,  die  Strecke  HL^  mit  Hilfe  von  [J9],  vergL 
Fig.  343  f  und  g,  zu  ermitteln. 

In  Fig.  350  e  wurde  noch  mittels  der  jJ-Linie  die  EinflußfLäche  für 
das  Moment  Mci  fStütxenmoment) ,  welches  wir  in  der  Folge  kürzer 
mit  Mj  bezeichnen  wollen,  bestimmt;  der  Multiplikator  ist  =  2^;  und 
in  derselben  Weise  ließe  sich  mit  Hilfe  der  J3-Linie  die  Einflußfläche 
für  das  Stützenmoment  Mc^  =  Mn  herleiten. 

Zwischen  den  Momenten  Mj  und  Mu  besteht  eine  für  die  folgen- 
den Untersuchungen  wichtige  Beziehung.  Bringt  man  nämlich  nur 
eine  rechts  von  C,  und  im  Abstände  ^  von  Q  angreifende  Last  auf 

(Fig.  353),  so  entspricht  dieser  nach  Fig.  350  c  der  Wert  8«.  =  -^ 

imd  die  erste  der  Gleichungen  (1)  geht  (wegen  8.»  =  8*1)  mit  8.  =  0, 
8«,  =  0  über  in: 

0  =  P8,.-|-  — ^8..  — £8».; 

sie  läßt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

Al^  =  Mj  und  Bl^  — P$  =  Jf^ 

umformen  in 

M,  l,   8,. 

und  führt  zu  dem  wichtigen  Gesetze: 


*)  Die  Hilfslinien  wurden  in  Fig.  362  fortgelassen.    Yeigl.  dafür  Eig.  343a  o.  L 
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Wird  nur  eine  Außenöffnung  belastet,  so  nimmt  das  Ver- 
häUms  Mn :  Mi  einen  von  der  Größe  und  Lage  der  Lasten 
unabhängigen  Wert  an.*) 

Die  Momentenlinie  der  Öffnung  l^  besteht  also,  falls  nur  die  Öff- 
nung ^  belastet  wird,  aus  einer  durch  einen  festen  Punkt  L  gehenden 
Geraden,  und  die  Lage  dieses  Punktes  kann  auf  die  in  Fig.  353  ge- 
zeigte Weise  ermittelt  werden«    Man  findet  nämlich: 

—  Mn :Mi=e':e  =  cotg ß  :  cotg  a  =  (-^j  :  ("T^)  ' 


Fig.  353. 


Ganz  in  derselben  Weise  läßt  sich  mit  Hilfe  von  5»»  und  5.»  der 
feste  Punkt  R  bestimmen,  durch  welchen  im  Falle  ausschließlicher 
Belastung  der  Öffnung  l^  die  Momentengerade  der  Öffnimg  l^  geht 
Man  nennt  die  Punkte  L  und  R  Festpunkte,  die  ihre  Tiage  bestim- 
menden Lotrechten  sind  in  Fig.  350  c  imd  e  (strichpunktiert)  einge- 
tragen imd  mit  (L),  (R)  bezeichnet  worden. 

In  der  Folge  werden  wir  für  die  Verhältnisse  zwischen  den  Strecken, 
in  welche  die  Öffnung  l^  durch  die  Festpunkte  zerlegt  wird,  die  Be- 
zeichnungen einführen  I 


e'        La 

—  =  =x; 


RC^         / 


ÄC, 


Wir  erhalten  dann,  je  nachdem  nur  die  rechte  oder  nur  die  linke 
Außenöffnung  belastet  wird, 

Mii  =  —  X  Jtf/  bezw.  Ml  =  —  yCMw 

Wenn  man  die  ^-Fläche  nach   dem  in  Fig.  350 f  angegebenen 
Yer&hren  zeichnet,  so  stellen  die  Seilpolygone  /  und  II  die  Biegungs- 


*)  Kennt  man  also  den  zur  Öffnung  ^  gehörigen  Zweig  der  iCt^Linie,  so  kann 
man  sofort  den  entsprechenden  Zweig  der  ifir-Iime  zeichnen,  oder  umgekehrt  Hat 
man  innerhalb  der  Öffnung  /,  einen  Belastungszug  so  aufgestellt,  daß  If/  (absolut  ge- 
nommen) möglichst  groß  ist,  so  entspricht  derselben  Zugstellung  auch  ein  Größtwert 
von  Mn» 


874 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


linien  für  die  Belastungszustände  -4  =  —  1  und  5  =  —  1  in  ver- 
schiedenen Maßstäben  vor.  Dies  macht  aber  nichts  aus,  da  es  bei 
der  Bestimmung  der  Festpunkte  nur.  auf  die  Verhältnisse  8«. :  8*«  und 
8ftj  i  8a*  ankommt 

153«  Untersuehnng  der  Hitteldffnnng,    a.   Querkrafte.    Für  das 

w*«  Feld  .ergibt  ach  nach  Band  I,  Seite  162,  Gleich.  (2) 

(6)         ^        ^  Mn—Mr 


Q^=Qo^  = 


l 


2 


WO  Q^^  die  Querkraft  für  das  w*®  Ffeld  eines  einfachen  Balkens  / — II 
bedeutet.     Die  aus  Gleich.  (6)   gefolgerte  Darstellung   der  ©«-Fläche 


a^lcLcAe,  /u  -/ 


Fig.  354. 


zeigt  Fig.  364;  sie  erfordert  nach  Auftragung  der  durch  die  Einfluß- 
linien für  Ml  und  Mu  bestimmten   .-  {Mn  —  Jlfj)-Linie  nur  das  Ziehen 

der  parallelen  Geraden  IJ"  und  IIJ'  und  der  Geraden  L^L^\  die 
letztere  ändert  ihre  Lage  von  Feld  zu  Feld,  die  anderen  Linien  können 
für  die  ganze  Mittelöffiiung  benutzt  werden. 

b.   Momente.     Zwischen  den  Querkräften  und  den  Momenten  be- 
stehen Beziehungen  von  der  Form 

.(7)       Q^  =  —    .  - 

Bei,  gleichhülgen  Feldern  kann  man  also  mittels  der  Gleichung 

die  Jf  :X-Ilächen  schrittweise  aus  den  O-Flächen  herleiten,  indem  man 
von  der  bereits  durch  die  Mj :  Z^ -Fläche  bestimmten  Mj :  Xr  Fläche 
ausgeht 


§  13.    Durchgehender  Balken  mit  vier  Stützpunkten. 


375 


Zu  einer  anderen  Darstellung  der  Einflußlinien  für  die  Momente 
gelangt  man,  wenn  man  den  Einfluß  einer  Einzellast  P  auf  sämtliche 
Querschnitte  verfolgt  Kg.  355  a  zeigt  die  Momentenfläche  für  den  im 
Punkte  C  mit  P  belasteten  Balken;  sie  ist  bestimmt  durch  die  Stützen- 

—         $S' 

momente  Mj  =  f\j  und  Ma  =  tqxj  und  durch  das  Moment  CS  =  P  -y-, 

welches  P  im  Querschnitte  C  eines  einfachen  Balkens  ///  erzeugen 
würde.    Die  Punkte  S  liegen  in  einer  Parabel,   deren  Pfeilhöhe  für 

P  =  1  gleich  -j-  ist    Es  empfiehlt  sich,  den  Wert  1  •  -^  als  Moment 

aufzufassen  und  den  Maßstab  hierfür  nicht  zu  klein  zu  wählen.    Der 


'    > 


Fig.  355. 


Einfluß  von  P=l  auf  das  Moment  für  irgendeinen  Querschnitt  E 
ist  M=P'ri.  Zeichnet  man  also  die  Momentenflächen  für  alle  Lagen 
von  P=  1,  so  erhält  man  sämtliche  Ordinaten  der  Einflußliiiien  für  die 
Momente.  Wir  wollen  aber  die  in  Fig.  355  dargestellte  Konstruktion 
nur  zur  Ermittlung  der  Ordinate  t;,  des  Punktes  C  benutzen,  den  wir 
in  der  Folge  kurz  die  Spitze  nennen  wollen.  Die  Zweige  IC  und  CIJ 
(Fig.  355  c)  lassen  sich  dann  sehr  schnell  mit  Hilfe  der  folgenden  ein- 
fachen Betrachtung  zeichnen. 
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In  Mg.  366  haben  wir  den  Ort  der  Spitzen  C  und  die  Zweige 
CII  einer  Mittelöffnung  mit  10  gleich  langen  Feldern  dargestellt  Piir 
den  mit  der  Stütze  I  zusammenfallenden  Querschnitt  ist  dieser  Zweig 
die  Jfj-Linie,  liegt  nun  die  Last  P  =  1  im  Knotenpunkte  4,  so  ist 
für  die  ersten  vier  Felder: 

Qi  =  Q,  =  Qz  =  Öi, 

und  daraus  folgt,  wegen  Q^  =  — - — r^ — "^^^^  bei  konstantem  X, 
(8)        M^—  Mj  =  M^—  M^  =  M^  —  M^  =  M^—  M^. 


Fig.  366. 


Es  wird  also  der  Abstand  C^D^  des^Orts  der  Spitzen  von  der  Jfj-Iinie 
durch  die  rechten  Zweige  der  Einflußlinien  für  üf,,  M^  und  M^  in 
vier  gleiche  Teile  zerlegt  und  ganz  allgemein  der  Abstand  C^D^  in 
m  gleiche  Teile. 

Tritt  die  Last  auf  die  rechte  Seitenöffnung  über,  so  ist  die  Quer- 
kraft. Q  für  sämtliche  Felder  der  Mittelöffnung  gleich  groß.  Besitzt 
also  die  rechte  Seitenöffnung  n  gleich  weite  Felder,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  der  zu  l^  gehörigen  Zweige  der  Einflußlinien  für  M^,  itf,, 
Jfj  •  •  •  -^«-1  ^^^  Jiötig,  die  von  den  EinflußUnien  für  Jfj  und  Mu  auf 
den  Senkrechten  durch  die  Knotenpunkte  abgeschnittenen  Strecken  üi 
n  gleich  lange  Teile  zu  zerlegen.  Li  Fig.  367  ist  dies  für  den  IUI  dar- 
gestellt worden,  daß  die  Öffnung  /-//  6  gleich  lange  Felder  besitzt 

Sind  die  Feldweiten  nicht  gleich  lang,  so  findet  man  an  Stelle 
von  Gleich.  (8)  die  Beziehung 
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(9)    (M,-M,):(M,-M,):{M,-M^):iM^—M,)  =  \,:\,:\,:\,; 
man  muß  also    die  Strecke  D^C^  in  Teile  zerlegen,   die,  von  nnten 
nach  oben  gezählt,  sich  zueinander  verhalten  wie  \ :  X, :  X3 :  X^. 


JffZime 


T 


« 


-f- 


Fig.  357. 


Eig.  358,  die  sich  auf  eine  Mittelöffnung  mit  6  Feldern  bezieht, 
zeigt  die  Ausführung  dieser  Teilung.  Es  empfiehlt  sich,  mindestens 
zwei  Scharen  von  Parallelen  für  größere  und  kleinere  Ordinaten  zu 
benutzen. 

In  derselben  Weise  werden  die  linksseitigen  Zweige  der  if-Iinie 
bestimmt 


1 


/  /^~-~. 


/     f    f    f  y 


~~~-JV 


Fig.  358. 


Kennt  man  aber  die  Einflußlinien  für  die  Momente  Jf,  so  bereitet 
die  Darstellung,  der  Einflußlinien  für  sämtliche  Stabkräfte  nicht  die 
geringsten  Schwierigkeiten.  Wir  verweisen  besonders  auf  das  ausführ- 
liche Zahlenbeispiel  im  §  11*)  und  machen  nur  noch  auf  eine  Verein- 
fachung aufmerksam,  die  bei  dem  in  der  Eegel  vorliegenden  Falle  einer 


*)  Im  vorliegenden  Falle  sind  natürlich  die  Momente  M^  für  zwei  senkrecht 
übereinander  liegende  Punkte  m  gleich  groß;  irm  =  AC> 


378 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


geradlinigen  oberen  oder  unteren  Gurtung  zu  einer  erheblichen  Zeit- 
ersparnis führt 

Ist  die  eine  Gurtung,  beispielsweise  die  obere  Gurtung,  geradlinig 
und  ß  ihr  Neigungswinkel,  Fig.  369,  so  besteht  zwischen  F«  und 
2>^+,  die  Beziehung 

!        V^  cos  ß  +  J9^+j  cos  (ß  +  9^+,)  +  P„  cos  ß  =  0, 

und  aiis  dieser  folgt 


cos  (ß  + 9^+0 

wo    Y  = ^i; — ' — 

cosßcos9„+i 


Fig.  359. 


Solange  also  der  Knotenpunkt  m  unbelastet  ist,  stimmt  die  Einfluß- 
linie für  —  y^m'.y  mit  der  Einflußlinie  für 

/>-.+ 1  cos  9^+ ,  = -r^=±i  — -r^ 

überein.  An  der  Stelle  m  unterscheiden  sich  die  Ordinaten  dieser 
beiden  Linien  um  den  Wert  1 :  y. 

Wir  wollen  noch  zwei  andere  Verfahren  zur  Ermittlung  der  Ein- 
flußlinien der  Stabki-äfte  angeben. 

Das  erste  setzt  gleiche  Feldweiten  voraus  und  beruht  auf  Ver- 
wertung des  in  Band  I,  §  33,  miigeteilten  Zimmer7nann&c\iBn  Ver- 
fahrens. Es  ist  in  Fig.  360  für  einen  Teil  eines  Ständerfachwerks 
mit  obenliegender  Fahrbahn  dargestellt  worden.  Mit  Hilfe  der  Ordi- 
naten Tf]'  und  TT]"  der  Jf^:X-Linie  und  ikf^., :  X-Linie  sind  die  irgend- 
einer LasÜage  P  entsprechenden  Ordinaten  i\o  und  i\y  der  jD^-Iinie 
imd  F^-Linie  bestimmt  worden. 

Ein  anderes  Verfahren  bringt  die  Spannkräfte  8  in  den  Stäben 
auf  die  Form 
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wo  Sq  die  Spannkraft  für  Mi  =  0  und  ilu  =  0  ist,  d.  h.  für  den  Fall, 
daß  die  Mittelöffnung  durch  Beseitigung  der  den  Mittelstützen  QJund 
Cj  gegenüberliegenden  Gurtstäbe  in  einen  einfachen  Balken  verwandelt 
wird,  während  Sj  und  Su  die 
Spannkräfte  für  die  in  den  Fi- 
guren   361    und    362    darge- 
stellten  Belastungszujstände 
Mj=l  und  Mii=  1  bedeuten. 

154.  Die  bei  der  Unter- 
suchung von  Eisenbahnbrücken 
zu  leistenden  zeichnerischen  Ar- 
beiten w^erden  erheblich  verein- 
facht, wenn  man  die  im  L  Bande 
auf  Seite  168  unter  Nr.  99 
gegebenen  und  begründeten 
Eatschläge  befolgt  Danach  em- 
pfiehlt es  sich,  bei  der  Unter- 
suchung der  in  den  Stäben  der 
Mittelöffnung  durch  möglichst 
ungünstige  Belastung  der  Mitr 
telöffnung  hervorgerufenen  Be- 
anspruchungen, einzelne  Teile  von  Fahrzeugen  zu  vernachlässigen, 
welche  auf  die  Seitenöffnungen  zu  stehen  kommen.  Man  braucht  dann 
von  den  Einflußlinien  für  die  Momente,  Querkräfte  und  Stabkräfte  S 
der  Mittelöffnung  nur  die  zwischen  den  Stützen  /  und  II  liegenden 


Fig.  361. 


Zweige  zu  zeichnen,  und  findet  die  ungünstigste  Wirkung  der  Belastung 
der  Seitenöffnung  auf  die  in  Rede  stehenden  Jbf,  Q  und  S  sehr  schnell 
wie  folgt  Man  stellt  über  der  rechten  Seitenöffnung  den  Eisenbahnzug 
so  auf,  daß  ein  möglichst  großes  Moment  Mu  entsteht;  vernachlässigt 
hierbei  den  etwa  über  der  Mittelöffnung  stehenden  Teil  des  äußersten 
Fahrzeugs  und  zeichnet  mittels  des  Festpunktes  L  die  in  Fig.  353 
schraffierte  Momentenfläche;  diese  gibt  den  Einfluß  der  behandelten 
Belastung  auf  das  Moment  für  jeden  Querschnitt  der  Mittelöffnung  an. 

Die  für  das  Trägerstück  Q  C^  konstante  Querkraft  ist  ö  =  — ^—^ 
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und  der  Einfluß  auf  die  Stabkräfte  8  der  Mittelöffnung  ist  S  =  SjMi 
-j-  SjjMu.  Und  ganz  in  derselben  Weise  wird  der  Einfluß  der  Be- 
lastung der  linken  Seitenöffnung  untersucht 

155.   Die  Widerstände  der  Mittelstützen.     Es  seien  r — 1,   r, 
r  -|-  1  drei  aufeinander  folgende  Stützpunkte  eines  auf  beliebig  vielen 
Stützen  ruhenden  Balkens,  JC-i?  -äCj  -^C+i  die  Stützenmomente,  C^.i, 
Cr,  Cr+i  die  Stützenwiderstände.  C^r  bedeute  den  Wert,  welchen  C^  an- 
nehmen würde,  wenn  sämtliche  Stützen- 
^j  1^  1^      momente  gleich  Null  wären,  wenn  also 

""1 J I  '^'    die  Trägerstücke  Ir  und  l^+i  in  ein- 

I    ^    '         ^      '         P'^     fache    Balken     verwandelt     würden. 

*■         ;         '^^      '  Üben   die   einfachen  Balken   l^  und 

Kg.  363.  /^+i  auf  die  Stütze  r  die  Drücke  B, 

und  Ar^x  a^s,  so  ist 

^or  =  -^r  -f-  -4r+|. 

Nun  ist  die  Querkraft  für  einen  unmittelbar  rechts  oder  links  von 
r  gedachten  Querschnitt  des  durchgehenden  Balkens: 

(g.  =  +  ^^.  +  ^^;~^-  bezw.  Q,^-B^^^-^-\ 
und  man  erhält  daher  wegen  Q^t=^Q^-\-  Cv,  den  allgemeinen  Ausdruck: 

Hiemach  ergibt  sich  für  den  Stützenwiderstand  C^  des  Trägers 
mit  drei  Offnungen  (da  das  Moment  Jf  für  die  Endstütze  gleich  0  ist) 
der  Wert 


Fig.  364. 

und  es  ist  deshalb  'die  C^ -Linie  bestimmt  durch  die  in  Eig.  364  dar- 
gestellte C!,i -Linie,  und  die  EinflußUnien  für  Mx  imd  Ma,  In  gleicher 
Weise  wird  auch  die  C, -Linie  ermittelt 

156.    Die  Elnflnfillnie  für  die  Vertikale  über  der  Mittelstütae 

erhält  man  mit  Hilfe  einer  Bedingung  für  das  Oleichgewicht  der  am 


§  14.    Durchgehender  Balken  mit  beliehig  Tielen  Stützen.   , 


381 


oberen  oder  unteren  Knotenpunkte  (Fig.  365)  angreifenden  Kräfte. 
Ist  die  obere  Gnrtung  geradlinig,  so  zerlege  man  die  in  n  angreifenden 
Kräfte  rechtwinklig  zu  0  und  nach  der 
Bichtung  von  0  nnd  setze  die  Sunune 
der  rechtwinklig  zu  0  wirkenden  Kräfte 
gleich  NnlL  Man  erhält  dann  F^  aus- 
gedrückt durch  J9«,  B^  und  P^.  Sonst 
betrachte  mau  den  unteren  Enotenpunkt, 
bilde  die  in  der  Eichtung  der  einen 
unteren  Gurtung  und  rechtwinklig  hier- 
zu wirkenden  Seitenkräfte  und  setze 
wieder  die  Summe  der  letzteren  gleich 
Null.  Mau  erhält  dann  V  ausgedrückt 
durch   ZJj  und  C  oder  U^  nnd  C. 

Andere  Behandlungsweisen  des  durchgehenden  Balkens  auf  4  Stützen 
findet  man  m  den  folgenden  Paragraphen. 


Rg.  365. 


§  14. 

Durchgehender  Balken  mit  beliebig  vielen  Stützen. 

157.  Die  Elastizitätsglelohnngen.  Ein  auf  (n  -f  1)  Stützpunkten 
ruhender,  nirgends  durch  ein  Gelenk  unterbrochener  Balken  ist  {n  —  1)- 
fach  statisch  unbestimmt,  weil  es  der  Beseitigung  von  {n  —  1)  Stützen 
bedarf,  mn  diesen  Träger  in  einen  statisch  bestimmten  zu  verwaudeln. 
Die  Untersuchung  dieses  Balkens  soll  zunächst  ganz  allgemein  durch- 
geführt werden,  ohne  Eücksicht  darauf,  ob  eiu  Pachwerk  oder  ein  voll 
wandiger  Träger  vorliegt 


Y Ir-, X ^r T ^/».z 


1       \      \ 

xr-2 


\ 


t 


^r-f 


1  t'L  t  1   L 


r  r 


15-'-l? 


Fig.  366. 


Drei  beliebige  aufeinander  folgende  Stützpunkte  mögen  die  Ordnungs- 
buchstaben r  —  1,  r,  r-j-l  tragen,  ihre  wagerechten  Abstände  seien 
/^,  t+n  Kg.  366.  Die  Geraden  r — (r  —  1)  und  r  —  (r-j-1),  welche 
den  Punkt  r  mit  den  benachbarten  Stützpunkten  verbinden,  nennen  wir 
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das  r'®  OeradenpaaTy  und  den  Winkel,  um  welchen  sie  sich  infolge 
des  Nachgebens  der  Widerlager  gegeneinander  drehen,  bezeichnen  wir 
mit  T^.  Bedeutet  8^  die  naoh  oben  positiv  genommene  lotrechte  Ver- 
schiebung des  Stützpunktes  r  gegen  die  Punkte  (r  —  1)  und  (r  -|-  1), 
so  besteht  die  Gleichung 


(1)        Ir^  =  8,  A±i+1,  d.  h.  T,  =  8, 


Ir^r+l 


welche  gestattet,  aus  einem  gegebenen  8^  auf  die  Drehung  t^  zu 
scliließen.  Drückt  man  nun  andrei'seits  t^  durch  die  auf  den  Balken 
wirkenden  Kräfte  und  die  Temperaturänderungen  aus,  so  erhält  man 
eine  Elastizitätsbedingung,  und  es  leucl^tet  ein,  daß  sich  durch  Wieder- 
holung dieses  Verfahrens  ebensoviele  Gleichungen  aufstellen  lassen, 
als  Mittelstützen  vorhanden  sind  —  im  ganzen  also  (n  —  1)  Be- 
dingungen. 

Als  statisch  nicht  bestimmbare  Größen  sollen  die  Stützenmomente 
ifi,  if,,  .  .  .  JiC.i,  Jfr,  ^r+ij  •  •  •  ^^n-i  cingcführt  werden,  und  es 
kommt  daher  zunächst  darauiE  an,  die  Biegungslinien  für  die  Zustände 

i/,  =  1,  if,  =  1, ,  ü/.  =  1,  iK-i  =  1 

aufzutragen,  sowie  die  gegenseitigen  Drehungen  der  den  Mittelstützen 
1,  2,  ...  r  —  1,  r,  r  -j-  1,  .  .  •  ^*  —  1  entsprechenden  Geradenpaare 
zu  ermitteln.  Hierbei  bezeichnen  wir  allgemein  mit  Xp^  die  gegen- 
seitige Drehung  des  p^^^  Geradenpaares  infolge  M^  =  l  und  erinnern 
an  die  in  der  Eiuleitung  bewiesene  Beziehung 

(2)  Tp5  =  Tj^. 

Kg.  367  b  zeigt  die  Momentenfläche  für  den  Zustand  If^  =  -}- 1, 

erzeugt  durch  die  aus  vier  Kräften  (-7-,  7 — )  bestehende  Belastungs- 

einheit  des  r^®**  Geradenpaares.*)  Kg.  367  c  sei  die  zugehörige  Biegungs- 
lioie,  d.  i.  das  Seüpolygon  der  in  bekannter  Weise  aus  dem  Momenten- 
dreiecke A^  berechneten  Gewichte  w**)\  die  äußersten  Seüseiten  sind 
als  Biegungslinien  der  links  von  r  —  1  und  rechts  von  r  -f-  1  gelegenen, 
bei  Eintritt  des  Zustandes  if^  =  -f-  1  spannungslosen  Balkenstücke  auf- 
zufassen, und  es  leuchtet  zunächst  ein,  daß  der  fragliche  Belastungsfall 
nur  auf  die  gegenseitige  Drehung  des  (r  —  l)*®*^ ,  r*®"  und  (r  -{-  1)^«" 
Geradenpaares  von  Einfluß  ist,  daß  sich  also 

W  -         —  0   T         —0 

*)  Vergl.  Seite  31—33. 
**)  Für  das  Fachwerk  erfolgt  die  Berechnung  der  w  nach  §  12,  Nr.  142.    Für 
den  voll  wandigen  Balken,  für  den  obige  Gleichungen  ebenfalls  gelten,  wird  <iie  Er- 
mittlung der  Gewichte  w  in  der  zweiten  Abteilung  dieses  Bandes  gezeigt  werden. 
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eipbt     Drückt   man   demnach  die  Drehung  t^  durch  die  Lasten  P, 
die  statisch  nicht  bestimmbaren  Größen  M  und  die  Temperaturände-' 


/    1 


L— 


-L ^ 


Fig.  367, 
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rangen  aus,  so  erhält  man  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichungen  (3)  die 
der  Stütze  r  entsprechende  Mastizitätsbedingung: 

WO  Xrt  den  Einfluß  der  Temperaturänderung  bedeutet 

Die  Werte  5^^,  x^cr-i)  =  T(^i)r,  T^r,  ^nr+i)  =  '^(r+or  sind  durch  die 
Biegungslinie  in  Kg.  367c  gegeben;  während  sich  x^t  niit  Hilfe  eines 
die  Gewichte  w^  verbindenden  Seilpolygons  in  der  Form 

(5)        T.,  =  c,.-%i±^ 

darstellen  läßt,  Hg.  367  c.  Werden  noch  die  für  den  Fall  sehr  kleiner 
Formänderungen  —  der  hier  ausschließlich  ins  Auge  gefaßt  wird  — 
gültigen  Beziehungen 


dr  _  lr+\  +  Ir   .  d, 


{p)  ^(r-l)  ~7~  ?    '^rr ^r         j         j  ?    '^r(r+l)   


r+l 


7      7     ^rr  »"77'      '»"jr+ij  j 

eingeführt,  so  geht  (4)  über  in: 

(7)       jM;..-^+Jf,(-^  +  -^)+JC+.^  =  iV:,  w 


(8)        JV;  =  _|sp,8_  +  A+^(8,  +  c„)}. 

Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  voraussetzen,  daß  die  Stützen- 
verschiebungen 8^  gegebene,  durch  Beobachtung  gefundene  Größen 
sind;  sie  mögen  also  von  Ursachen  herrühren,  die  sich  der  Vorausbe- 
rechnung entziehen,  wie  beispielsweise  das  Nachgeben  der  Fundamente. 
Wären  die  8^  abhängig  von  den  Stützendrücken,  so  müßte  man  diese 
Drücke  auf  die  in  Nr.  155  beschriebene  Weise  durch  die  Stützen- 
momente ausdrücken.  Ist  dann  8^  nur  abhängig  von  (7^,  so  treten  in 
der  Gleichung  (7)  außer  den  Momenten  JC-i,  M^  und  M^^  noch  die 
Momente  Jü^.,  und  ilf^+,  auf.  Eine  allgemeine  Untersuchung  dieses 
Falles  soll  in  der  zweiten  von  den  vollwandigen  Systemen  handelnden 
Abteilung  dieses  Bandes  gegeben  werden;  sie  ist  für  den  voUwwidigen 
Balken  wichtiger  als  für  den  gegliederten;  ihr  Hauptanwendungsgebiet 
bilden  die  Schiffbrücken  und  die  durchlaufenden  gelenklosen  Schienen- 
träger der  Eisenbahnbrücken. 

Die  (n  —  1)  Gleichungen,  welche  sich  nach  Art  der  Gleichung  (7) 
aufstellen  lassen,  nennen  wir  die  Orundgleichungen;  wir  werden  sie 
später  meistens  in  der  bequemeren  Form  schreiben: 

(9)         oLrM^,  +  ß,if.  -f  a.+.  JC+t  =  JV;, 
wobei  also: 
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Ehe  wir  uns  mit  der  Auflösung  dieser  Gleichungen  beschäftigen, 
machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß  bis  jetzt  stillschweigend  voraus- 
gesetzt worden  ist,  es  seien  die  Biegungslinien  mit  der  Polweite  1  ge- 
zeichnet und  die  Gewichte  w  aus  den  Längenänderungen  der  Fachwerk- 
stäbe berechnet  worden.  Wählt  man  nun  die  Polweite  =  Wp^  gibt  dem 
Dreieck  ^^  die  beliebig  gewählte,  aber  für  alle  Stützpunkte  feste  Höhe 

y.,  und  setzt  man  z.  B.  w  =  ~-  -^*)  statt  w  =  -f^rp  (Seite  358),  so 

muß  man  die  Werte  d,  c  und  8^^  noch  mit  tvp :  EF^y^  multiplizieren, 
oder  —  was  auf  dasselbe  hinauskommt  —  das  Glied  8^-|-^r«  durch 
jenen  Ausdruck  dividieren.  Sind  außerdem  die  Gewichte  i^*,  für  s  =  1 
berechnet  (Seite  370)  worden,  so  muß  c,  in  (8)  noch  mit  e  multipliziert 
werden  und  man  erhält,  wenn  die  Polweite  des  die  Gewichte  w^  ver- 
bindenden Seilzuges  =t^«p  angenommen  wird: 

(11)     Ä=_{sp..„+.55&±ttOt(,.+..„„„)}.    . 

Die  Strecken  8^^,  y„^  8^,  c^„  i.,  ^.+,  werden  mit  ein  und  dem- 
selben Längenmaßstabe  gemessen,  Wp  und  w^p  sind  (ebenso  wie  die  w) 
Zahlen.     EF„  ist  eine  Kraft,  N^  ein  Moment. 

Solange  nur  der  Einfluß  der  Lasten  P  untersucht  wird,  hat  man 
lediglich  darauf  zu  achten,  daß  sämtliche  Momentendreiecke  dieselbe 
Höhe  y„  erhalten  imd  sämtliche  Seilzüge  mit  der  gleichen  Polweite  Wp 
gezeichnet  werden;  wie  groß  y^  und  Wp  gewählt  werden,  ist  dann 
gleichgültig. 


Fig.  368. 

Am  zweckmäßigsten  ist  es,  die  Biegungslinien  durch  Rechnung 
zu  bestimmen  und  ihre  Ordinaten  nach  Mg.  368  von  eiaer  wagerechten 
Geraden  aus  aufzutragen.  Die  Werte  a^,  ß^  und  a^+j  werden  dann 
gedeutet  als  die  Widerstände  der  Stützen  r  —  1,  r,  r  -f- 1  des  mit  den 
Gewichten  w  belasteten,  bei  r  durch  ein  Gelenk  imterbrochenen  Balkens 
(r— 1)  — r  — (r+1). 

*)  Die  Langenändemngen  der  Föllangsstäbe  sind  hierbei  vernachlässigt. 
Müller-Breslau,  Graphische  Statik.  II.  1.  26 
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158.  Elnflufi  der  Belastimg  einer  einzelnen  Öfflinng.  Die  Fest- 
punkte L  nnd  S.  Wir  verfolgen  jetzt  nur  den  Einfluß  der  Lasten  P, 
nehmen  also  8^  =  0  und  c^,  =  0  an;  auch  setzen  wir  zunächst  voraus,  daß 
nur  außerhalb  der  Öffnungen  Z^,  Z^+j  Kräfte  P  auftreten.  Die  Momenten- 
linien der  Balkenteile  t,  Z^+,  bestehen  dann  aus  zwei  durch  die  Stützen- 
inomente  ilC_,,  Jf^,  üfr+i  bestimmten  Geraden  mit  den  Nullpunkten 
Lr^  Lr+^^  und  zwischen  jenen  drei  Momenten  gelten  die  Gleichungen: 

(12)        oLrM^^,  +  ßJC  +  ar^,M^^,  =  0 


(13) 


if..i  =  —  M,  ^  ;  3/,+ ,  =  —  Mr  ^"^  (s.  Mg.  369), 


br 


br+l 


[<— ^— 4- — ^ >j<-^.^-„4.  ^_^ 


Fig.  369. 
aus  denen  sich  die  einfache  Beziehung 

ergibt.  Mit  Hilfe  derselben  läßt  sich  die  Lage  des  einen  Nullpunktes 
leicht  bestinmien,  sobald  die  des  anderen  gegeben  ist  Bringt  man 
nämlich  die  Senkrechten  durch  L^  und  Lr+i  mit  den  äußersten  Seiten 
der  für  den  BelastimgsfaU  Mr  =  1  gezeichneten  Biegungslinie  in  L/ 
mid  L'r+i  zum  Schnitt,  so  findet  man: 

ZL;/(r-l)'  =  a'  =  a.^*);   /  LV+,/ (r  +  1)' =  a"  =  a.     *-^^ 


b 


+1 


«r+l 


*)  Man  denke  daran,  daß  es  sich  hier  um  sehi*  kleine  Formänderungen  handelt 
In  Fig.  369  wurden  nur  die  Punkte  (r  —  1)',  r',  (r-f-l)'  ußd  die  äußersten  Seiten 
der  fi*aglichen  Biegungslinie  gezeichnet.     Vergl.  auch  Fig.  367  c. 
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also:  ß^  =  a'  +  a', 

und  hieraus  folgt,  daß  die  drei  Punkte  Lr ,  r\  L'^+i  in  einer  Oeraden 
liegen*) 

Wir  setzen  nunmehr  voraus,  daß  nur  die  r*®  Öffnung  belastet  wird 
und  die  Stützenmomente  3C-i  und  M^  auf  irgendeine  Weise  gefunden 
sind.  Innerhalb  einer  unbelasteten  Öffnung  besteht  die  Momentenlinie 
aus  einer  Geraden,  Kg.  370.  Die  Nullpunkte  dieser  Geraden  seien 
links  von  der  belasteten  Öffnung:  L^,  Lg?  ^z^  -  -  •?  rechts  davon:  i2«, 
-B»-n  Rn-i  •  •  •  Der  Punkt  L^  fällt  mit  dem  Stützpunkte  0  zusammen; 
seine  Lage  ist  also  bestinmit,  und  damit  sind  auch  schrittweise  mittels 
des  soeben  bewiesenen  Gesetzes  die  Punkte  Lj,  Lg  . . .  gegeben.  Und 
ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  man,  von  iZ„  ausgehend,  der  Eeihe  nach 
-B^.i,  Rn-it  •  .  .  finden. 


y^-, 


Rg.  370. 


Die  Lage  der  Punkte  L  und  R  ist  ganz  unabhängig  von  der  Be- 
lastung des  Balkens;  sie  ist  vollständig  bestimmt  durch  die  den  Zu- 
ständen 3fi  =  +  1,  if,  =  +  1, . . .  entsprechenden  Biegungslinien.  Es 
führen  deshalb  diese  Punkte  den  Namen  Festpunkte;  ihre  Ermittlung 
ist  die  erste  Arbeit,  welche  bei  der  Untersuchimg  eines  auf  mehreren 
Stützen  ruhenden  Balkens  auszuführen  ist.  Kennt  man  die  Punkte  L 
und  i2,  so  ist  man  nach  Kg.  370  imstande,  den  Einfluß  der  Belastung 
irgendeiner  Öffnung  (r  —  1)  —  r  auf  die  Momente  aller  übrigen  Öff- 
nungen schnell  anzugeben,  sobald  die  Momente  3C-i  imd  M^  für  die 
Endquerschnitte  der  belasteten  Öffnung  gefunden  sind. 

Bevor  wir  nun  die  Ermittlung  dieser  beiden  Momente  vornehmen, 
zeigen  wir  noch  die  Bestimmung  der  Festpunkte  L  und  R  auf  rech- 
nerischem Wege  und  führen  die  Bezeichnungen  ein: 


(14) 


'   5 


WO  6/  und  a/  die  Strecken  sind,  in  welche  der  Festpunkt  R^  die  Öff- 
nung lr  zerlegt,  Kg.  371. 


•)  Ein  Sonderfall  dieser  Beziehung  wurde  bereits  im  §  13  gefunden. 

25* 
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Für  die  links  von  der  belasteten  Öffnung  liegenden  Offnungen 
gelten  die  Gleichungen 

ßiJfi+     OjJ^     =0 

a,ifi+ß,Jf,  +     ajJf,     =0 

,   a,3f,+ß3ilf3+     a,3f,     =0 
(15) 


«jfcJfi.i  +  ß»Jf»  +  a*+,3fi+,  =  0 


sie  lassen  sich  auf  die  Fonn  bringen 


^h-Tr~  +  ß*  +  öt^+i 


M^ 


Jf* 


0. 


Nun  ist  aber 


-^4j^  _  _  fc»  +  ^  _  _ 


6*" 


^*+i 


und  es  besteht  daher  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Zahlen  x  die 
Beziehung 


ß»- 


(16) 


^»+1  — 


X* 


^'tt+i 


Da  nun  die  erste  Gleichung  die  Zahl 

(17) 


liefert,  so  ist  man  imstande,  alle  Werte  x  schrittweise  zu  berechnen 
und  die  Strecken 

welche  die  Festpunkte  L  bestimmen,  anzugeben. 

Ganz  ebenso  geschieht  die  Bestimmung  der  Festpunkte  iZ.  Man 
beginnt  am  rechten  Ende  des  Balkens  und  schreitet  nach  links  vor, 
berechnet  also  x/  aus  x'».i  mittels  der  Formel 


ß*- 


(19) 


X*  = 


X 


*+l 


a* 


Bezeichnet  n  die  Ordnungsziffer  der  letzten  Stütze,  so  ist  der  erste 


Wert: 


(20) 


^«-1  — 
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Schließlich  berechnet  man  die  Strecken  a   mittels  der  Fonnel 

Die  Au^be,  die  Momente  JlC-i  ^i^d  JIC  für  die  Endquerschnitte 
der  belasteten  Öffnung  l^  zu  ermitteln,  wird  nun  wie  folgt  gelöst 

Wir  stellen  uns  zunächst  vor,  es  sei  Ir  unbelastet,  es  sei  also  die 
Momentenlinie  dieser  Öffnung  eine  durch  den  Punkt  L^  gehende  Ge- 
rade.   Wir  erhalten  dann 

Jtf;  =  — x^-JC+i 

und  gelangen  durch  die  Yerbindung  dieser  Gleichung  mit  der  Be- 
dingung 

zu  der  Gleichung 

(22)         a,.tlC.,  +  ß..iilf.-i  =  >e.a,  JC-i, 

und  diese  Gleichung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  zwischen  r  —  1  und  r 
Lasten  hinzutreten,  weü  hierdurch  das  Verhältnis  zwischen  den  Mo- 
menten Jf^„,  und  Mr^x  nicht  beeinflußt  wird.  Die  Gültigkeit  der  Glei- 
chung (22)  ist  nur  an  die  Bedingung  gebunden,  daß  der  Träger  zwi- 
schen 0  imd  r  —  1  unbelastet  bleibt 

Ganz  ebenso  läßt  sich  zeigen,  daß  zwischen  if^  und  -äC+i  die 
Beziehung  besteht: 

(23)         a^+i  JJf^+i  -f  ^rMr  =  y^drMr, 

sobald  rechts  von  r  keine  Lasten  auf  den  Balken  wirken.  Ist  also  nur 
die  Öffnung  Ir  belastet,  so  gilt  sow^ohl  (22)  als  (23)  und  die  beiden 
Elastizitätsbedingungen : 

gehen  über  in 


( 


-^r-l  V?  r>      "«»(r-l) 


x,JIC.,+     if,  =  — '^  =  — SP, 


sie  führen  zu  einer  sehr  einfachen  Darstellung  der  Momente  3t. -i  und  Mr. 
Trägt  man  nämlich  Jf^_,  und  Mr  bei  (r —  1)  und  r  als  Ordinaten 
auf,  Figur  371,  und  verbindet  die  Endpunkte  derselben  durch  eine  Ge- 
rade, so  sind  die  Ordinaten  dieser  Geraden  an  den  Stellen  L^  und  R^: 

y=if...A.  +  if.-^=-^(if...)c.+jif.) 
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Beachtet  man  nun  die  Gleichungen  (24),  so  findet  man 


(25) 


F=  — 


r=  — 


drlr 
Art 


^-*  ««"«.(r-l) 


2P,HS„r, 


und  diese  Werte  lassen  sich  leicht  zeichnerisch  bestimmen. 

Rg.  371,  in  welcher  dr=(irlr  ist,  zeigt  die  Ennittlung  von  T 
und  T'  für  den  Fall,  daß  über  der  Öffnung  t  nur  eine  Einzellast  P 
liegt  Damit  ist  aber  die  Aufgabe  gelöst,  die  Zweige  (r  —  1)  —  r  der 
Einflußlinien  für  J^..,  und  M^  zu  zeichnen. 

Will  man  den  Einfluß  der  Last  P=  1  nicht  nur  auf  JCi  und 
J/^,    sondern  auf  sämtliche  Momente    der  Öffnung  l^  haben,    so  muß 


man  die  in  Mg.  371  dargestellte,  durch  Schraffierung  hervorgehobene 

SS' 
Momentenfläche  auftragen;  dieselbe  ist  bestmmit  durch  x  =  P—j— ;  denn 

das  Dreieck  ECE'  ist  die  Momentenfläche  eines  einfachen  Balkens  t. 
Die  Strecke  x  aber  wird  als  Ordinate  einer  Parabel  erhalten,  deren 
PfeU  =  0,25  PI  ist 

Zu  einer  anderen,  ebenfalls  sehr  einfachen  Darstellung  der  Zweige 
(r — 1)  —  r  der  EinflußUnien  für  Jf^,,  und  M^  führt  die  folgende 
Bechnung.    Man  findet  zunächst  ohne  weiteres 


M.  =  T^—Y^ 


und 


Cr 

b: 


Cr 


r/    «r 


Cr 

setzt  hierein  für  eine  Einzellast  P^  =  1  die  Werte 
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TT ^öm(r-l)  yf __  ^r  \ 


mr 


und  erhält  für  die  gesuchten  Einflußlinien  die  einfachen  Formehi 

fr^mr  '^rOm(r-l) 


[     M^  = 


aJr 


wo 


(27) 


a^a^ 


fr  ^r   "~~i        ^r  ^•*     /,      '  ^*'  /, 

C/y.  C/y.  t/^ 


Die  zeichnerische  Ermittlung  dieser  drei  Strecken  zeigt  Kgur  372. 


Fig.  372. 

Jetzt  lassen  sich  alle  bei  der  Untersuchung  des  Balkens  auf- 
tretenden Prägen  auf  dieselbe  Weise  erledigen,  wie  bei  dem  im  §  13 
behandelten,  auf  4  Stützen  ruhenden  Balken.  Wir  venveisen  besonders 
auf  die  in  den  Figuren  355  bis  357  dargestellten  Yerfahren.  An  die 
Stelle  von  Mj  und  Ma  treten  Mr.i  und  J/^.  Ebenso  können  für  die 
Querkräfte  die  früheren  Untersuchungen  benutzt  werden.  Die  Q-YlsLchen 
für  die  Öffnung  l^  lassen  sich  z.  B.  nach  dem  in  der  Kg.  354  dar- 
gestellten Verfahren  aus  der  Einflußlinie  für  den  Ausdruck  (J/^ — Jtfr-i)  •  t 
herleiten. 

Den  Einfluß  der  Belastung  der  übrigen  Öffnungen  auf  die  Stab- 
kralte  der  Öffnung  l^  kann  man  auch  mit  Hilfe  der  Gleichung  finden 

(28)        S=S,.ilC.,  +  S,3f„ 
welche  der  auf  Seite  378  benutzten  Gleichung  entspricht    Wird  z.  B. 
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der  Einfluß  der  Belastung  einer  rechts  von  Ir  gelegenen  Öffnung  l, 
gesucht,  so  bestimme  man  mittels  des  von  Stütze  (v  —  1)  bis  Stütze  v 
laufenden  Zweiges  der  itf,.i -Linie  das  Moment  ilf,_i,  hierauf  mittels 
eines  nach  Fig.  370  durch  die  Festpunkte  L,.j,  L,.,,  .  .  .  geführten 
Geradenzuges  die  Momente  Jf^_2,  -^,-8,  •  •  •»  -^C,  -Wi-i  und  setze  die 
letzteren  in  die  Gleichung  (28)  ein. 

Auch  leuchtet  ein,  daß  man  durch  Anwendung  der  Gleichung 
S=  So  + Sr^iM^,i-\- SrM^  die  zwischen  (r — 1)  und  r  gelegenen 
Zweige  der  S- Linien  gewinnen  kann. 

Ganz  besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Untersuchung  eines 
Endfeldes.  So  kann  man  z.  B.  alle  zur  Behandlung  der  Öffnung  l^ 
erforderlichen  Einflußlinien  auf  die  im  §  13  in  Nr.  152  gezeigte  Weise 
aus  der  Einflußlinie  für  den  Widerstand  A  der  Endstütze  herleiten, 
nachdem  man  die  -4-Linie  mit  Hilfe  der  Jf^-Linie  bestimmt  hat  Es 
liegt  hier  die  Umkehrung  der  in  Nr.  152  gelösten  Aufgabe  vor;  dort 
wurde  die  -äfi-Linie  aus  der  -4-Linie  entwickelt 

159.  Zahlenbeispiel.  Berechnung  der  Einflußlinien  für  die  Stützemnomente 
Ml  und  34  eines  Fachwerkbalkens  mit  vier  Öffnungen  von  28*",  32"«,  32"*,  28" 
Stützweite.  Figui'  373  zeigt  die  Hälfte  des  Balkens.  Für  den  Zustand  Jtfi  =  1  ist 
das  Angriffsmoment  für  den  7A/ten  Knotenpunkt  der  Seitenöffnimg 


MJ=  1,0 


7n 


und  für  den  wten  Knotenpimkt  einer  Mittelöffnung  (wir  zählen  hier  von  Stütze  2  aus) 

Wir  berücksichtigen,  da  es  sich  nur  um  den  ersten  Rechnungsgang  handeln  möge, 
nur  die  Formänderungen  der  Gurtstäbe  und  nehmen  eine  solche  Veränderlichkeit  des 
^  Gurtquerschnitts  an,  daß  für  F^  =  F^  (s.  Seite  207) 

23CX 

gesetzt  werden  darf.  Durch  den  Faktor  2  wird  berücksichtigt,  daß  jedem  Kuoten- 
punkte  zwei  Gurtstäbe  entsprechen.  Wir  setzen  X  =  1  und  erhalten  die  in  der 
folgenden  Tabelle  zusammengestellten  Gewichte. 


m 


Seitenöffnung 


k 


Ä» 


7Ä» 


w  = 


2/w 


Mittelöffnung 


m 


Ä» 


8Ä« 


«r  = 


2m 
8Ä» 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 


2,50 

6,25 

44 

2,56 

6,55 

46 

2,75 

7,56 

53 

3,12 

9,73 

68 

3,75 

14,1 

99 

4,69 

22,0 

154 

6,00 

36,0 

0,046 
0,087 
0,113 
0,118 
0,101 
0,078 
0.056 


1. 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 


4,69 

22,0 

176 

3,75 

14,1 

113 

3,12 

9,73 

78 

3,00 

9,00 

72 

3,12 

9,73 

78 

3,75 

14,1 

113 

4,69 

22,0 

176 

6,0 

-— 

— 

0,011 
0,035 
0,077 
0,111 
0,128 
0,106 
0,080 
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Die  Gewichte  tc  wurden  schließlich  auf  zwei  Stellen  abgerundet  und  dabei  w^ 
in  der  Seitenöffnung  auf  0,06  erhöht  Dann  ergibt  sich  für  den  linken  Auflager- 
druck tti  eine  zweistellige  Zahl,  ohne  daß  man  abzurunden  braucht,  und  das  erleichtert 
die  Berechnung  der  Momente.    Man  findet 

1  1  AQ 

Ol  ==y  (0,08 +  0,10. 2 +  0,12. 3  + 0,11. 4 +  0,09. 5 +  0,06- 6)  ===-a- =  0,27. 


i< 7Ä-£S^ ^ SA^S2^ 


I 


JL 


^ 


19,Z8^ ^' 8JZ--^-8,08-^M 15,^ ^-  8,¥¥'4, 

\^Z3,9Z >| 


(i) 


Fig.  373. 


M^'-ZüUe 
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Auf  die  andere  Stütze  kommt 


Weiter  ist 


Str  — 0,27=0,29. 
1 


«,  =  4 (0,08  +  0,11. 2 +  0,13. 3 +  0,11. 4 +  0,08. 5 +  0,04. 6 +  0,01.  7) 

=  i|i  =  0,23; 

T 

auf  die  linke  Stütze  kommt  ^w  —  0,23  =  0,33.    Es  ist  also 

pi  =  0,29  +  0,23  +  0,06  =  0,68. 

Die  Mittelöffnung  ist  symmetrisch..    Mithin  entsteht 

a,  =  og  =  0,23,    ß,  =  2  . 0,33  +  0,06  =  0,72. 

Für  die  Biegungslinie  des  Zustandes  Jfi=+1   erhalten  wir  den  folgenden,   in 
unserem  Buche  schon  oft  angewandten  Ansatz,  wobei  wir  wieder  mit  X  =  1  rechnen. 


^itenöffnung 

Mittelöffnung 

Querkräfte 

Momente 

Querkräfte 

Momente 

«1  —  0,27 
0,06 

0,27  —  «1 . 1 
+  0,21 

a,  =  0,23 
-0,01 

+  0,23-«,., 
+  0,22 

+  0,21 
0,09 

+  0,48-^., 
+  0,12 

+  0,22 
—  0,04 

+  0,45  =  «,., 
+  0,18 

+  0,12 
'    —0,11 

--0,60  =  8i., 
--0,01 

+  0,18 
-0,08 

+  0,63-^., 
+  0,10 

+  0,01 
0,12 

+  0,61-5,. 4 
-0,11 

+  0,10 
—  0,11 

+  0,73  =  ^.4 
0,01 

0,11 
—  0,10 

+  0,50  =  «1.5 
—  0,21 

—  0,01 

—  0,13 

+  0,72=«,., 
—  0,14 

0,21 
—  0,08 

+  0,29  =  «,.. 

—  0,14 

—  0,11 

+  0,58-«,., 
—  0,25 

—  0,29 

—  0,25 
-0,08 

-0,33 

+  0,33-«,., 

Die  «M3-Lime  der  zweiten  Öffnung  ist  das  Spiegelbild  der  zugehörigen  ««i -Linie. 
Nun  gehen  wir  zur  Bestimmung  der  Festpunkte  über  und  berechnen: 


_p,  _0,68__ 

-^"-ö;23-^'^' 


«»  = 


32 


ß,_^      0,72-^'^^ 


x,= 


X.  __ 


2,96 


a,  0,23 

p,  _  J!?_      0,68  -  ^'^^ 


3«4  = 


2,79 


=  2,79, 


=  2,21, 


ö»  = 


aA  = 


1  +  2,96 

32 
1  +  2,79 

28 
1  +  2,21 


=  8,08- , 


=  8,44- , 


=  8,72- . 


«4  0,27 

Die  Strecken,  in  welche  die  beiden  Offnungen  durch  die  Festpunkte  zeriegt 
werden,  sind  in  Fig.  373  angegeben;   sie  liefern: 


§  14.    Durchgehender  Balken  mit  beliebig  vielen  Stützen. 


395 


x.  =  8,08  2^'^ 


8,44-8,08 
"'=      15,48      =^'^^' 


15,48 


=  12,30- . 


Die  Gleichungen  der  gesuchten  Einflußlinien  lauten  nun  nach  den  Formeln  (26) 
für  die  erste  Öffnung: 

M—      Jl^^  —        12,66 gm!  _         -^        . 

für  die  zweite  Öffnung: 

Die  hiemach  berechneten  Linien  sind  in  die  Fig.  373  eingetragen  worden. 

Will  man  nun  den  Einfluß  einer  über  der  ersten  Öffnung  liegenden  Last  1  auf 
das  Stützenmoment  ^  haben,  so  benutzt  man  die  Gleichung 

M.  =  -lf.^  =  _Jf,||  =  -0,3681f.. 

Hiernach  kann  man  aus  dem  Zweige  0  —  1  der  Jf| -Linie  den  Zweig  0  —  1  der 
Jf.-Linie  berechnen.  Li  derselben  Weise  kann  die  JW, -Linie  für  die  dritte  und  vierte 
Öffnung  gefunden  werden. 

160.   Zweites  Ver&hren  zur  Anflösiuig  der  Gnmdglelcliimgen: 

Wir  setzen  einen  beliebigen  Belastungs-  und  Temperaturzustand  voraus, 
denken  uns  die  Stützenmomente  nach  Fig.  374  als  Ordinaten  aufgetragen, 
ihre  Endpunkte  durch  die  Geraden  5^1,  5^2,  .  .  .  verbunden  imd  nennen 


* 


.►^-f 


c' 


Fig.  374. 

den  auf  diese  Weise  entstandenen  Linienzug  kurz  das  M- Polygon. 
Fig.  374  stellt  das  (r  —  1)*«  und  r*«  Feld  dieses  Polygons  dar.  Wird 
die  Senkrechte  7^  so  gezogen,  daß  sich  die  Strecken  e  und  e\  in  welche 
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sie  Ir  zerlegt,  zu  einander  verhalten  wie  «^  zu  ß^,  so  ist  die  von  der 
Geraden  g^  auf  der  Senkrechten  I^  abgeschnittene  Ordinate: 

(29)      r=  J^-°-+^-P- 

«r  +  Pr 

und  die  r*®  Grundgleichung  läßt  sich  mithin  auch  schreiben: 
(30)         (o^  +  ß.)  T+ar^,Mr^,  =  Nr. 

Zieht  man  nun  die  Senkrechte  H.  so,  daß  sie  die  Strecke  Z^+,  -f-c 
im  Verhältnis 

(31)  c':C=(OLr+(^r)'OLr+i 

teilt,  so  schneidet  die  Gerade  U'C^  welche  die  Endpunkte  von  Y  und 
-Mr+i  verbindet,  auf  H  die  Ordinate 

/Q9\         /TT  _  Yc'  +  Mr^^e  _  r(a,+  ß,)  +  Jt/.+|tt,^, 
(6^)         1^-        ^.^^        -       ^^^^^^^^^ 

ab,  und  es  folgt  aus  der  Yergleichung  dieses  Ausdruckes  mit  der  Be- 
ziehung (30)  das  Gesetz: 

Die  7nit  Hilfe  der  Senkrechten  Ir  bestimmte  Oerctde   U'C 
schneidet  auf  der  Senkrechten  11^  das  gegebene  Moment  ab: 

_-  jv; 

(33)         ErEr  =  ?;  =         ,  Q   *■ 

Jetzt  werde  angenommen,  es  sei  ein  Punkt  L/  der  Geraden  g^ 
gegeben.  Denkt  man  durch  2>/  verschiedene  Geraden  g^  gelegt,  so 
kann  man  zu  jeder  derselben  die  zugehörige  Gerade  ^^+i  finden,  indem 
man  von  dem  Punkte  Z7',  in  welchem  die  gr  von  der  7^  geschnitten 
wird,  durch  den  festen  Punkt  EJ  die  Gerade  VE^C  zieht  und  C 
mit  B'  verbindet.  Alle  die  Geraden  ^'r+i,  welche  in  dieser  Weise  zu 
verschiedenen  Geraden  g^  gezeichnet  werden  können,  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  2>'r+j,  w^elcher  auf  der  durch  die  Punkte  L/  und  E^ 
bestimmten  Geraden  liegt  und  gefunden  wird,  indem  zu  einer  beliebigen 
g^  die  zugehörige  g^Arx  gezeichnet  und  mit  der  Geraden  LrE^  zum 
Schnitt  gebracht  wird.*) 

Übersichtlicher  aber  verfährt  man,  wenn  man,  von  dem  senkrecht 
unter  L/  gelegenen  Punkte  L^  ausgehend,  zunächst  auf  die  Lage  von 
Lr^x  schließt.  Man  legt  durch  Lr  eine  beliebige  Gerade,  welche  die 
Senkrechten  I^  und  B'B  in  U"  bezw.  B"  schneidet,  führt  hierauf 
durch   U"  und  Er  eine  Gerade  bis  zu  ihrem  Schnittpunkte  C  mit  der 


*)  Es  folgt  dies  aus  dem  bekannten  Satze  der  Geometrie  der  Lage;  Bewegen 
sich  die  Ecken  (U\  B\  CT)  eines  Dreiecks  auf  drei  Strahlen  (/r,  B'B^  C C)  eines 
Strahlenbüschels,  und  gehen  hierbei  zwei  Seiten  (gr  und  U' C^  des  Dreiecks  durch 
feste  Punkte  (L/  und  Er^^  so  geht  auch  die  dritte  Seite  (^r^+i)  durch  einen  festen 
Punkt  (LV+i),  welcher  mit  den  beiden  andei-en  festen  Punkten  in  einer  Geraden  liegt. 
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Senkrechten  durch  C  und  zieht  scbUeßlich  die  Gerade  C'B".    Letztere 
besümmt  daoa  den  Punkt  L,^i. 

Mit  Hilfe  der  Torstohenden  Entwicklungen  ist  man  imstande,  das 
Jf-Polygon  zu  zeichnen.  Die  Gerade  .?,,  Rg.  375,  geht  (wegen  J/,^0) 
durch  den  Stützpunkt  0;  es  fällt  also  L^  mit  0  zusammen.  Aus  der 
Lage  Ton  L^  schließt  man  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  auf  die 
Lage  von  L,,  sodann  auf  die  von  Lg,  L^  .  .  .^  und  zeichnet  den  Linien- 
zug L^L^'L^' . . .,  dessen  Seiten  auf  den  Senkrechten  //,,  i/j,  11^... 
die  gegebenen  Momente  T^,  T,,  T,  . .  .  abschneiden.  Je^t  ist  in  jeder 
Öffnung  ein  Punkt  V  des  .V-Polygons  bekannt,  und  da  die  Gerade  g„ 
nicht  nur  durch  L.',  sondern  auch  durch  den  Stützpunkt  n  gehen  muQ, 
so  ist  der  Linienzug  5,,  .9._,,  -  .  -  ffj   bestimmt 


Man  kann  natürlich  auch  in  der  Weise  vorgehen,  daß  man  nicht 
von  tj ,  sondern  von  dem  in  der  letzten  Öffnung  gegebenen,  mit  Stütz- 
punkt n  zusammenfallenden  Punkte  ü^  ausgeht,  in  den  vorhergehenden 

Öffnungen  Punkte  ß,_,,  Ä._„ B,  auf  ähnliche  Art  bestimmt, 

wie  vorhin  die  Punkte  ij.  Lg, .  . .,  hierauf  mit  Hilfe  der  T..,,  T.^,,  .  . . 
einen  Linienzug  Ä'«_i,  JI',_i  . . .  zeichnet  und  schließlich  g^  durch  L^ 
und  fi,'  legt  Zur  Ennittlung  der  Punkte  R  sind  (an  Stelle  der  7,) 
Senkrechte  //  zu  bestimmen,  welche  t  +  i  i™  Verhältnis  «,+  ,  >ß,  teilen. 
Hg.  376. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  Punkte  L  und  R  mit  den  früher 
benuteten  Festpunkten  übereinstimmen.  Zu  diesem  Zwecke  nehme  man 
nur  eine  einzige  Öffnung  belastet  an  und  streiche  die  von  den  Tem- 
peraturänderungen und  Stützensenkungen  abhängigen  Glieder  der 
Werte  T.  Dann  gehen  die  Geraden  g  der  links  von  der  belasteten 
Öffnung  gelegenen  Öffnungen  durch  die  Punkte  L  und  die  Geraden  g 
der  rechtsseitigen  Öffnungen  diu*ch  die  Punkte  R.  Hieraus  folgt,  daß 
man  die  beiden  hier  mitgeteilten  Verfahren  zur  Ermittlung  der  Stützen- 
momente   auch    miteinander    vereinigen  kann,    so  zwar,  daß  man  die 
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Punkte  L  und  R  auf  die  früher  gezeigte  Weise  mit  Hilfe  der  Biegungs- 
linien bestimmt  und  nun  das  Jlf-Polygon  aus  den  Momenten  T  ableitet 
Dieser  Weg  ist  sehr  zu  empfehlen  bei  Aufsuchung  des  Einflusses  von 
Temperaturänderungen  auf  einen  im  übrigen  nach  Nr.  131  mittels 
Einflußlinien  zu  behandelnden  Träger.  Die  Momente  T  sind  hier  durch 
die  Gleichung  bovstimmt: 

—  1  ^EF,{l  +  l^,)     y. 


Tr  = 


^rf 


a^  +  ß^  +  a^+,  Ur+x  w,p 

Werden  negative  T  in  Hg.  376  oberhalb  der  Achse  0  —  n  auf- 
getragen, so  sind  auch  die  Stützenmomente  negativ,  sobald  sie  durch 
oberhalb  der  0  —  n  liegende  Ordinaten  dargestellt  werden. 


In  Fig.  376  ist  noch  gezeigt  worden,  wie  man  die  Senkrechten 
I^  und  Ilr  mit  Hilfe  der  Biegungslinie  (r  —  1)  V  (r  -j-  1)'  des  Zustandes 
Mr=^l  finden  kann.  Die  Senkrechte  Ir  geht  durch  den  Punkt,  in 
dem  die  erste  Seite  des  Biegungspolygons  von  der  Geraden  (r-j-l)'^' 
geschnitten  wird  und  Ilr  geht  durch  den  Schnittpunkt  der  äußersten 
Seiten.  Die  Senkrechte  Ilr  fällt  also  mit  der  Mittelkraft  der  Gewichte  ic 
des  Zustandes  Jtf^  =  1  zusammen. 
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161.  Angenäherte  Ermittlung  der  Stfitzenmomente  f&r  den  Balken 
mit  parallelen  Onrtnngen.  Die  Höhe  des  Trägers  sei  h\  der  Quer- 
schnitt der  oberen  und  unteren  Gurtung  habe  überall  den  Inhalt  F, 
Der  Einfluß  der  Formändeiiing  der  Füllungsstäbe  soll  vernachlässigt 
werden.  Das  Gewicht  zweier  Gurtstäbe  (eines  Obergurtstabes  und  eines 
TJntergurtstabes)  beträgt 

2M'\ 


w  = 


EFh^  ' 


wo  M'  das  Moment  infolge  itf^.  =  1.  Nehmen  wir  unendlich  kleine 
Feldlängen  an,  so  erhalten  vrir  für  die  Längeneinheit  der  Balkenachse 
die  Belastung 

div  _    2M' 
dx  ~  EFh^  ' 

welche  vrir  durch  die  Belastung  M'  ersetzen  wollen.  Wir  betrachten 
also  die* Momentenfläche  für  itf^  =  1  als  Belastungsfläche  und  erhalten 

EFh^ 
die  — ^ — '-fachen  Durchbiegungen  8^^.    Der  Inhalt  des   zu   t  ge- 
hörigen Teües  der  Momentenfläche  beträgt-^;   davon  konmit  auf  die 
Stütze  r —  1  der  Anteil  ^t  auf  r  der  Betrag  ^t.    Es  ergibt  sich  daher 

*r g   7       Pr Q  ?        ar+ 1  g       > 

imd  die  Gleichung  der  drei  Momente  geht  über  in 

Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 

EFh*                                          EFh^ 
mußte  den  Faktor  — ^ —  erhalten,  weü  ja  8«^  die  — ^ fache  Durch- 
biegung ist 

Es  werde  nun  die  obere  Gurtung  gleichmäßig  um  t^  erwärmt,  die 
untere  um  t^.    Das  Gewicht  eines  Obergurtstabes  ist  allgemein 


w  = 

h  ' 

dasjenige 

eines 

Untergurtstabes 

w  — 

+ 

As 

• 
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Der  Einfluß  der  Temperatarändenmgen  beträgt  daher 

—  tt,\  +  tt,\ 
«-.  = Ä ' 

also  für  die  Längeneinheit 

dwt^ 6  (t^  —  Q 

dx  h 

Die  zu  dieser  gleichförmigen  Belastung  gehörige  Biegoagslinie  ist  eine 
Parabel;  es  ist  also 


Crt  = 


2h 


und  man  erhalt  schließlich  die  Gleichimg 

(34)        JC.it +  23C(Z.  +  t+0  +  ^r+it+i  =  JV;, 


wo 


(35)  Nr  =  —  &^PJ^^r  — 


—  y  tEFh  {l  +  t+O  {t,  —  f.). 


W,)-e^ 


Fig.  377. 

Zur   Berechnung   der  Lage   der  Festpunkte  L   dienen   nunj  die 
Formehl  (vergl.  Seite  388): 

2(4  +  U)-  ^ 
(36)        Xi+,  = 


+1 


l  +  x»' 


wobei  ausgegangen  wird  von 
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(37) 


x,= 


und   die  Berechnung  der  Lage   der  Punkte  R   geschieht  mittels  der 
Formeln: 


(38)       x;= 

Den  Anfang  bildet 


2(4+u)-4*' 


X 


*+i 


üu    = 


1  +  x; 


(39) 


^fl— l 


2  (/.-.  + 1.) 

^s  ^— — — ^— — — — ^^^^  • 

'n-1  • 


Wie  man  zeichnerisch  aus  der  Lage  von  Lr  die  Lage  von  Lr+i 
finden  kann,  zeigt  Kg.  377.  Mit  Hilfe  des  Punktes  L^  und  der  in 
beliebigem  Maßstabe  aufgetragenen  Strecke  rr'=  lr  bestimmt  man  die 
Strecke 

und  hierauf  mittels  der  Strecken  l^+i  und  2  (^.  -j-  l^+i)  —  c^  die  Lage  des 
Punktes  2>r+i- 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  auch  die  Berechnung  des  von  den  Lasten 
abhängigen  Gliedes  des  Wertes  Nr,   Betrachtet  man  die  Momentenfläche 


Fig.  378. 


für  Jtf'^  =  1  als  Belastungsfläche  der  beiden  Einzelbalken  (r  —  l)r  und 
r(r'^-  1),  so  ist  die  zugehörige  Momentenlinie  die  5^^- Linie.  Man 
findet  zwischen  (r  —  1)  und  r,  Mg.  378, 

im      $^ 


'mr 


6    ^  lr        2 


'3~6"\/       e/' 


und  ebenso  zwischen  r  und  r  -)- 1 

Ö        ^  Ir  +  l  Ir  +  l  ^ 

Müller-Breslau,  Oraphische  Statik,   n.  1. 
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Führen  wir  also  die  Bezeichnungen  ein 

5    5» 


Ud^ 


Ir  n 


(40)         .        ^  ^„ 


SO  erhalten  wir  für  eine  beliebige  Gruppe  lotrechter  Lasten  die  Gleichung 
(41)   Jlf,.,Z.  +  2iCa  +  Z.+0  +  ^r+it+i  =  — CSPoi  — C+»2Pox>'. 

Die  Zahlen  Od  und  oj,'  sind  unabhängig  von  der  Stützweite  i,  sie 
hängen  nur  von  den  Verhältnissen  $  :  Z,  $' :  f  ab.  Auf  Seite  430  findet 
sich  eine  Tabelle  dieser  häufig  vorkommenden  und  ähnliche  Werte. 
Der  Zeiger  D  soll  daran  erinnern,  daß  die  Oj>  den  Momenten  infolge 
einer  Dreiecklast  proportional  sind. 

Ist  nur  die  Öffnung  l^  belastet,  und  zwar  durch  eine  Einzellast 
P=  1,  so  ist 

und  man  erhält  auf  demselben  Wege,  der  zu  den  Formeln  (26)  führte, 
die  folgenden  einfachen  Gleichungen  der  Einflußlinien  der  Momente 
Mr  und  Jbt.i 

(42)  Mr=—fr<dß  +  VrOo 

(43)  if^_i  =  AVÖ2)'+  VrViD'i 

WO  fr^  kr  und  Vr  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  früher. 
Nun  besteht  aber  zwischen  den  Zahlen 

"*=T~1^  "^^  "^  =  T — W 

die  leicht  nachzuweisende  Beziehung 

(44)         0/=  3ci)i  —  ci)x>. 


wo 


£        £* 
(45)         o.  =  |-|- 


8 


eine  Zahl  bedeutet,  welche  den  Momenten  infolge  einer  gleichförmigen 
Belastung  (einer  Rechtecklast)  proportional  ist;  s.  Seite  430.  Man 
darf  deshalb  auch  schreiben 

(46)  M^  = w/g)  j,  +  Vr  ÜB 

(47)  Mr^x  =  Uri^D  +  ^rüjJj 


WO 


(48)         Ur^=  ar  - '"    und  t^^  =  a^   * 


Cr  Cr 
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Bei  der  JkC._i-Linie  muß  hierbei  die  Abszisse  $  von  der  Stütze  r 
aus  gerechnet  werden;  vergL  Fig.  379,  in  welcher  auch  die  Strecken 
Ur  und  u^  angegeben  sind.   Für  die  Endöffnungen  ist  i;  =  0.    Man  erhält 

(49)        M^  —  —  f^iiij,,    if„_,  =  —  A^oj). 

Es  ist  jetzt  noch  anzugeben,  wie  man  die  Gerade  11^  findet,  welche 
man  braucht,  um  das  in  Nr.  160  beschriebene  Verfahren  durchzuführen. 
Diese  Linie  fällt  nach  Seite  398  mit  der  Mittelkraft  der  Gewichte  w 
des  Zustandes  Mr=l  zusammen,  im  vorliegenden  Falle  also  mit  der 
lotrechten  SchwerUnie  der  Momentenfläche  A^.    Ist  also  /r+i>tj  so 


i, ^ y 


Mj.'Linie 

Fig.  379. 


liegt  die  zum  Stützpunkte  r  gehörige  Gerade  Ilr  in  der  Öffnung  Z^+i, 
im  Abstände 

(50)     c;=-^(u-/.) 

von  der  Stütze  r.    Für  die  in  Nr.  160  gebrauchten  Momente  T  erhält 
man  jetzt  die  Werte 

Wir  wiederholen,  daß  sich  dieses  Terfahren  ganz  besonders  zur 
Untersuchung  des  Einflusses  von  Stützenverschiebungen  und  Temperatur- 
änderungen eignet    Die  entsprechenden  Momente  T  sind: 

26* 
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(62)         T,  =  - 


and 


EFh% 

^r^r  +  1 


(53) 


T,  =  --^iEFh{t,  —  t.). 


Aach  der  Einflaß  einer  gleichförmigen  ständigen  Belastung  g 
läßt  sich  auf  diesem  "Wege  leicht  finden.  Der  Belastung  der  »*•"  Öff- 
nung entspricht  dann 


N, 


und  man  erhalt  im  ganzen 

(64) 


4 


(66) 


Nr ^(C+C  +  O 

g(g+g^.) 


u._  e  — >i 


/ 1 


TTT 


'Wr 


15? 


TTTTT 


I 

i  7* 


f*— 


Ä'  - 


— ->l 


\  - 


— 1 


SS 


illL 


Rg.  380. 

Der  Einfluß  einer  von  5  =  e  bis  $  ^  d  reichenden  Verkehrslast  p 
f.  d.  Längeneinheit  (Mg.  380)  ist 


N,='j—ll\paj,d^ 


p  (d>  —  e*)  (2 1;  —  d>  —  e*) 


4lr 


(66)      iv;=- 

und  der  Einflaß  auf  iVj..,: 

p  (d'«  _  e'«)  (2 1'  —  d'»  —  e') 


(57) 


Nr.,  =  — 


ilr 
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§  15. 

Verschiedene  Arten  statisch  unbestimmter  Bogen-,  Balken-  und 

Kettenbrficken. 

162.  Dreifaoli  statlseh  unbestimmte  Bogenbrüoke  mit  drei  Öflhnngen, 
Kg.  381  und  382.  Als  statisch  unbestimmte  Größen  werden  zweck- 
mäßig die  auf  den  Scheitelquerschnitt  wirkenden  Kräfte  X^^  X^^  X^ 
eingeführt.  Das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  besteht  dann  aus  zwei 
Auslegerbalken.  Damit  8«»,  ito  ^^^  *«•  gleich  NuU  werden,  ist  nach 
der  in  Nr.  117  gegebenen  Anweisung  zu  verfahren.  Ein  Zahlenbei- 
spiel möge  die  Ermittlung  der  Einflußlinien  für  die  Werte  ^«,  X^^ 
Xc  eines  symmetrischen  Trägers  erläutern.  Einem  senkrechten  X^ 
entspricht  hier  ein  wagerechtes  X^.  Bei  der  Berechnung  der  Gewichte 
w  empfehlen  sich  im  ersten  Eechnungsgange  (und  nur  dieser  soll  hier 
vorgeführt  werden)  dieselben  Annahmen,  wie  beim  Bogen  mit  einge- 
spannten Eämpfem. 

Wir  setzen  also  für  tw  =  1  bis  5  und  /w  =  7  bis  13  nach  Gleich.  (3) 
auf  Seite  325 

(1)  ^-.  =  ^ 

Zu  dem  oberen  Knotenpunkte  6  gehören  zwei  Untergurtstäbe;  auch 
entsprechen  diesem  Knotenpunkte  im  allgemeinen  zwei  verschiedene 
Angriffsmomente  -IfJ,  und  Ml^^  je  nachdem  der  Schnitt  durch  den 
linken  oder  den  rechten  XJntergurtstab  gelegt  wird.    Daher  ist 

(2)  w,  = j^ 

Zum  unteren  Knotenpunkte  14  gehören  zwei  Obergurtstäbe,   weshalb 

(3)      ^x*  =  ^; 

wir  rechnen  ^w^^  zur  linken  und  ^w^^  zur  rechten  Trägerhaltte.  Die 
zu  diesen  Gewichten  w  gehörigen  Seülinien  liefern  die  Durchbiegungen 

imai  ^mhj  ^mc  ^  cüiem  Maßstabo,   der  voraussetzt,    daß  ==-  =  1  ist, 

wo  F,  den  mittleren  Gurtquerschnitt  im  Scheitel  der  Brücke  bedeutet; 
vergl.  Seite  326.    In  die  Formeln 

(4)         J[.  =  P^-|^,  X,  =  P^^,  X  =  P.   *-^ 


führen  wir  die  Werte  eia 
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Erste  AbteUang.    Zweiter  Abschnitt 


Zl. 


Kg.  381. 


Da  ntm  für  einen  Obergurtstab 


1 


EF 
und  für  einen  üntergnrtstab 


Sjs  _  Ml'     \ 
~   h*  EF. 


h*  EF. 
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Sls        Ml^  \  sec  »Y        M'J     \ 


EF  Ä«       EF^           A«   EF. 
ist,  so  ergibt  sich 

wo 

^m  =     **  X — —  für  m  =  1  bis  6  und  w  ±=  7  bis  14, 


(7) 


'6 


^u  — 


hl 


A?. 


««ymAj  p 


iXT«IIZ/t 


^— /i 


C:^'^ 


->B^'»3J 


Fig.  382. 


Daß  8„j  und  5»^  gleich  Null    sind,    folgt   ohne   weiteres  aus  der 
Symmetrie.    Die  Bedingung 


8«.  =  2 


'a"-*«' 


geht  über  in 


2 


EF 
M.M. 


=  0 


'•a -*■"■© 


A 


2 


=  0 


und  lautet,  mit  Kücksicht  auf  die  für  w  =  6  und  w  =  14  bestehenden 
Ausnahmen 


(8)  2( 


MiM:  +  iC  J/; 


).+("'-''\t<^=^^0.+(1^.=y- 


Die  Sunmie  2  umfaßt  w  =  1  bis  5  und  w  =  7  bis  13. 

Bei  der  Berechnung  des  Einflusses  der  Temperaturänderungen  ist 

der  weggehobene  Wertg^^^^  wieder  einzuführen.     Man  erhält 


Erete  Abteilnng.    Zweiter  AbechDitt. 


EF.h., 


(8) 


•  EF 


X„  = 


EFX, 


Xu  wird,  der  Symmetrie  wegen,  gleich  NuH  Die  Ermitüung  der  bei 
gleichmäßiger  Erwäimung  entstehenden  Verschiebungen  h„  mid  i,,  soll 
zunächst  an  der  allgemeineren  Figur  383  eriäutert  werden.  Man  wähle 
das  Eämpfergelent  0  zum  Pole  eines  Wilüotschm  Verechiebungsplanes 
und  stelle  die  Längenändemngen 

As,  =tts^,  ASj  =  ita^,  A5,  ^  e^5, 
durch  die  Strecken  5,,  Sj,  a,  dar.    Mau  erhält  dann  die  Yeischiebuug 
Ol'  des  wagerecht  gefülirten  Punttes  1,  indem  man  in  1  auf  Ol  em 


K 


Fig.  383- 


Lot  erriclitet  luid  mit  der  "Wagerechten  durch  0  zum  Schnitt  bringt 
Macht  man  nun  1'2"  =  12  und  ||  l2  und  errichtet  in  2"  und  2  auf  1'2" 
und  02  Lote,  so  treffen  sich  diese  im  Punkte  2'.  Von  2'  aus  trage 
man  die  senkrechte  Strecke  2'3"  =  23  an  und  bringe  das  in  3  auf 
03  errichtete  Lot  mit  der  Wagerechten  durch  3"  in  3'  zum  Schnitt 
Bezeichnet  man  dann  die  Strecken  3"  3'  und  23  mit  e  vmd  Ä,,  so  ergibt 
sich  für  den  Winkel,  um  den  sieh  die  ScheitelverUkale  dreht,  der  Wert 


"Ä. ' 


und  es  drehen  sich  daher  die  nach  Nr.  117  mit  den  Scheitehi 
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der  beiden  Trägerhälften  befestigt  gedachten  starren  Scheiben  gegen- 
einander um 

K,  =  —  2st  ^ 


K 


Das  Zeichen  —  ist  zu  nehmen,  weil  sich  die  Scheitelvertikale  2  —  3 
nach  links,  also  im  Sinne  von  X^  dreht,  während  hat  im  entgegenge- 
setzten Sinne  positiv  gezählt  wird  wie  JT«. 

Die  wagerechte  Verschiebung  des  Punktes  2  wird  durch  das  vom 
Punkte  2'  auf  die  Senkrechte  durch  0  gefällte  Lot  d  dargestellt;  sie 
ist  also  =  s^d,  und  die  Verschiebung  des  Angriffspunktes  L  der  Kraft 

X^  beträgt,  wenn  die  Strecke  2L  mit  k  bezeichnet  wird, 

6^  (d  +  AvJ>)  =  6^  (d -I- A -|-), 
so  daß  sich  schließlich  ergibt 

Liegen  die  Punkte  1  und  2  in  einer  Wagerechten,  wie  bei  dem  in 
Fig.  381  dargestellten  Sonderfalle,  so  wird  mit  den  aus  Fig.  383  er- 
sichtlichen Bezeichnungen: 

(10)        hat  =  —  2zt-f-,  h^,  =  2et(l,  —  ^y 

EinflofilliLie  für  Xi.  Im  BelastungsfaUe  -X«  =  —  1  entsteht  am 
linken  Endauflager  ein  abwärts  gerichteter  Widerstand  -=-  •  Die  An- 
griffemomente  sind 

für  die  Seitenöffnung:  .¥:„  =  M;^,  =  —  1  ^ 

„      „    Mittelöffnung:  !/:.  =  3/;:..  =  ^  L   ' 

Berechnet  man  nun  die  Gewichte  w^^  i^d  Werte  x^^  ^ach  den  Formeln 
(1)  bis  (3)  und  (7)  und  dividiert  diese  Größen  durch  den  sich  später 
hebenden  Faktor  2,  so  erhält  man 

3/       1  7/1  1 

für  m=l  bis  5  w„a  = rY~~6¥'  ^•"«  =  "~^^^^"-' 

für  w  =  6  bis  14  w^„  =  _  _;  ^^^  =  .j.  _  ^ 
und  für  den  ganzen  Träger 

(11)        »..  =  2x^,  =  —  g-  ^mw^a  -f.  2  2  -^  +  -^  • 
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Erste  Abteilaog.    Zweiter  Abschnitt 


Die  Höhen  h„  und  Gewichte  w^^  sind  in  den  Tabellen  I  und  U 
zusammengestellt  worden.  Die  Berechnung  der  Trägerfonn  ist  in 
Band  I,  Seite  436,  als  Beispiel  zur  Linienführung  der  Gurtungen  ge- 
bracht worden.    Pur  S,„  ergibt  sich  nach  Gleich.  (11)  der  Wert 

Ka  =  i  0^908  +  2 . 2,041  +  0,694  =  5,079. 


Tabelle  I,  SeitenOlAiimg. 


m 

Ä« 

hU 

1 
hl 

m 

1 

—  mwa 

... 

?<^«ii  =  8ir^« 

2  •  5,92r.,. 

0 

1,20 

1,44 

0,694 

0 

0 

0 

1 

1,33 

1,77 

0,565 

—  0,094 

0,094 

—  0,75 

-1,11 

2 

1,75 

3,06 

0,327 

0,109 

0,218 

—  0,87 

1,29 

3 

2,51 

6,30 

0,159 

—  0,079 

0,237 

—  0,63 

—  0,93 

4 

3,64 

13,2 

0,076 

0,051 

0,204 

—  0,41 

—  0,60 

5 

5,19 

26,9 

0,037 

0,031 

0,155 

—  0,25 

—  0,37 

—  2:/«  tr«  =  0,908 
1 


Tabelle  II,  MittelOfbrang. 


1 

1 

/ 

/ 

2,6 -Ä« 

m 

hm 

th. 

--      «. 

m 

tt^iiii=  W  Wma 

-—        «. 

6 

7,20 
5,19 

0,139 

0,019 
0,037 

8 
7 

0,15 

—  0,26 

7 

0,193 

0,10 

8 

3,75 

0,267 

0,071 

6 

—  0,43 

-0,08 

9 

2,74 

0,365 

0,133 

0 

0,67 

—  0,02 

10 

2,07 

0,483 

0,233 

4 

—  0,93 

+  0,12 

11 

1,64 

0,610 

0,372 

3 

-1,12 

+  0,36 

12 

1,38 

0,725 

0,526 

2 

—  1,05 

+  0,63 

13 

1,24 

1,20 

0,806 
0,833 

0,650 

1 
0 

—  0,65 
0 

+  0,88 

14 

0,694 

+  0,14») 

4,282 ») 

2.041») 

7     fU 


«)  2,041 


18 


ÄS. 


»)  /r,4c  =  -^  =  0,14. 


Die  S^g-Linie  darf  als  die  Momentenlinie  eines  mit  den  Gewichten 
Wa  belasteten  Balkens  CAD  aufgefaßt  werden,  der  bei  C  frei  aufliegt, 
bei  D  eingespannt  und  bei  A  durch  ein  Gelenk  unterbrochen  ist  Für 
den  mit  w^^  bis  u\a  belasteten  Koppelträger  CA  erhält  man  in  Cund  A 
die  Stützendrücke*) 

^  0,09 . 5  +  0,11 . 4  +  0,08 . 3  +  0,05  •  2  +  0,03  ^  ^, 

o  = =  —  U,Ji 

A  =  —  0,15, 


^)  Die  Gewichte  w  wurden  auf  zwei  Dezimalstellen  abgerundet 
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ferner  die  Querkräfte 

<?,  =  —  0,21,  <?,  =  —  0,21  +  0,09  =  —  0,12,  ö,  =  —  0,01, 

Ö4  =  +  0,07,  Q,  =  +  0,12,  Qe  =  +  0,15 
und  Werte  M :  X 

if,:X  =  — 0,21,  if,:X  =  — 0,21— 0,12  =  — 0,33,  Jlf,  : X  =  —  0,34, 
if4:X  =  — 0,27,  3fä:X  =  — 0,16,  If,  :  X  =  0. 

Für  den  mit  w^,  bis  Wj,,  und  außerdem  in  A  mit  — 0,15  belasteten 
Freiträger  AD  findet  man 

Qj   =0,15  +  0,02  =  0,17,  08=0,17  +  0,04  =  0,21, 

<?,  =0,21  +  0,07  =  0,28,  Q,o=OM,  <?ii=0,64,  <?„  =  1,01, 

Q„  =  1,54,  Q,^  =  2,19, 

femer 

M^  :\  =  0,17,  l/g  :  X  =  0,17  +  0,21  =  0,38, 

M^  :\  =  0,38  +  0,28  =  0,66,  M^o'^  =  1,07,  Jf^  : X  =  1,71, 

Jfj,  : X  =  2,72,  Jfi3  : X  =  4,26,  M^^:\  =  6,45. 

Nun  erhält  man 


^.  =-r^  = -r— = -rr-^  =  0,591  ^- 


'aa 


'aa 


X.^  =  —  0,124 
-X^  =  —  0,195 
-X^  =  —  0,201 
^  =  —  0,160 
X.t  =  —  0,089 


8««        iS, 

Xt  =  +  0,100 
J:^  =  +  0,225 
X^  =  +  0,390 
X.,,  =  +  0,632 


■X.1X  =  + 1,011 
JC.,g  =  + 1,608 

Xi»  =  +  2,518 
^.,4  =  +  3,812 


EinAoAIinie  ffir  X».    Infolge  von  Xi  =  —  1  entsteht  am  linken 
Endauflager  der  abwärts  gerichtete  Stützenwiderstand  1  -—- ,  weshalb 

für  die  Seitenöffnung  Jf * » =  Jlfi»  = j-  x^ , 

„     „    Mittelöffnung  Jf:»  =  if;»  =  —  1.«,'. 
Mit  x„  =  m'k  und  xj=^m'\  ergeben  sich  also  die  Gewichte 


.-^X 


A! 


«>«»  =  —  2 


a;. 


AI 


=  —  2 


)^, 


nnd  dafür  nehmen  wir 

für  die  Seitenöffnung  w^j,  =  —  8 


m 


6hl 


=  8w;^«, 


??     )) 


Mittelöffnung  ^'„.t  =  — 
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Erste  AbteQung.    Zweiter  Abschnitt. 


Die  Berechnung  von  S^j  ist  überflüssig,  da  X^  in  der  Mitte  des  sym- 
metrischen Trägers  den  Wert  0,5  hat.  Man  berechnet  also  genau  wie 
vorhin  die  durch  die  Gewichte  w^  hervorgerufenen  Momente  M  und 
findet  dann  aus  der  Gleichung 

X^^  _  ^^ 


A^^  =  0,5 


^,4 


Auf  diese  Weise  erhält  man: 

JT»!  =  —  0,030 
X^=  —  0,047 
X^=-  0,048 
X^  =  —  0,038 


X^   =  +  0,024 

^»8   =  +  0,052 

c=  +  0,089 


&9 


^Ho  =  +  0,136 


-3:^1= +  0,200 
^*i.  =  +  0,284 
^Hs  =  +  0,386 
^,j^  =  + 0,600 


^.5  =  -  0,021 

Für  die  rechte  Trägerhälfte  ergeben  sich  dieselben  Ordinaten  mit  den 
entgegengesetzten  Vorzeichen. 

Ermittlung  der  Lage  von  X^.    Fig.  382.    Am  linken  Endauflager 
wird  durch  die  im  Abstände  c«  von  den  Kämpfern  angreifende  Be- 

lastung  Xc  =  —  1  der  Widerstand    C=  —  ^  ~f~  hervorgerufen,  und 

es   ergibt  sich   daher  mit   den  aus   der  Fig.  382    ersichtlichen   Be- 
zeichnungen 


für  w  =  1  bis  5    M:  =  M:== 


c^x 


cjm 


l^  6 

m  =  6  Jfjj  =  —  1  •  c«,     Mir  =  1  •  c^ 

m  =  l  bis  14  if ;  =  1  •  Co 

Jf ;  =  1  •  y. 


Da  nun 


für  m  =  l  bis  5  Ml=Ml  =  —  \^  =  —  ^ 


5? 


m  =  6.   „  14  M:  =  Mt.  =  —  l 


?? 


ist,  so  geht  die  Gleichung  (8)  auf  Seite  407  über  in 


22 


L  m  c^m 


IS 


6    6Ä! 


A-— 2— 2 


V  y-  — 


h 


hl 


hl 


0 


und,  wegen  s/-  =  c.  — A«,  in 


_|.|^,,,._,,(2|-|_  +  ^)  +  2^  =  0 
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Es  folgt  also  mit  c«  =  A«  —  c«  =  7,2  —  c^ 

h      ^  u     1 


Ol  6      hff^ 


15  18        1  1 

-^2,««... +  23^  +  -^ 
c.  =  2,4 . 0,908  +  4,282  _  ^  g. 

4-  •  0>908  +  2  •  2,041  +  0,694 

c.  =  7,2  — 1,3  =  5,9-. 

Einflüfilinie  für  X«.  Setzt  man  die  für  M^  angegebenen  Werte 
in  die  Gleichungen  (1)  (2)  (3)  und  (7)  ein,  so  erhält  man  mit  y^^c^  —  A„ 
=  1,27  -  k^ 

für  ?w  =  1  bis  5:    w^^  =  —  2  — JW-  =  2c««;«,  =  12,0«?«« 


t-U  C/0 


fürw  =  6:  t<?gc  = ."5"  + 


^«i»  •^— 


cl  +  d 


6«  1.9 


fürm  =  7bi8l3:   i^„=  ^'  +  y-=^^'  — ^- 

AI  A2. 

fürm=14:  «,,^^=2-^  =  2-^1^^ 

flu  Rru 

und  es  ergibt  sich  daher  für  den  ganzen  Träger 
8..: _.12«.«,..  +  2A+£^+22(2-^+2^+l) 

+  2-^ *-^  +  2 

'*14  '*U 

=  -|4«.«...  +  2^^'  +  4c^|-^+2-||--44^  +  16 
und  mit  Beachtong  von  Formel  (12) 

8„  =  —  |-  c.Ä,  2  wt<;«,  —  2c.2  J-  +  18  =  32,22. 
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Erste  Abteilung.    Zweiter  Absobnitt 


Die  8^, -Linie  der  Trägerstücke  CA  und  AB  darf  als  die  Mo- 
mentenlinie der  mit  den  Gewichten  ii\  belasteten  einfachen  Balken  CA 
und  AB  betrachtet  werden.  Es  folgt  dies  daraus,  daß  8«^  =  0  ist,  daß 
also  die  beiden  Scheitelvertikalen  (14)  der  das  statisch  bestimmte  Haupt- 
system bildenden  Auslegerbalken  sich  im  Belastungsfalle  -X^  =  —  1 
nicht  gegeneinander  drehen  und  in  senkrechter  Richtung  dieselben 
Verrückungen  erfahren.  Diese  Eigenschaft  kann  auch  zur  Berechnung 
von  c^  benutzt  werden.  Für  den  Querschnitt  D  des  mit  den  w^  be- 
lasteten einfachen  Balkens  AB  ist  nämlich  das  Biegungsmoment  gleich 

dem  statischen  Momente  der  Gewichte  w^^,^  iv^^ . .  .  w^^^  und  -^  u\^,, 

bezogen  auf  die  Stütze  A,  d.  i. 


Mr 


18 


^w^,  im\  —  /i)  +  Y  ^14^/2; 


während  sich  für  D  als  Querschnitt  des  Trägers  CAD  das  Moment 
ergibt 


IS 


8  /p 


h 


Setzt  man  diese  beiden  Werte  einander  gleich,  so  findet  man 


m 


IS 


18 


und,  wegen  (rn'  +  ^)  X  —  Zj  =  l^-^  nach  Einführung  der  w^,: 


c    ^ 


— Tä h2 — Tj 1 r2--  =  0  oder 


das  ist  dieselbe  Oleichung,  die  auf  Seite  402  auf  anderem  Wege  ge- 
wonnen wurde. 

Die  Berechnung  der  Momente  der  Balken  CA  und  AB  liefert 


J/i  :\  =  —  2,51 
Jf,  :  X  =  —  3,91 
üf, :  X  =  —  4,02 
J4  :  X  =  —  3,20 
-Mj :  X  =  —  1,78 

und  es  ergibt  sich  daher 


M^   :X  — +  1,86 

Jfg   :X  — +  3,82 

1/,   :X  — H 

h5,86 

M     •  X  —  -1 

h7,92 

Jlf,^:X  =  +  9,86 
lf„  :  X  =  +  11,44 
jaTi,  :  X  =  +  12,39 
3f,^  :  X  =  +  12,46 


A', 


M 


8„:X 


32|2-f  =  0,0931-^- 
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Xi  =  —  0,234 
X^  =  —  0,364 
X^=  —  0,374 
X^^  —  0,298 


X^  =  +  0,173 
X^  =+0,356 
X^  =  +  0,546 
X,,,  =  +  0,737 


X,„=  + 0,918 
X.„  =  + 1,065 
X.„  =  + 1,154 

^n*  =  +  1,160 


X^. 0,166 

Einflnfilinie  für  den  Widerstand  C  der  linken  EndBtttze.  liegt 
die  Last  P=  1  im  Abstände  $  von  der  Stütze  A  und  wird  §  nach 
links  positiv  gerechnet,  so  folgt 

Gl,  =  1.$  +  X»i,  +  Jf.  + A>. 
und  hieraus 

<7=  j^  (5  +  24  X,  +  X.  +  5,9  X). 

liegt  P  rechts  von  der  Mitte  des  Trägers,  so  ist  das  Glied  $  zu  streichen. 
Die  mit  Hilfe  dieser  Gleichung  berechnete  C- Linie  ist  in  Mg.  381 
dai^estellt  worden. 

Ordinaten  der  C-Iinie. 


v^a.  > 

links: 

rechts : 

1 

0,71 

0,04 

2 

0,47 

0,07 

3 

0,30 

0,07 

4 

0,18 

0,06 

5 

6 

7 

0,08 

0,03 

0,07 

0,03 

8 

0,13 

0,06 

9 

0,18 

0,08 

10 

—  0,21 

0,10 

11 

0,21 

0,09 

12 

0,18 

0,06 

13 

0,13 

0,00 

14 

0,07 

0,07 

Die  weitere  Untersuchung  der  Mittelöffnung  erfolgt  nun  nach  dem 
im  §  11  in  dem  Zahlenbeispiele  angegebenen  Verfahren.  Man  berechne 
der  Eeihe  nach  die  Einflußlinien  für 


Ml, 


und 


=  U^+^  cos  X 


«+i? 


0.  =  — 


hm 


—  H 


M'„       M\ 


m-\ 


und  schließlich  die  Einflußlinien  für 

V^  cotg  9^+1  =  —  D^+,  cos  9^^.j  _  p  coig  9^+,. 
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Die  Seitenöffnung  wird  in  derselben  Weise  untersucht  wie  die  Seiten- 
öffnung eines  auf  4  Stützen  ruhenden  Balkens  (Fig.  352,  Seite  371); 
aus  der  C-Iinie  lassen  sich  hier  die  Einflußlinien  für  alle  Stabkräfte 
schnell  herleiten.  Die  Einflußlinie  für  die  Vertikale  über  der  Mittel- 
stütze wird  nach  dem  auf  Seite  381  beschriebenen  Verfahren  be- 
stimmt; man  benutze  die  Gleichgewichtsbedingung  für  den  oberen 
Knotenpunkt  6. 

Der  Einfluß  einer  glelohmäßigen  ErwärmTUig  um  36  °  ist  (für  Fluß- 
eisen) abgerundet  und  auf  Tonnen  und  Meter  bezogen 

f    zEtF. 


^••=<''-f) 


zEtF, 


'C9 


=K^*-i)^-^-^=«^^- 


Der  Einfluß  der  Temperaturänderungen  ist  verhältnismäßig  groß,  und 
es  empfiehlt  sich  daher  stets  die  Anwendung  der  genaueren,  die  Form- 
änderungen sämtlicher  Stäbe  berücksichtigenden  Formeln 


*Qt 


''  EF 


^et  = 


et 


2Si    ' 


EF 
Außer  der  gleichmäßigen  Erwärmung,  welche 

Kt  =  —  2^tt  und  8,,  =  2(ig  — -^)sf 

liefert,  pritfe  man  noch  den  Einfluß  einer  ungleichmäßigen  Erwärmung 
der  beiden  Gurtungen.    Dann  ist 

i^t=z^6tSaS  und  h^t  =  ^&tScS 
zu  setzen. 

163.  Der  Balken  auf  4  Stützen,  der  bereits  im  §  13  (Fig.  350) 
untersucht  worden  ist,  kann  auch  auf  dem  in  Nr.  162  eingeschlagenen 
Wege  berechnet  werden.    Es  ist  JX"^  =  0. 
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164.  Die  zwei&oli  statisoli  unbestimmte  Bogenbraoke  mit  drei 
öübimgen,  Kg.  384,  wird  in  ähnlicher  Weise  untersucht  wie  der  in 


Fig.  384. 

Nr.  162  behandelte  Träger.    Es  ist  X^  =  0,   und   außerdem    ist   der 
Angriffspunkt  von  JT^  und  X^  von  vornherein  gegeben. 

165.  Eingelenkbalken  mit  drei  Öffaungen,  Mg.  385.  Es  wird 
X^  =  0,  und  man  erhält  nach  Zeichnung  der  Biegungslinie  für  Xj  = — 1 
den  Einfluß  von  P 


X,  =  P 


mb 


5 


hb 


In  den  Figuren  386  sind  aus  der  X^- Linie  die  Einflußlioien  für  die 
Momente  M^  und  Jf»,  für  den  Stützenwiderstand  A  und  die  Spann- 
kräfte D  und  D'  hergeleitet  worden.  Der  Kräftemaßstab  ist  5^ j  =  P  =  1. 
Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  ist  entweder  gleich  Null 
oder  (falls  der  Träger  unsymmetrisch  ist  und  die  Auflager  nicht  in 
derselben  Wagerechten  liegen)  unwesentlich.  Ungleichmäßige  Er- 
wärmung, z.  B.  Sonnenbestrahlung  der  oberen  Gurtung,  kann  dagegen 
größere  Spannkräfte  hervorbringen.  Man  berechne  dann  JTj,  mittels 
der  Formel 


^bt  = 


2Ä 


EF 


und  berücksichtige  die  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe. 


Müll  er- Breslau,  Graphische  Statik.    II.  1. 
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Fig.  385. 


166.  Der  Eingelenkbogen,  Fig.  386.  Das  statisch  bestimmte  Haupt- 
syitem^bestelit'aus'zwei  Freiträgem;  die  Untersuchimg  dieses  Trägers 
miterscheidet  sieh  also  von  der  im  §  11,  Nr.  116,  dm-ehgeführten  nur 
dadurch,  daß  JX^„  =  0  ist  und  der  Angriffspunkt  von  X^  und  X^  mit 
dem  Scheitelgelenk  zusammenfällt.  Fig.  386  zeigt  einen  Teil  des  Yer- 
schiebungsplanes  für  X^  =  —  1.    Die  Strahlen  Oq'  und  Oc^'  stellen 
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die  Verschiebungen  dar,  welche  das  Scheitelgelenk  als  Punkt  des  linken 
oder  rechten  Ereiträgers  erfährt  Om  ist  die  Verschiebung  des  Angriffs- 
punktes m  von  P^.    Wählt  man  -X^eJ^c/c,',  so  ist 


X,  =  P^^  und  .Y,  =  P. 


fbb 


me 


ec 


Fig.  386. 


Nähenixigsformeln.  Für  einen  symmetrischen  Bogen  mit  parabelförmigen 
Gurtongen  lassen  sich  auf  dem  im  §  11  unter  e,  Seite  349,  eingeschlagenen  Wege 
genügend  genaue  Formeln  zur  Berechnung  der  von  senkrechten  Lasten  hervor- 
gerufenen Kräfte  Xh  und  Xe  herleiten.  Das  Scheitelgelenk  habe  von  der  oberen 
Gurtung  den  Abstand  eo,  von  der  unteren  den  Abstand  e«;  bezüglich  der  übrigen 
Bezeichnungen  verweisen  wir  auf  Fig.  387  und  auf  die  Untersuchung  im  §  11.  Für 
-X*  gilt  die  auf  Seite  351  für  P=  1  abgeleitete  Formel 

und  für  Xc  erhalt  man  (vergl.  Seite  352) 


M 


2J{yo*  +  yJ)(ädx 


wo 


w  =  a  +  (1  —  a)  - 


^Ä 


h 
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und  M  durch  die  Gleichung  erUart  wird 

Da  M  das  Biegungsmoment  eines  an  der  Stelle  xa  =  Ii  eingespannten,  durch  die 
stetige  Belastung  cd  beanspruchten  FreitrSgers  ist,  so  sind  die  Int^grationskonstanten 
der  vorstehenden  Differentialgleichung  durch  die  Bedingungen  bestimmt: 

a;^  =  0  muß  liefern  —5 —  =  0, 

dXA 


Xa  =  0 


^^ 


M=0, 


Rg.  387. 


Man  erhält 


+ 


6 


femer 

Es  ergibt  sich  also  schließlich  für  eine  an  der  Stelle  x^  =  a  liegende  Last  P=l 
der  Wert 


-X.  =  ^[-2  (A  +  A)Y  +  6(«.-e.)T'], 
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wo        i"  =  2(/'.'  +  /-.')(l  +  6.)  +  10(/-.< /■.M(I  +  3«)  +  30(<.'+«.-)(l  +  .), 

,  =  [80«  +  I0(l-3.)^-6(2-8.).^  +  3(l-.).p]-^, 

Der  ESnfLofi  einer  gleiobmäBigen  Erirärmang  um  f "  ist,  wenn  F,  den  mittleren  Ourt- 

qneiBchnitt  in  der  Nähe  des  Scheitels  bedeutet,  .X^i^O  und 

„               2tEit,F.k.* 
X..  =  —^ _, 

_  mtEtF.h.* 


kt: 


-■*■■ 


■■c 


t^. 


W 


e,  =  e.  =  \h..     Fig.! 
f.=f~\(k„-k.) 

f,  =  f-\{hu-K). 


i:.=-^-^  [30«  + 10 (l-3a)i^-6(2-3«)  1^  +  3(1-«)---], 
Der  EinlliiB  einer  ^ichmäßigen  Erwärmung  ist 

_  eot-Efj'.v 
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Hierzu  gehört 


Für  a  =  0  ergibt  sich 


^•=-|7|['«-'»t+»f] 


Xti  =  lbtEF,t 


WO 


11 V  +  3  h,hu  +  hl? 


1  + 


Hierzu  gehört 


4/^ 


ir.=|;(i-o.6^). 

Die  folgende  Tabelle  enthält  für  die  Grenzfälle  a  =:  1  und  a  =  0  die  Werte  X^  und 

f  t/h 

Xe  -—-  sowie  die  Zahlen  -^-  v,  wo  y*  die  Ordinate  der  durch  die  Gleichung 


y*  =  (^i  — o) 


X^ 
X, 


bestimmten  Kämpf erdrucklinie.  Die  Zahlen  beweisen,  daß  der  Einfluß  von  a  recht 
erheblich  ist.  Da  nun  beim  Eingelenkbogen  die  Steifigkeit  vom  Scheitel  nach  dem 
Kämpfer  stärker  zunimmt  als  beim  gelenklosen  Bogen,  so  wird  es  sich  empfehlen, 
bei  der  ersten  Überschlagsrechnung  a  noch  kleiner  zu  wählen  als  nach  dem  auf 
Seite  361  in  der  Fußnote  gemachten  Vorschlage.  Den  Einfluß  der  Temperatar- 
änderung wird  man  auf  jeden  Fall  noch  einmal  genauer  mittels  der  Formel 

ttk 


Xcf^ 


zs? 


s 


"   EF 
berechnen,  deren  Nenner  sich  über  die  Stäbe  der  einen  Bogenhalfte  erstreckt 


a 

1 

x^ 

X, 

f 

i         y* 

V 

f 

'i 

a  =  l 

1 

a  — 0 

a_l 

a  =  0 

!      a  =  l 

1 

a  =  0 

0,0 

0 

0 

1 

0 

0 

0,600 

0,400 

0,1 

.      0,007 

0,001 

0,0117 

0,0023 

0,558 

0,379 

0,2 

;      0,028 

0,007 

!     0,0437 

0,0162 

0,613 

0,355 

0,3 

0.061 

0,023 

0,0917 

0,0491 

0,464 

0,327 

0,4     , 

0,104 

0,051 

0,1520 

0,1037 

0,411 

0,296 

0,5 

0,166 

0,094 

0,2214 

0,1797 

0,353 

0,261 

0,6 

0,216 

0,161 

0,2970 

0,2743 

0,291 

0,220 

0,7 

0,282 

0,223 

0,3767 

0,3833 

0,224 

0,174 

0,8 

0,352 

0,307 

:     0,4587 

0,5018 

0,163 

0,122 

0,9 

0,425 

o;4oi 

0,6417 

0,6261 

0,079 

0,064 

1,0 

0,500 

0,500 

0,6250 

0,7600 

0 

0 

167.  Dreifach  statiscli  unbestimmte  Eettenbriioke  mit  drei  ÖflhangeiL 
Kg.  389.  Die  Ketten  C^,  Ä^B^  xmjd  B^D  werden  durch  eine  auf 
vier  Stützpunkten  ruhende  gegliederte  Scheibe  versteift  und  sind  mit 
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den  Endpimkten  dieser  Scheibe  befestigt  Die  Verankerung  der  Kette 
wird  also  erspart  und  man  kommt  mit  schwachen  Widerlagern  aus.*) 
Das  ganze  System  besitzt  nur  ein  festgehaltenes  Auflägergelenk  \md 
drei  in  wagerechten  Bahnen  geführte  Stützpunkte.  Trennt  man  den 
Versteifungsbalken  in  der  Mitte  durch  einen  senkrechten  Schnitt,  Hg.  390, 
und  bringt  man  (nach  Nr.  117)  an  den  Scheiben  I  und  //  die  Kräfte 
Jf«,  Xi.  -X^  an,   so  besteht  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  aus 


^ Z^ -^ l^^it ^ 


Fig.  389. 

zwei  Auslegerbalken,  die  durch  die  Kette  miteinander  verbunden  sind. 
Den  in  Mg.  390  angenommenen  wagerechten  Verbindungsstab  hat  man 
sich  unendlich  klein  zu  denken.  Bei  unsymmetrischer  Ajiordnung  des 
Tragwerks  wird  die  Erfüllung  der  Gleichungen 

».»  =  0,  8»,  =  0,  8,.  =  0 

auf  die  in  Nr.  117  beschriebene  Weise  herbeigeführt.  Ist  der  Träger 
symmetrisch,  so  werden  die  beiden  ersten  Bedingungen  durch  ein  senk- 


< ac' ^. 


rechtes  Xj,  und   ein   wagerechtes  X„   befriedigt    Der  Abstand  c  der 
Kraft  X^  vom  Scheitel  der  Kette  wird  mittels  der  Gleichung 


8..  =  2- 


EF 


=  0 


9 

*)  Dafür  ist  allerdings  der  Eisenverbrauch  verhältnismäßig  groß.  Das  System 
wirkt  aber  in  ästhetischer  Beziehung  recht  vorteilhaft;  es  wurde  von  meinem  ehe- 
maligen Hörer,  Herrn  Diplom-Ingenieur  Eyde  bei  der  Mühlenthor-Brücke  in  Lübeck 
zur  Ausführung  gebracht.  Vergl.  die  Mitteilungen  über  den  Elbe-Trave-Kanal  in  der 
Zeitschrift  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1900. 
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bestimmt.  Der  Gang  der  Eechnrmg  ist  derselbe  wie  in  dem  in  Nr.  162 
durchgeführten  Zahlenbeispiele.  In  den  Belastongsfällen  X^  =  —  1 
und  X^  =  —  1  werden  nur  die  Stäbe  des  Yersteifungsbalkens  bean- 
sprucht; die  Kette,  die  Hängestangen  und  der  Ständer  ÄqÄ  bleiben 
spannimgslos.  Es  sind  also  nur  für  den  Einfluß  von  X^  neue  Formeln 
aufzustellen. 

Der  Einfluß  der  statisch  unbestimmten  Größen  X  auf  den  Wider- 
stand C  der  Endstütze  und  auf  die  Momente  M"  und  Jf"  für  die  oberen 
und  unteren  Knotenpunkte  des  Yersteifungsbalkens  ist  mit  den  in  den 
Figuren  389  bis  391  angegebenen  Bezeichnungen: 

c 

V 

für  die  Seitenöffnung: 


C= 


Xg     _l_    TT      h  T^ 


X 


M^  =  Cx-^  X,y,  =  X,~j-  +  X, 


X 


xl^ 


—  X 


if"=  Ca;  +  Xj/.  =  X.^  +  X,^^  —  X. 


h 


h 


Fig.  391. 


imd  für  die  Mittelöffnung 

M'^^X^  +  X^x 
M-  =  X.  +  X,x' 


X,(c  —  y;) 


Nähemngsformeln.  Ist  der  Yersteifungsbalken  ein  Parallelträger  mit  kon- 
stantem Gurtquerschnitte,  so  lassen  sich  einfache  Näherangsformeln  aa&tellen,  die 
auch  im  Falle  schwach  gekrümmter  Gurtungen  zur  ersten  Abschätzung  der  Quer- 
schnittsverhältnisse benutzt  werden  können.  Die  Endpunkte  C  der  Kette  sollen  in 
der  Mitte  zwischen  den  beiden  Gurtungen  angenommen  werden.  Wir  rechnen  mit 
unendlich  kleinen  Feldweiten,  setzen  also 

8..  =  2^  = 


EF 


=w/(^'+^'^^ 


X 


und  erhalten,  da  für  die  Seitenöffnung  Ml  =  M^  = j—  und  für  die  Mittelöffnung 


'i 


Ml  =  Ml  =  —  1  ist, 
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(1) 


J2?FÄ««aa  =  4  f-^  dz+4t   fdx=:^  {l^  +  3/,). 


Nun  ist  weiter  für  die  Seitenöffnung  Ml  =  Mt  = ^  und  für  die  Mittelöffnung 

J^f'Ä« d»»  =  Alf?  +  Mf) dx  =  4k  f^^  dx  +  A  fx'*  dx' 

o  o 

(2)  jFFÄ««»»  =  -i^«(^i  +  W. 

Zur  Berechnung  der  Lage  von  ^  dient  die  Bedingung  800  =  0,  d&s  ist 

jFFä«  ««,  =  f{MlMl  +  Jlf ;  JfD  da;  =  0. 

Es  genügt,   diesen  Wert  für  die  Hälfte  des  symmetrischen  Trägers  zu  berechnen. 
Für  die  Seitenöffnung  ist 

für  die  Mittelöffnung 

MaMc  =  —  1 .  (c  —  y„), 
und  man  erhält  daher  (wegen  yo'\-yu=^2y)  die  Gleichung 

h  h 

(3)         jf(^-yjdx+j(e^y)dx  =  0 

und  nach  Ausführung  der  Integration  unter  der  Voraussetzung  einer  parahelformigen 
Eette 

Hieraus  folgt  die  einfache  Gleichung 


(4) 
Zu  dem  Werte 

o 

Moment  der  Fläche  ist,  die  von  der  Parabel  C^,  dem  Ständer  ÄqA  und  der  Balken- 
achse begrenzt  wird;   man  erhält 
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liefern  auch  die  Ketten,  die  Hängestangen  und  die  Ständer  Ä^Ä  einen  Beitrag.]  [Es 
ist  aber  für  unsere  Zwecke  zulässig,  den  Einfluß  der  Hängestangen  und  Stander  zu 
vernachlässigen  und  die  Annahme  Fa  ==■  Fk  sec  a  zu  machen,  wo  Fa  den  Querschnitt 
eines  um  a  gegen  die  Wagerechte  geneigten  KettengUedes  und  Fk  den  Querschnitt 
der  Kette  im  Scheitd  bedeutet.  Der  Zug  in  einem  Kettengliede  ist  gleich  JS[«  sec  a; 
es  ist  also  &  ^  —  1  •  sec  a,  und  man  erhält  für  den  Beitrag  der  Kette  zu  dem  Werte 
EFh^^ec  nach  Seite  269  für  eine  Seitenöffnimg  und  die  halbe  Mittelöffnung  den 
Ausdruck 

(E™&.).=^l^ri..=/^».[!,(i+^|i+K) 

Für  die  linke  Hälfte  des  Versteifungsbalkens  ist  der  Beitrag  zu  EFh^^oe- 

h-¥h 

{EFh^6cc)B=  f{Mf+Mf)dx, 

o 

wo  für  die  Seitenöffnung 

*?+*"=(f-»+i)'+(f-»-i)' 

und  für  die  Mittelöffnung 


=  2c(c~^)  +  2y«-2cy  +  -^, 
und  es  ergibt  sich  daher  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (3) 

{EFk^^cc)B  =  2  fy^dx-^2  ^  fyxdx  +  2  f  y*dx  —  2e  fydx  +  ^(l^  +  l^) 


o  o 


of  i^    ^o/"«^         2c»(/i  +  3/,)*)    ,    Ä«    ,    ,    ,, 
=  2  /  y^dx  +  2  /  y^dx i-L^i__lL'  _[.  _  (/^  _^  g. 

Da  nun  für  die  Seitenöffnung 

y  =  K-j y 

ist  und  für  die  Mittelöffnung 

y  =  Äj,  — y", 

so  folgt  mit  Eücksicht  auf  Gleichung  (4): 
k  h 

jy'dx+jyUx^-l-k^^^-lh^fJ,  -f  -^/;«^  +  Ä,%-y  V.^  +  "J/i'^ 

=  y  ('.  +  3/.)  A,  (2c  -  A^)  +  -A  (/;./,  +  /;.|,). 


*)  Dieser  "Wert  für  die  Summe  des  zweiten  und  vierten  Gliedes  der  vorstehenden 
Gleichung  folgt  ohne  weiteres  aus  Gleichung  (3). 


r 
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Mithin  wird 

(EPh*li..)s  =  ^  (/;•/.  +/,%)  - 1-  (h,  -  c)«  (l,  +  3l,)  +  Y  A*  (h  +  k) 

und,  da  wir  nur  die  Hälfte  des  Balkens  berücksichtigt  haben, 

1  Iß  2  1 

(5)         -i- EFh*n..  =  ^ {/•,«;,+/.•/,) - -g-  (A,  -  <•)»(/.  +  3/,)  +  y  A«  (/.  +  ^) 

worin 

Nun  lassen  sich  die  Einflußhnien  für  die  Größen  X«,  Xt  und  JC«  sehr  schnell 
ermitteln.    Die  Gewichte 

ersetzen  wir  wieder  durch  eine  stetige  Belastung 

Jf  4-  3/- 


(0  = 


h^EF 


multiplizieren  diese  mit  —^  h*EF  und  erhalten  der  Reihe  nach  für  die  Seitenöffnung 

die  folgenden  Belastungsordinaten,  die  wir  als  Mittelwerte  von  M^  und  M^  mit  M  be- 
zeichnet haben.  Es  sind  dies  gewissermaßen  die  auf  die  Balkenachse  bezogenen 
Momente 

und  für  die  Mittelöffnung 

Ma=^  —  1,    Mb  =  —  1  'x\    Mc  =  e  —  y. 

Die  so  gewonnenen  Belastungsflächen  sind  in  den  Figuren  392  a,  b,  c  durch  Schraf- 
fierung hervorgehoben  worden,  die  ihnen  entsprechenden  Momente  geben  durch  die 

entsprechenden  Werte -^-•-ß^-PÄs««»,   ^  EFh^btb,  ^  EFh^^cc  dividiert,  die  Ordi- 

naten  der  Einflußlinien  für  -X«,  Xt.  Xc  an.  Bei  der  Berechnimg  von  Xa  und  X* 
handelt  es  sich  um  die  Ermittlung  der  Momente  für  einen  Balken  GAD^  der  bei  D 
eingespannt,  bei  C  frei  aufliegend  ist  und  bei  Ä  ein  Gelenk  besitzt;  während  die 
Ordinaten  der  Xc-IAme  sowohl  über  der  Seitenöffnung  als  über  der  Mittelöffnung 
den  Biegungsmomenten  einfacher  Balken  CA  imd  AB  von  den  Stützweiten  l^  und 
l  =z2l^  proportional  sind.  Man  vergl.  auch  das  Zahlenbeispiel  in  Nr.  162.  Da  sich 
die  Belastnngsflächen  aus  Rechtecken,  Dreiecken  xmd  Parabelabschnitten  zusammen- 
setzen, 80  können  die  in  der  Tabelle  auf  Seite  430  für  zwanzig  Teilpunkte  der  Stütz- 
weite berechneten  Zahlen  benutzt  werden.  Die  Zeiger  jR,  i),  P  weisen  auf  das 
Rechteck,  das  Dreieck  imd  den  Parabelabschnitt  als  Belastungsfläche  hin;  die  größte 
Belastungshöhe  ist  mit  x  bezeichnet.  Durch  die  über  der  Tabelle  stehenden  Figuren 
und  die  darunter  stehenden  Formeln  dürfte  die  Tabelle  genügend  erläutert  sein.*) 

*)  Die  Zahlen  «d  haben  wir  bereits  bei  der  Berechnimg  der  durchlaufenden 
Balken  auf  Seite  402  benutzt. 
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Die  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  den  vorliegenden  Fall  liefert  für  die  Seiten- 
öffnung die  Gleichungen: 


-Si  =  - 


-X*  =  - 


4(/i  +  3/,) 


/l*CDi> 


4/,  (h  +  « 


^-[ 6 — +^'tJ 


2/i« 


EFm. 


wo  -^  EFh*9ee  durch  die  Gleichung  (6)  bestimmt  ist. 


K ^i^i 


Fig.  392. 
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Um  Z<i  für  die  Mittelöffnung  zu  berechnen,  beachte  man,  daß  der  Koppelträger  CA 

2      / 
in  Fig.  392  a  in  J.  auf  den  Freiträger  AD  den  Druck  -5 — -*-  ausübt.    An  der  Stelle 

X  des  Freiträgers  entsteht  also 

3     ^  2 
Dividiert  man  diesen  "Wert  durch  -^  EFk^^aat  so  erhält  man 

—  4(/.  +  3g 

und  ganz  ebenso  entwickelt  man  die  Gleichung 

Für  die  Mittelöffnung  erhält  man 

wpYf        ^s(k^-e)l    2.(2y« 


-[3  2  J 


Die  Zahlenwerte  «dp"  und  (Oj^  dieser  Gleichung  entsprechen  der  Stützweite  1  =  21,. 

l  i        1 
Ist  z.  B.  li  =  /,  und  fi=ff  -~  =  —  ^ ,  so  ergibt  sich 


und 


Äj,  —  c  —  ^  f^^  —  f^ 


2  i,         480 '*  ^     ^  Vf»  \  ^  3    It*^  k*' 


Pur  /,=  «,  =  32",  /;=8-,  /',=  2,0",  A  =  2,0",  A,  =  10"  wird  A,  — c=4,5'"  und 

^  EFh'  Al  =  22^33  +  8,81  -J-, 

also  für  J'=0,61f>,    1    -^^f  ^"  =27 

i^=0,62i^ft,  „          =28 

F=:0,lSFj,,  „          =29 

i^=0,85i?i,  „          =30. 

Ist  ^=0,62Ffc,  so  ergibt  sich  für  die  Seitenöffnung 


y        32  r  4,5    ,       „2,0] 


__        18  (Oj)  4- 16  top 

""  21 

und  für  die  Mittelöffnung 


^        4-32  r,       ,,8  4,51 

^        266  üp"—  216  öÄ 
^  = 21 


*)  Die  für  Xa  und  Xb  gefundenen  Gleichungen  gelten  auch  für  den  Balken 
auf  vier  Stützen;  die  für  Xj,  erhaltene  auch  für  den  in  Nr.  165  untersuchten  Ein- 
gelenkbalken. 
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Tabelle  der  Werte  Os^   a>2>,  Op,  (dp\ 


^„„MBiinüiii  j 


< A* ^>| 


x»  =  x. 


l 


«x  = 


A=zB— 


A 
B 


xl 
xl 


A 
B 


xl_ 

12 
xl 


A=: 


xl 


Jlf= 


füB 


xl* 


tAD 


xl* 


iAp 


Xl*_ 

12 


fdp 


,,  «A« 


X 


«21  = 


/    Z'' 


ll)I>  = 


l* 


,,   1  X* 


aj    x* 


(Dp  = 


2  /* 

2(i>i>- 

Wä(1 


X»   Ij; 
/»■^2/ 
(dp 
-(Dä) 


0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 


0,0475 
0,0900 
0,1275 
0,1600 
0,1875 


0,0499 
0,0990 
0,1466 
0,1920 
0,2344 


0,0500 
0,0999 
0,1495 
0,1984 
0,2461 


0,0498 
0,0981 
0,1438 
0,1856 
0,2227 


0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 


0,2100 
0,2275 
0,2400 
0,2475 
0,2500 


0,2730 
0,3071 
0,3360 
0,3589 
0,3750 


0,2919 
0,3350 
0,3744 
0,4090 
0,4375 


0,2541 
0,2793 
0,2976 
0,3089 
0,3125 


0,55 
0,60 
0,65 
0,70 
0,75 


0,80 
0,85 
0,90 
0,95 


\Mdx=z 


0,2475 
0,2400 
0,2275 
0,2100 
0,1875 


0,3836 
0,3840 
0,3754 
0,3570 
0,3281 


0,4585 
0,4704 
0,4715 
0,4599 
0,4336 


0,3089 
0,2976 
0,2793 
0,2541 
0,2227 


0,1600 
0,1275 
0,0900 
0,0475 

xl* 
T2" 


0,2880 
0,2359 
0,1710 
0,0926 

^l* 
"24 


0,3904 
0,3280 
0,2439 
0,1355 

40 


0,1856 
0,1438 
0,0981 
0,0498 

30 
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X^ :  li   und  Xh  sind   nur  von  dem  Verhältnis   l^ :  l^   abhängig.     Man  erhält  für 

Xa  (i>J> 

7. 


für  die  Seitenöffnung 


für  die  Mittelöffnung 


J&  =  - 

Xa 

l 


16 

(i>D 

"8~ 


=i[(^+'t)f-$] 


Die  hiemach  berechneten  Werte  sind  in  der  folgenden  Tabelle   zusanunengesteUt 
worden. 


Seitenöffnung 


Mittelöffnung 


X 

Xa 

X^ 

X, 

X 

-X« 

X» 

X 

l 

X 

0,2 

—  0,384 

—  0,024 

—  0,043 

0,2 

\-   1,04 

+  0,064 

0,1 

+  0,270 

0,4 

—  0,672 

—  0,042 

—  0,105 

0,4 

^ 

-  2,56 

+  0,152 

0,2 

+  0,617 

0,6 

—  0,768 

—  0,048 

—  0,146 

0,6 

-   4,56 

+  0,258 

0,3 

+  0,938 

0,8 

0,576 

0,036 

0,125 

.  0,8 

^ 

-   7,04 

+  0,376     0,4 

+ 1,169 

;  1.0 

h  10,00 

+  0,500 

0,5 

+  1,238 

Den  Einflnfi  Ton   Temperatnrftiideniitgeii   berechne   man   mit  Hilfe   der 
genaueren  Eormeln 

A««=: — ,    Act — 


SiSa» 


8 


35c» 


8 

EF 


*•  EF 

und  berücksichtige  die  Längenänderungen  sämtlicher  Stäbe.  X^t  wii-d  =  0,  weil  der 
Träger  symmetrisch  ist.    Die  Lage  von  Xct  bestimme  man  mittels  der  Bedingung 

^-EF~  =  ^' 

Für  den  ersten  Rechnungsgang  empfiehlt  sich  die  folgende  Entwicklung.  Man  schreibe 
den  Gliedern  der  Kette  die  Temperaturänderung  ^*,  der  oberen  Gurtung  den  Wert  to 
und  der  unteren  Gurtung  den  Wert  tu  zu  und  lasse  die  Füllungsglieder,  die  Hänge- 
ßtangen  und  die  Ständer  J^A  außer  acht.    Man  erhält  dann 

i+h  /'"^'*  /'"^^ 

y8«,  =  SS«EJj5=  '^-  /  M:dx^^\mdx 


und,  wegen  Ml = IfJ  =  3/« , 


1  ^  e  (/«  -  to) 


JMadx. 


Das   Integral   stellt  den   Inhalt   der   in   Figur  392  a   schraffierten  JV/«- Fläche   dar, 
weshalb 


1  ,,          t(iu-  to) 
2"^-'  = h 


(!+'.) 
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und 

"Weiter  ist 


und,  wegen  Jft  =  Jlf«  +  -x- ä  und  -JfJ=  IC  —  —  ä, 


h-\-tt 


i- «.,  =  -  £<»«.  +  !.(<.  + «.)  (/,  + 1.)  +  *^*'^   ^^  ^JCdx. 

Das  Integral  stellt  den  Inhalt  der  in  Fig.  392c  schraffierten  Jlf«- Fläche  dar,  und 
man  erhalt  daher 

Das  letzte  Glied  darf  als  belanglos  vernachlässigt  werden;  auch  ist  es  zulässig, 
8o  durch  /|  +  ^  z^  ersetzen;  es  handelt  sich  ja  nur  um  eine  Annäherung  und  die 
Einführung  der  Zahlenwerte  U  und  tu  beruht  ohnehin  auf  einer  ziemlich  groben 
Schätzung.*)    Man  erhält  also  schließlich 

und 

^t  =  -z — • 

00  0 

In  unserem  Zahlenbeispiele  ist 

folglich  (für  Flußeisen  und  bezogen  auf  Tonnen  und  Meter) 

Xat  =  -^tEF{to-Qh  =  ^.260(to'-tu)F 

Xat  —  2Sl,2b(tc'-tu)F 

X,t  =  zEF(tu  +  to  —  2h)-^  =  2bOF(tu  +  to-2tu)Y 

X^t=^Sß(tu  +  to  —  2tk)F. 

Im  Falle  to  =  tu  =  tjp  wird  Xa«  =  0  und  Xct  =  0. 

liegt  die  obere  Gurtung  oberhalb  der  Fahrbahn,  so  ist  sie  ebenso  wie  die  Kette 
der  Sonnenbestrahlung  ausgesetzt.  Setzt  man  für  diesen  Fall  ^«  =  0,  ^o  =  ^ft  =  15% 
so  erhält  man 

wo  Fe  einen  mittleren  Gurtquerschnitt  bedeutet 


*)   In  unserem  Zahlenbeispiele  würde  die  Summe  der  beiden  letzten  Glieder 
=z— — -     o   o!  sein,  und  dafür  darf  man  setzen  -5- e  ('«+'«)  d  +  W- 
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Da  nun  c  =  Ö,5"*  und  ä  =  2,0"*  ist,  so  entstehen  in  der  Mittelöffnung  die 
Gurtkräfte 

U=  -~  =  +  0,5  X«,  -  0,5  X,t  (5,5  -  ijo) 

0  =  -  ^  =  -  0,5  Xa,  +  0,5  Z,*  (5,5  -  y«). 

In  der  Mitte  des  Trägers  ist  y«  =  1,0"',   y«=  3,0**,   also 

U=  +  S200Fc,    0  =  — 28001^,. 
tiber  der  Mittelatütze  ist  yo  =  9,0"*,   y„  =  11,0"  und 

Z7=  +  1200Fc,    O  =  —  6O0Fc. 

Wäre  in  der  Mitte  Fo  =  1,25  Fe  und  über  der  Mittelstütze  Fo^2Fc,  so  würden  sich 
an  diesen  Stellen  in  der  oberen  Gui*tung  die  Spannungen 

cTo  = -j-g^ t/qm  =  224  kg/qcm   und   Jo  =  — -g^"  =  "" ^ ^^/'^^°^ 

ergeben.  Man  erkennt,  daß  ungleichmäßige  Erwärmung  ziemUch  erhebliche  Spannungen 
hervorbringt.  Die  genauere  Rechnung  liefert  geringere  Werte,  da  ö««  und  8««  größer 
ausfallen. 

168.  Zweifach  statisch  unbestimmter,  durch  einen  Balken  mit 
parallelen  Qnrtongen  versteifter  Stabbogen.  Fig.  393.  Im  Bogen  ent- 
steht oberhalb  des  Versteifungsbalkens  der  Horizontalschub  -X«,  unter- 
halb des  Balkens  der  Horizontalschub  Xf,,  Bei  starren  Widerlagern 
lauten  die  Elastizitätsgleichungen 


/^N  |-X^aS««-f~  -^»^aft ^«Swia-f"  ^a« 


Im  Belastungsfalle  Xa  =  —  1  bleiben  die  in  Fig.  393  a  durch  gestrichelte  Linien 
dargestellten  Stäbe  spannungslos. 

Der  Einfluß  der  Längenänderungen  der  Diagonalen  des  Versteifungsbalkens 
auf  die  Größen  Xa  und  X^  ist  leicht  zu  berücksichtigen.  Es  sollen  daher  die 
Gewichte  w  mittels  der  Formeln  (6)  und  (7)  auf  Seite  105  berechnet  werden.    Für 

einen  <  ^  fl^\  }  Gurtstab  von  der  Länge  2  X  ergibt  sich 

et ]_  Pm      .  ly«      2X 

5.  =  ±-^,A*.  =  ±-^--gjP, 


-d  ^  -e  {SÄnde}  ^°'-'« 


wo  F  und  Fd  die  konstant  angenommenen  Querschnitte  der  Gurtungen  und  Diago- 
nalen bedeuten.  In  den  Stäben  des  über  dem  Balken  hegenden  Bogens  entstehen 
die  Spannkräfte  Sa  =  —  secot«,.    Der  Bogen  habe  im  Scheitel  den  Quei-schnitt  Fb'y 

S  *8        sec*aX 
für  den  um  Om  geneigten  Stab  des  Bogena  sei  F=Fb  sec  a,  so  daß  -  "    -  =  -^^,7^—  wird. 

Man  erhält  nun  nach  Gleich.  (6),  Seite  105,  für  einen  Knotenpunkt  der  unteren 
Gurtung 

1   [2^«     2X  d}       d-\ 

Müller-Breslau,  Graphische  Statik.   II.  1.  28 


434 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt 


2X 

und  nach  "Weglassung  des  konstanten  Faktoi"s       --^ 

tr«  =  2^«  +  y  (tg  a,H  —  tg  a^  + ,)  X  -^  —  • 

Zu  demselben  Ausdrucke  führt  die  Gleich.  (7),  Seite  105,  für  einen  Knotenpunkt  der 
oberen  Gurtung.    Dem  Knotenpunkte  3  entspricht 

1  F     d* 


4lAL^i:§>l4l4l>U^'a.4L4L^»a4l44l'U 


JH?J^vUi 


'im€ 


Fig.  393. 


Liegen  die  Knotenpunkte  des  Bogens  in  einer  Parabel,  was  hier  vorausgesetzt  werden 
möge,  so  ist 

tga„  — tga»,+i=: 


(2) 


tVm  =  y«  +  4/*« 


X«    F    d* 


t^'a  = 


/o«    Fi    X» 
y^  —  k     F    d* 

2      '  Fa  ^ 


=zw 


11' 
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Für  ^aa  ergibt  sich  der  Wert 
und  wenn  (genügend  genau) 


gesetzt  wird, 


(3) 


'aa 


2  2X  sec»  a  =  /o  (1  +  -^3-  ^\  =  h*) 
—  _2i*_    i^'  .  i'w  .       F  d^  j_\      k^    F    \ 

-  EFkA_  \  "^  4^  ""F^T^"^ y'^'x^'ivJ' 


Schätzen  wir  Fa  =  0,35  F  und  F»  =  2,5  i?;  so  erhalten  wir  mit  den  in  die  Fig.  392 
eingetragenen  Abmessungen 


X«    .  1  1       F 

^^"77"^'*'^14^'^"1Ö'  'Fa     X» 


^  =  0,35-^'^  =  ^'^ 


ilm  =  ym  + 0,4: 

«7,  =  w;jj  =  2,6. 


16 


2y^«  =  2  (2,8«  +  4,8*  +  6,02«)  +  6,4«  +  2  (2,4«  +  4,0«  +  4,8«)  =  264,32 

4 

10  4 

4  X2  tg«  ou  =  ^^  (1,3«  +  1,1«  +  0,9«  +  0,7«  +  0,5«  +  0,3«  +  0,1«)  =  6,07 

S  X«  2  X* 

8«.  =  -^p-^  [88,11  +  6,07  +  2,10]  =  96,3  -^^. 

Betrachtet  man  die  Gewichte  w  als  Lasten  eines  einfachen  Balkens  AB  und 
berechnet  die  zugehörigen  Biegungsmomente  M^'  unter  der  Annahme  X  =  1,  so  be- 
steht zwischen  den  Mm  und  den  Durchbiegungen  ö««  die  Beziehung 

2X« 


Öiiia  = 


3/«'. 


EFh^ 
Für  die  Momente  M^  erhält  man  die  folgenden  Werte 

3//=    28,0      I      3// =142,0      '      3/,'  =201,0 


31,'=  56,0 
Mj;z=  84,0 
3/;  =  114,6 


34'  =  166,6 
M^'  =  186,0 


34'  =209,6 
3/,o'  =  213,0. 


In  Fig.  393  b  sind  die  im  Belastungsfalle  X^z= — 1  spannungslos  bleibenden  Stäbe 
durch  gestrichelte  Linien  dargestellt  worden;  der  obere  Bogen  ist  spannungslos  und 

{OnA1*ATI       I 
nnterpn  I  ^^^^^  ^^^  ^®^  Länge  2  X 


rt       _  TQfH     .  . .  t)»,     2X 


für  die  Diagonalen  der  ei-sten  beiden  Felder 


h    EF  ' 
rf« 


Iß    f^ 
*)  Vergl.  Seite  251.    Für  unser  Beispiel  ist  1  +  -— -  '^  =  1,07. 

28* 
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für  den  unteren  Bogen 


und 


gelangt  ^ 


&  =  —  sec  a«,  A«6  =  —  sec  a»,  -j^^- , 


nach  Division  der  Gewichte  w  mit 


2X 


EFh^ 


) 


-I  zu  den  Formeln 


(4) 


(5) 


(6) 


8»» 


.    X  ,,  .       .Fd^  .    .^  X*    F   d^ 

«"i  =  ^i  -r  Y  (tg  «1  —  tg  o»)  ^  yr  =  ^i  +  4/«'  /T  F"  x»  ^  ""*• 

w.  =  TT.  +  Y  tg  a«  ]^-  -j^  =  «'i 8 

tt?»,  =  Tji«  (gültig  für  m  =  3  bis  m  =  17), 


16 


««»  =  S  Äa  i^»  -^j^  =  2y«.T;«.  -g,^^,- 


Die  Einsetzung  der  Zahlenwerte  liefert 

^i  =  «^1«  =  ^1  +  0,4  =  2,3 

ir.  =  t.,,  =  3,6  +  ^7  ^-^-4  =  7,0 


t€m==y[m 


19 


2  V  =  2  •  1,9»  +  9 . 3,6«  +  8  •  5,1«  =  331,94 
!sy«T)^  =  3,6  (2,8  +  4,8  +  6,0)  2  +  3,6  •  6,4  +  5,1  (2,4  +  4,0  +  4,8)  2  =  235,20 

4 

"»' = -EFh*-  f"<^'*^ + «'«' + <^'^5 = ^^  :&^ 

2X« 

Die  Momente  Jf "  infolge  der  Gewichte  to  sind  für  X  =:  1 


M,"z=z  42,3 
JM;"=  82,3 
3/,"  =  115,3 
Jtf/'  =  143,2 


34"  =  167,5 
iWe"  =  186,7 
JWi"  =  202,3 


Jfg"  =212,8 
3f/  =219,7 
Jfj/'  =  221,5. 


Zwischen  den  Momenten  MJ'  und  den  Durchbiegungen  8«»  besteht  die  Beziehung 

2X« 


Die  Gleichungen  (1)  gehen  also  über  in 


3f«". 


EFh* 

96.3  J.  +  78,4  Ä  =  3f«'  +  - ^x«"  ^«' 

78.4  Xa  +  120  Xft  =  MJ'+  -^^^  «6, 


*)  An  Stelle  von  ^h  in  Gleich.  (3)  setzen  wir  2X;  rechnen  also  mit  sec  tt=l. 
Da  F:Fb  ohnehin  geschätzt  werden  muß,  ist  dies  zulässig. 
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sie  liefern  für  den  Einfluß  der  Last  P^=zl  die  Werte 

/  -X.  =  0,0222  AL'  -  0,0145  MJ' 

^^^  \  Ä  =  0,0178  MJ'  —  0,0145  MJ , 

xmd  für  den  Einfluß  der  Temperaturänderungen  die  Werte 

EFh* 
A'«,  =  —-^  (0,0222  8a*  -  0,0145  8»,) 

EFh* 
X^t  =  -g^,-  (0,0178  «6,  -  0,0145  Öa,). 

Die  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (7)  berechneten  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  A« 
imd  Xb  sind  in  die  Figur  393  eingetragen  worden. 

Belastet  man  jeden  Knotenpunkt  mit  9X,  so  entsteht 

Xa=iUfiq\,   -X*  =  15,2?X. 
Die  Werte  maxX^  und  ma»Xb  weichen  also  nur  wenig  voneinander  ab. 
Infolge  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  findet  man 

«a*=Se^&«  =  0,     ^f,t  =  ^ttSiS=:ttl*), 

Xat  =  —  0,0145  gEtF 


2X« 
X,,  =  +  0,0178e^^F-2^, 

und  für  ei:=250  (Mußeisen)  ^  =  35%   /==60",  h:\  =  -^, 

Xat  =  —  9bOF 

Z»,=  + 11601^. 
Für  den  oberen  Knotenpunkt  3  das  Versteifungsbalkens  erhält  man  das  Angriffs- 
inoment  3^^  _  _  nQß  F-b.l, 

und  in  dem  gegenüberliegenden  Gurtstabe  die  Spannkraft 

U,  =  -^  1160-5,1  j^^_3940jr, 
l,ö 

Wäre  der  Querschnitt  dieses  Gurtstabes  zufäDig  gleich  dem  Mittelwerte  F,  so  würde  in 
ihm  infolge  der  gleichmäßigen  Erwärmung  die  Spannung  a  =  —  394  kg/qcm  entstehen. 
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Hauptsystems. 

169.  Wird  ein  T^fach  statisch  unbestimmtes  Fach  werk  durch  Be- 
seitigung von  k  überzähligen  Steifigkeitsbedingungen,  denen  die  statisch 
unbestimmten  Größen  X„^  X^,^  .  .  .  Xu  entsprechen  mögen,  in  ein 
(n — A:)-fach  statisch  unbestimmtes  System  verwandelt,  so  bestehen 
zwischen  den  Größen  X  die  A:- Gleichungen. 

La-^K 8a#  =  2P„8^a X^haa -^*Saj .     .     .    Xj^h^k 

-^6  +  ^6  Sj,  =  2P„8^* X„hi,a  -^ftSft»  •     •     •     ^h^bk 


Lu-{-^k  —  5a<  =  2P^8^fc  —  X^h^a  —  -^iS^ft —  .  .  .  — X^h 


kk^ 


*)  Die  Spannkräfte  in  den  Vertikalen  sind  hierbei  berücksichtigt  worden.    Man 
vergl.  die  Untersuchung  von  Ht  auf  Seite  204. 
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welche  die  Berechnung  von  JC„,  X^,  .  .  .  -X^  gestatten,  vorausgesetzt, 
daß  die  Größen  X^+i  bis  X^  bereits  bekannt  sind.  An  die  Stelle  des 
statisch  bestimmten  Hauptsystems  ist  ein  (n — A)-fach  unbestimmtes 
System  getreten.  Daß  diese  Einführung  eines  unbestimmten  Haupt- 
systems zuweilen  sehr  nützlich  ist,  wird  die  Lösung  der  folgenden 
Aufgaben  zeigen. 

170.  Kettenbrücke  über  drei  Öffnangen  mit  dnrohlaufendem  Ver- 
steifimgsbalken  und  Büokhaltketten.  Fig.  394.  Es  handele  sich  um 
den  ersten  Eechnungsgang,  und  es  möge  der  Horizontalzug  X„  der 
Kette  infolge  einer  Einzellast  P=l  und  einer  gleichmäßigen  Erwär- 
mung unter  der  Yoraussetzung  bestimmt  werden,  daß  für  den  Balken 
die  in  Nr.  160  (Seite  393)  eingeführten  Annahmen  gemacht  werden 


Fig.  394. 


dürfen  und  der  Querschnitt  eines  unter  a  gegen  die  Wagerechte  ge- 
neigten Kettengliedes  F^  =  Fj,  sec  a  ist,  wo  Fj,  den  Querschnitt  der 
Kette  im  Scheitel  bedeutet  Die  ganz  unwesentlichen  Längenänderungen 
der  Hängestangen  sollen  vernachlässigt  werden.  Die  Kettenlinien  seien 
durch  stetig  gekrümmte  Parabeln  ersetzt  Die  Bezeichnungen  sind  aus 
der  Kgur  zu  ersehen;  man  achte  darauf,  daß  für  die  Kette  über  der 
Seitenöffnung  der  auf  die  Sehne  Dq  Bq  bezogene  Pfeü  mit  f^  und  der 
zur  Sehne  Cj^Aq  gehörige  mit  /"^  bezeichnet  worden  ist  Man  begeht 
aber  keinen  wesentlichen  Fehler,  wenn  man  in  den  folgenden  Formeln 
^  und  Iq  durch  f^  und  Z^  ersetzt. 

Wäre    die   Kette    durch    drei   Einzelbalken   versteift   (Fig.    299, 
Seite  291),  so  wäre  das  durch  die  Ursache  X^  =  —  1  hervorgerufene 
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Angriffemoment  für  irgend  einen  Knotenpimkt  der  oberen  oder  unteren 
Gurtung: 

M""  =  3/"  =  1  •  y, 

wo  y  die  dem  Knotenpunkte  entsprechende  Ordinate  der  Kette,  be- 
zogen auf  den  Sehnenzug  C^AqBqDj^  bedeutet  Da  nun  aber  der 
Versteifungsbalken  ein  durchkufender  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des 
Sehnenzuges  C^AqBqD^  der  durch  die  Stützenmomente  c  bestimmte 
Linienzug  C^A^  B^D^.  Für  die  Strecke  c  ergibt  sich  nach  Gleich.  (34), 
Seite  400,  die  Beziehung 

wo  N  nach  Gleich.  (54),  Seite  404,  für  eiae  gleichförmige  Belastung 
zu  berechnen  ist,  die  für  die  Längeneinheit  der  Seitenöffnung  x^  und 
der  Mittelöffnung  x  beträgt,  und  durch  die  Gleichungen 

bestimmt  ist     Man  erhält  also 
und  absolut  genommen, 

W       ''— 277+37"""' 

Damit  sind  die  Momente 

M:  =  M:  =  7] 

für  den  Belastungszustand  X^^=  —  1  des  statisch  unbestimmten  Haupt- 
systems gefunden,  und  die  Berechnung  von 


'ec  ^ce 


auf  eine  sehr  einfache  Aufgabe  zurückgeführt  Bezeichnet  man  mit  h 
die  Höhe  des  Balkens  und  mit  F  den  mittleren  Gurtquerschnitt,  so 
erhält  man,  mit  Beachtung  der  Entwicklungen  auf  Seite  270, 


=^^p[2/i'^^+/V''^] 


+ 


o  o 

wo 

(2)        s,  =  2h{l-\-^j^+f,-)-^l[l+^^)+2s'Beca. 


"O  •'o 
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s'  bedeutet  die  Länge  einer  Rückhaltkette  C^RT  und  a'  den  Neigungs- 
winkel des  obersten  Gliedes  CqR^  vergl.  Seite  175.  Für  die  beiden 
Integrale  ergeben  sich  die  Werte 


ri^dx=     (y  —  cy^  dx==^:^^f^H, 


3       ^    3 


L*dx=  [{y  -  cydx=^fH-^  +  cH 

o  o 

und  es  folgt  schließlich  mit  Beachtung  von  Gleichung  (1)  die  Formel 

(3)     ^*J8„  =  A(2/-,»/,  +  /-«0--3-(2/,  +  30  +  ^-^- 

Die  8^^ -Linie  ist  die  BiegungsUnie  des  Balkens  für  den  Belastungs- 
zustand -Y^  =  —  1.    Die  endlichen  Gewichte  ji\  ersetzen  wir  durch 

und  erhalten  die  Werte  — ^—  8„«  als  Ordinaten  einer  Seillinie  die  mit 

der  Polweite  1  zu  der  in  Fig.  394  schraffierten  Belastungsfläche  ge- 

zeichnet  ist.    Wird  die  Polweite  gleich  — ^—  5,^  gewählt,   so   ist  die 

Seillinie  die  Einflußlinie  für  X^,  Da  die  Belastungsfläche  aus  Drei- 
ecken, Parabelabschnitten  und  einem  Rechtecke  besteht,  führt  die 
Rechnung  ebenfalls  schnell  zum  Ziele.     Mit  der  Bezeichnung 

(4)         j5(2/i'/x  +  rO-y(2^  +  30  +  ^^  =  A» 

ergibt  sich  für  die  Seitenöffnung,  deren  Belastungsfläche  gleich  dem 
Unterschiede  des  Parabelabschnittes  C^SA^  und  des  Dreiecks  C^A^A^ 
ist,  nach  der  Tabelle  auf  Seite  430 

(5)  X,  =  ^3  (y  üpY, ^ '  —  -ß-  ^Dch  *) 
imd  für  die  Mittelöffnung 

(6)  X,  =  p  y^  op'fl*  — g-  Oj,c/«j . 

Infolge  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  um  t  entsteht 

Oce 

WO  für  die  obere  bezw.  untere  Gurtung  des  Balkens 

m:  Ml 

^^= — r'  ^^  =  +  ~A" 
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und  für  die  Kette 

Sc  =  —  1  •  sec  a. 

Da  M'l^Ml  ist,  wird  für  den  Balken  SS,s  =  0.    Für  die  Kette  ist 
2  S^s  =  —  So^  mithin 


2k 


8 


ZahlenbeUpieL    Es  sei  /,  =  —  /  =  30-,  /;  =  i-  /"=  2-,  e  =  9«,  ä  =  1,5-, 
s'  =  12'",  sec  a'  =  1,05.    Dann  ergibt  sich  (wenn  U  =  /j  und  /*«,  =  /i  gesetzt  wird) 

c  = -?-/;=  4,5- 


ft-+T(B)"+(ä)'+?(ä)" 


2/.  ~-  '    3  \15;    '110/    '    3  115/'^       3o'       ~^'^ 


,.  =  ^^.'?L  =  556i 
30       V  V 


wo 


30       So    Ä«    F  F 


139     2/,   /i»  F*  '     '      i^fc 

Man  erhält  also 

für  die  Seitenöffnung  Xo  =  (1,079  wp' — 1,214  wd)v, 
für  die  Mittelöffnung   Xc  ==  (17,266  wp  —  14,568  «d)  v, 

und  ist  nun  imstande,  die  Xe-Linie  mit  Hilfe  der  auf  Seite  430  stehenden  Tabelle 
für  verschiedene  Werte  von  v  schnell  zu  berechnen.  ^ 

Die  Angriffemomente  für  den  Versteifungsbalken  sind 

3f«  =  .¥«  =  3/o  — X.71, 

wo  Mo  das  Moment  für  den  nicht  an  der  Kette  hängenden,  zweifach  statisch  un- 
bestimmten durchlaufenden  Balken  bedeutet.  Die  Momente  Mo  werden  am  zweck- 
mäßigsten nach  dem  in  Nr.  160  angegebenen  Verfahren  ermittelt;  sie  sind  un- 
abhängig von  V. 

Gleichmäßige  Ei-wärmung  erzeugt 

Xc « =  —  e  EFk  t 


30      8o     Ä«     F 


139    2/i    /;»    Fk 
und  dieser  Ausdruck  läßt  sich  umformen  in 

Xct  =  -tEFj,t(l^^). 
Für  F:Fk  =  OA      0,5      0,6      0,7 

erhält  man  v  =  0,89    0,86    0,84    0,82 

und  mit  6^=250,    ^  =  35*» 

—  ^  =  963,    1225,    1400,    1575. 

Den  einzusetzenden  "Wert  v  ermittle  man  mit  Hilfe  von  Versuchsrechnungen,  v  hängt 
u.  a.  von  dem  Verhältnis  der  ständigen  Belastimg  zur  Verkehrslast  ab  und  ist  füi* 
Kabelbrücken  kleiner  als  für  Kettenbmcken. 


442 


Erste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


171.  Ganz  in  derselben  Weise  wird  das  in  Fig.  395  dargestellte 
Tragwerk  untersucht  Der  durchlaufende  Balken  ist  nur  in  der  Mittel- 
öffnung mit  der  Kette  durch  Hängestangen  befestigt  Die  Gleichung 
zur  Berechnung  von  c  lautet 

2c(l,-\-l)  +  cl=^-^l-  =  -2fl 

und  liefert,  absolut  genommen, 


2fl 

(1)  ^=o;-^ 


Weiter  wird 


21^  +  31 

(2)        s,  =  l(l  +  ^  -P)  +  2s'  sec  a', 
WO  s'  die  Länge  einer  Rückhaltkette  A^T  bedeutet 


K-JC- 


¥'\^.  395. 


X 


Über  der  Seitenöffnung  wird  •i(]  =  c-=-,  mithin  ist 


und 


)t»  = 


EFh*h, 


"3     """"lö'  '~     3     ^'^  '"'"    2Fu  ' 


wofür  man  mit  Rücksicht  auf  Gleich.  (1)  auch  setzen  darf 

(3) 
Die  Gleichung  der  JY^-Linie  lautet 


,.3-  *    /»/  4^1  +  ^    ,    «.A*^ 
"""15"'     2/1+37"*"    2J;" 


(4) 


1  C?' 

für  die  Seitenöffnung  X^  = ä~  *^^  Ts" 


„      „     ilittelöffnung  X,  =  -^3-  (-3-  ^pfl^  —  -^  OäC/M • 
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Der  Einfluß  einer  gleichmäßigen  Erwärmung  um  t°  ist 


(5) 


Y    — - 


tEFtsJ^ 


2k^ 


Bei  der  Berechnung  der  Seitenöffnung  achte  man  darauf,  daß  sich  die 
Einflußlinien  für  sämtliche  Stabkräfte  nach  dem  im  §  13  beschriebenen 
Verfahren  aus  der  Einflußlinie  für  den  Widerstand  C  der  Endstütze 
herleiten  lassen,  und  diese  Linie  findet  man  mit  Hilfe  der  Einflußlinie 
für  das  Stützenmoment 

172.  Die  Kettenbrücke  über  zwei  ÖfihüBgen  mit  dnrchlaiifendeni 
Versteifungsbalken,  Fig.  396,  wird  in  derselben  Weise  behandelt  Die 
Strecke  c  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

(1)        2c(l  +  l)  =  —  2fl—  2fl,  woraus  c  =  —  f. 

Weiter  erhält  man 


(2) 


l  l 


(3)    k^=iri+'f,(- 

X.  =  -^  (-3-  «//•/«  —  g-  ai,fl*) , 
und  dieser  Wert  läßt  sich  umformen  in 

(4) 


X.  =  ^1^  -z-  (up  —  Ux>)  V, 


12    f 
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wo 


(5)        v  = 


4  f  r  F, 


1+ 


Der  Einfluß  einer  gleiclimäßigen  Temperaturänderung  um  t^  ist 

(6)        X.,  =  -tEFj{l  —  ^), 
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173.  Im  ersten  Bande  (Nr.  229  bis  230)  haben  wir  die  angenäherte 
Berechnung  statisch  unbestimmter  mehrteiliger  Fachwerke  nach  dem 
zurzeit  fast  allein  üblichen  Yerfahren  der  Zerlegung  in  statisch  bestimmte 
Teilsysteme  gezeigt  und  bereits  dort  darauf  hingewiesen,  daß  die  ge- 
nauere Berechnung  nicht  immer  entbehrt  werden  kann,  weU  diese 
Zerlegung  öfter  zu  wenig  befriedigenden  Ergebnissen  führt  Es  soll 
daher  die  strengere  Untersuchung  dieser  in  neuerer  Zeit  wieder  mehr 
in  den  Vordergrund  getretenen  Systeme  an  zwei  Beispielen  erläutert 
werden.  Vorweg  heben  wir  hervor,  daß  die  Längenänderungen  der 
Füllungsstäbe  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen.  Bei  den  vom  Ver- 
fasser untersuchten  mehrteiligen  Netzwerken  lieferte  eine .  zuerst  auf 
Grund  der  Zerlegung  in  statisch  bestimmte  Teilsysteme  durchgeführte 
Bereclmung  Stabquerschnitte,  die  sich  zur  Einführung  in  den  genaueren 
Rechnungsgang  eigneten.  Denn  es  kommt  bei  der  Aufstellimg  der 
Elastizitätsgleichungen  nicht  auf  die  Querschnittsinhalte  selbst  an,  sondern 
nur  auf  das  gegenseitige  Verhältnis  dieser  Inhalte.  Die  Spannungs- 
zustände  X  =  —  1  sind  namentlich  für  Netzwerke  mit  parallelen 
Gurtungen  ganz  außerordentlich  einfach,  so  daß  die  genaue  Berechnung 
dieser  Fachwerke  keineswegs  umständlicher  ist  als  die  vieler  anderer 
mehrfach  statisch  unbestimmter  Systeme. 

I 

1.  Untersuchung  eines  zweiteiligen  Netzwerics  mit  gebrochenen  Gurtungen. 

Figuren  auf  Tafel  7. 

174.  Es  soU  der  in  Fig.  397  dargestellte  Fachwerkträger  unter- 
sucht werden.  Stützweite  36"*,  Höhe  in  der  Mitte  ß"*,  an  den  Enden  2", 
Feldweite  3,6".  Die  Kjiotenpunkte  der  Gurtungen  liegen  in  Parabeln. 
Der  Träger  ist  einfach  statisch  unbestimmt  Als  statisch  nicht  be- 
stinmibare  Größe  möge  die  Spannkraft  X  des  Stabes  //'  eingeführt 
werden. 
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Zuerst  wurden  in  Fig.  400  die  Spannkräfte  (S,)  für  den  Zustand 
X  =  —  1  ermittelt,  und  zu  diesem  Zwecke  der  Reihe  nach  die  Kräfte- 
polygone für  die  Knotenpunkte  /,  l\  A-,  k\  i,  t\  ....  gezeichnet. 
Zugkräfte  wurden  blau,  Drücke  rot  ausgezogen.  Die  Gurtkräfte 
wechseln  von  Fach  zu  Fach  die  Vorzeichen,  ebenso  die  Spannkräfte  in 
den  Schrägstäben.  Es  genügte,  die  Stabkräfte  der  linken  Trägerhälfte 
darzustellen;  rechts  von  der  Mitte  ergeben  sich  dieselben  Werte,  nur  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen.  Die  Ergebnisse  wurden  in  die  Fig.  402 
eingeschrieben  (blaue  Zahlen). 

Die  nächste  Arbeit  bestand  in  der  Aufzeichnung  der  Biegungslinie 
für  den  Zustand  X  =  —  1.  —  Ist  nämlich 

8,1  die  gegenseitige  Verschiebung  des  Punktpaares  Z,  /'  infolge 
X  =  —  1  und  im  Sinne  X  =  —  1, 

h^i  die  Verschiebung  des  Angriffepunktes  rn  einer  Last  P^  im 
Sinne  von  P^  und  infolge  von  X  =  —  1, 

so  ist  der  Einfluß  von  P«.  auf  X: 


(1)    ^ = -p. 


ml 


in 

Wird  also  die  Lasteinheit  durch  eine  Strecke  von  der  Länge  5„  dar- 
gestellt, so  erzeugt  eine  in  m  angreifende  Last  Eins  im  überzähligen 
Stabe  die  Spannkraft  Jf  =  8^,.  Die  fragliche  Biegungslinie  ist  dann 
gleichbedeutend  mit  der  -X-Linie;  ihre  Ermittlung  muß  durch  eine 
Querschnittsabschätzung  eingeleitet  werden,  und  zwar  kommt  es  hierbei 
nur  auf  das  gegenseitige  Verhältnis  der  Stabquerschnitte  an,  weü  in 
Gleich.  (1)  nur  das  Verhältnis  zwischen  zwei  Ordinaten  der  Biegungs- 
linie vorkommt.  Aus  demselben  Grunde  darf,  falls  E  für  sämtliche 
Stäbe  den  gleichen  Wert  besitzt,  was  hier  vorausgesetzt  wird,  E=l 
angenonunen  werden.  Die  Zahlen  in  der  linken  Hälfte  der  Figur  401 
geben  nun  die  Stablängen  in  dw  an,  in  der  rechten  Hälfte  die  abge- 
schätzten Querschnittsverhältnisse  und  die  roten  Zahlen  in  Figur  402 
schließlich  die  hiemach  berechneten  Längenänderungen  der  Stäbe  für 
den  Zustand  X  =  —  1.  Beispielsweise  entspricht  einem  Schrägstabe 
des  dritten  Faches: 

S,s         ,   0,50. 61         ,   -, 

Die  Einheiten  sind  gleichgültig,  da  es  sich  nur  um  das  Verhältnis 
8^1 :  8,,  handelt  Die  Bestimmung  der  Biegungslinie  erfolgte  mit  Hilfe 
eines  Williotschen  Verschiebungsplanes.  Zuerst  wurde  Punkt  a,  und 
die  Richtung  des  Stabes  aa'  festliegend  angenommen  und  aa  gleich 
der  Längenänderung  AO  des  Stabes  0  gemacht  An  a  und  a  wurde 
b  mit  Hilfe  von  AI  xmd  A2  angeschlossen,  hierauf  der  in  bezug  auf 
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die  Wagerechte  durch  die  Mitte  von  aa  symmetrisch  zu  b  liegende 
Punkt  h'  bestimmt,  sodann  c  fest  gelegt  mittels  A3  und  A4,  nun- 
mehr c  symmetrisch  zu  c  liegend  gefunden  u.  s.  w.*)  Man  vergleiche 
die  ausführliche  Beschreibung  des  Williotschen  Verfahrens  im  §  1  und 
namentlich  die  Untersuchung  in  Nr.  34  (Fig.  39),  in  welcher  die  Her- 
leitung der  Biegungslinie  aus  dem  Verschiebungsplane  eingehend  er- 
örtert worden  ist.  In  Fig.  398  stellt  die  ausgezogene  Zickzacklinie 
die  Biegungslinie  für  den  Fall  Fahrbahn  unten  vor,  die  strichpunktierte 
für  den  Fall  Fahrbahn  oben^  beide  bezogen  auf  die  Gerade  aZ  als  Null- 
achse. Da  im  Verscliiebungsplan  der  Punkt  /'  oberhalb  l  liegt  (also 
ebenso  wie  im  Fachwerke),  so  ist  die  gegenseitige  Verschiebung  8„  des 
Punktpaares  Z,  /'  positiv,  und  es  entsprechen  daher  nach  Gleichung  (1) 
den  positiven  8^,,  d.  h.  den  abwärts  gerichteten  Verschiebungen,  auch 
positive  Werte  X.  In  Figur  398  sind  die  positiven  und  negativen 
Zweige  der  als  Ji-Linien  aufzufassenden  Biegungslinien  durch  blaue 
beziehungsweise  rote  Schraffierung  besonders  kenntlich  gemacht.  Da 
sich  die  Strecke  8„  =  42,7'""'  ergab,  so  ist  der  Maßstab  für  die  J^-Linien: 
1'  =  42,7"-. 

Nach  Aufzeichnung  der  X-Linien  lassen  sich  die  Einflußlinien  für 
die  übrigen  Stabkräfte  leicht  bestimmen.  Wir  begnügen  uns  damit, 
die  Untersuchung  eines  Füllungsstabes  und  eines  Gurtstabes  durch- 
zuführen. 

1.  Ermittlung  der  Spannkraft  D  im  Füllungsstabe  Kg,  Fig.  403, 
Bezeichnet  Dq  den  Wert  von  D  für  den  Fall,  daß  das  Fachwerk  durch 
Beseitigung  des  Stabes  //'  statisch  bestimmt  gemacht  wird,  so  gut  flu 
jeden  Belastungszustand  die  Gleichung: 

(2)        D  =  Dq—  S,X  =  Do+  0,43  X, 

Zur  Bestinunung  der  D^-Linie  wurde  das  Band  I  Nr.  215  beschrie- 
bene Verfahren  benutzt  und  zu  diesem  Zwecke  das  statisch  bestimmte 
Hauptsystem  durch  Beseitigung  des  Stabes  h'g  in  eine  zwangläufige 
kinematische  Kette  verwandelt  Es  wurde  zunächst  die  starre  ge- 
gliedei^te  Scheibe  aaghga  ruhend  angenommen,  dem  Punkte  h'  eine 
Geschwindigkeit  von  vorläufig  willkürlicher  Größe  erteilt  und  nun 
der  Reihe  nach  die  Geschwindigkeit  von  i,  von  i'  u.  s.  w.  nach  dem 
Wüliotschen  Verfahren  bestimmt  Die  Punkte  g^  g\  h  des  Geschwindig- 
keitsplanes Fig.  404a  fallen  mit  dem  Pole  zusammen;  g'h'  ist  recht- 
winklig zur  Richtung  des  Stabes  g'h\  ebenso  h'i  J_  h'i^  hi  _L  ä*  u.  s.  w. 
Die  ausgezogene  Zickzacklinie  in  Fig.  404  b  liefert  —  bezogen  auf  die 
Nullachse  la  —  die  senkrechten  Seitengeschwindigkeiten  der  Punkte 


*)  Die  Hilfslinien  sind  mit  Ausnahme  der  zur  Bestimmung  von  a  dienenden 
wieder  weggelöscht  worden.  Der  Maßstab  wurde  so  gewählt,  daß  eine  Längen- 
ändening  As  =  10  durch  eine  Strecke  von  ö*""»  lÄnge  dargestellt  wird. 
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der  unteren  Fachwerksgurtung,  die  strichpunktierte  diejenigen  der 
Punkte  der  oberen  Ourtung.  Entspricht  dem  Punkte  i  beispielsweise 
die  Ordinate  8<,  und  bezeichnet  h  die  Projektion  der  Geschwindigkeit 
g'h'  auf  die  Richtung  des  Füllungsstabes  D,  so  ist  der  Einfluß  einer 
in  i  angreifenden  senkrechten  Last  1'  auf  die  Spannkraft  D^  (nach  dem 
Gesetz  der  virtuellen  Yerschiebungen) :  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Z>o8  +  1.8,  =  0, 

und  man  erhält  —  für  den  Kräftemaßstab  1'  =  5  — 

D^=  —  h,, 

Die  beiden  Linienzüge  in  Fig.  404  b  sind  also  die  Einflußlinien 
für  Do,  der  ausgezogene  für  Fahrbahn  unten,  der  strichpunktierte  für 
Fahrbahn  oben.  Rechts  von  g^g'  fallen  beide  Einflußlinien  zusanunen. 
Die  positiven  und  negativen  Zweige  dieser  Linien  wurden  wieder  durch 
blaue  beziehungsweise  rote  Schraffierung  kenntiich  gemacht  Der  Maß- 
stab lautet:  25*^  =  1*. 

In  den  Figuren  405  a  und  406  a  sind  nun  die  aus  den  D^ -Linien 
mittels  der  Gleichung  (2)  abgeleiteten  2) -Linien  dargestellt  worden. 
Dabei  geschah  die  Ermittlung  der  Werte  0,43  X  mit  Hilfe  einer  Ge- 
raden, welche  in  Fig.  398  b  auf  die  Weise  bestimmt  wurde,  daß  durch 
den  oberen  Endpunkt  von  5„  parallel  zur  Nullachse  eine  Gerade  ge- 
zogen und  auf  dieser  von  der  Senkrechten  durch  a  aus  die  dem  Stabe 
h'g  entsprechende  Spannkraft  Si  =  0,43  abgesetzt  wurde.  Diese  Spann- 
kraft ist  dem  ebenfalls  im  Maßstabe  25'"'"  =  1*  gezeichneten  Kräfte- 
plane des  Zustandes  X  =  ^l,  Figur  400,  entnommen  worden.  Der 
Verschiedenheit  der  Maßstäbe  der  X-Linien  in  Figur  398  und  der 
i>-Linien  ist  hierdurch  Rechnung  getragen,  und  es  konnten  daher  die 
Ordinaten  der  2?o -Linien  mit  denjenigen  der  0,43  JC-Linie  ohne  weiteres 
(mit  Berücksichtigung  der  Yorzeichen!)  addiert  werden.  Beispielsweise 
ist,  absolut  genommen, 

•>],  =  8,  — 5/  (Fig.  405  a,  404  b  und  398  a), 

und  Tj^  negativ,  weil  8<  >  8/.  *) 

Dem  hiermit  erledigten  genaueren  Yerfahren  ist  nun  folgendes 
Näherungsverfahren  gegenübergestellt  worden.  Es  wurde  vorausgesetzt, 
daß  Diagonale  hg'  spannungslos  sei,  daß  also  der  dm^ch  h'g  geführte 
senkrechte  Schnitt  im  ganzen  nur  drei  beanspruchte  Stäbe  treffe.  Die 
Einflußlinie  besteht  dann  sowohl  für  Fahrbahn  unten  als  auch  für  Fahr- 
bahn  oben  aus  drei  Geraden  ÄL^,  L^L^^  L^B  (Fig.  405b  und  406b) 
und  wird  erhalten,  indem  man  Strecke  AJ  gleich  der  Spannkraft  Da 

*)  Für  den  Fall  obenliegender  Fahrbahn  werden  die  Ordinaten  der  />-Linie 
bei  V  und  a  nicht  genau  gleich  Null;  sie  ergaben  sich  aber  —  selbst  in  der  vom 
Verfasser  im  doppelten  Maßstabe  hergestellten  Zeichnimg  —  so  klein,  daß  sie=0 
gesetzt  werden  durften. 
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macht,  welche  im  fraglichen  Püllungsstabe  durch  einen  Attflagerwider- 
stand  Ä  =  l  hervorgerufen  wird,  und  indem  man  femer  die  Strecke 
L^H  gleich  der  Seitenkraft  [D]  macht,  die  in  Mg.  407  durch  Zerlegung 
der  Lasteinheit  ilach  den  Richtungen  U  und  D  gewonnen  wurde.  Die 
Bestimmung  von  2?^  erfolgte  in  Rg.  407  nach  dem  Culmannschen 
Schnittverfahren;  die  Schnittpunkte  (U^  Ä)  und  (0,  2?)  in  Figur  403 
wurden  durch  die  Gerade  (L)  verbunden;  hierauf  wurde  -4  =  1*  nach 
den  Richtungen  U  und  L  zerlegt,  schließlich  L  nach  den  Richtungen 
0  und  D,  Nachdem  auf  diese  Weise  der  Linienzug  AL^L^B  festge- 
legt war,  wurde  angenommen,  daß  Lasten,  welche  in  den  Bjioten- 
punkten  ä,  i\  Ä,  g\  /*,  e\  d,  c\  b  des  die  fragliche  Diagonale  D  nicht 
enthaltenden  Strebenzuges  angreifen,  auch  keinen  Einfluß  auf  die  Spann- 
kraft D  haben  —  sie  wirken  gewissermaßen  auf  das  andere  Teilfach- 
werk —  und  aus  dieser  Annahme  ergeben  sich  schließlich  die  in  den 
Figuren  405  b  und  406  b  schraffierten  angenäherten  i>-Flächen. 

Wir  wollen  nun  die  Ergebnisse  der  genaueren  und  genäherten 
Rechnimgsweise  prüfen  und  setzen  hierbei  einen  Zug  von  Lokomotiven 
mit  den  aus  den  Figuren  ersichtlichen  Radständen  und  Achsenbe- 
lastungen voraus.  Die  Mittelachse  des  Tenders  ist  von  der  Mittelachse 
der  Lokomotive  um  die  doppelte  Feldweite  entfernt  —  eine  sehr  un- 
günstige Annahme.  Den  eingezeichneten  Zugstellungen  entsprechen  die 
folgenden  Werte: 

• 

Fahrbahn  unten.  Fahrbahn  oben. 


^D,  =  +  24' 


mt»iJp 1" 


^B,  =  +  19'  (Fehler  21«/^ 
-,.2>,  =  —  20'. 


angenähert  i'-^'Ztf/  '^'""'""' 

Die  ständige  Belastung  sei  g  =  1,74*  f.  d.  Mtr.,'  also  =  1,74  •  3,6 
=  6,3*  für  jeden  Knotenpunkt.  Es  stellt  sich  heraus,  daß  die  ge- 
naueren und  genäherten  Einflußlinien  dieselben  Ergebnisse  liefern, 
nämlich : 

für  Fahrbahn  unten  Dg  =  6,3  •  0,62  =  4*, 

für  Fahrbahn  oben    D^  =  0. 

2,  Spannkraft  in  eifiem  Ourtstabe,  Der  einzuschlagende  Weg  ist 
derselbe  wie  bei  Untersuchung  der  Füllungsstäbe.  Durch  Beseitigung 
des  Stabes  i'h\  nach  dessen  Spannkraft  0  (Fig.  408)  gefragt  sei,  wurde 
das  statisch  bestimmte  Hauptnetz  in  eine  zwangläufige  kinematische 
Kette  verwandelt  und  nun  wurden  mit  HUfe  eines  Geschwindigkeits- 
planes (Band  I,  Seite  503  u.  Fig.  499  b)  die  0^ -Linien  für  die  beiden 
Fälle  Fahrbahn  unten  und  Fahrbahn  oben  gezeichnet   Die  Geschvrindig- 
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keit  h%    des  Punktes  i    wurde  so  gewählt,  daß  die  Projektioii  von  hi 
auf  die  Richtung  von  0  gleich  25"*  ist.     Der  Kräftemaßstab  für  die 
Oq -Linien  lautet  dann:  l'  =  25"*"*. 

Dem  Stabe  i'A'  entspricht  S,  =  —  0,30,  weshalb 

0=  Oo  —  S,X=  Oo  +  0,30  X, 

und  hierdurch  ist  die  O-Iinie  gegeben;  sie  wurde  in  kleinerem  Maß- 
stabe (1*  =  12,5'"*')  gezeichnet  —  für  Fahrbahn  unten  in  Fig.  410  a, 
für  Fahrbahn  oben  in  Fig.  411a.*) 

Die  Figuren  410  b  und  411b  enthalten  die  Ergebnisse  der  Nähe- 
rungstheorie; es  wird  genügen,  die  Entwicklung  von  410b  zu  beschreiben. 
Der  fragliche  Gurtstab  liegt  in  dem  einen  der  beiden  Teilfachwerke 
dem  Knotenpunkte  h  gegenüber,  in  dem  anderen  dem  Knoten  i.  Be- 
deuten Jffc,  Jf,  die  Angriffsmomente,  bezogen  auf  h  bezw.  i  und  r^, 
/•<  die  Lote  von  h  und  i  auf  0,  so  ergibt  sich  —  jenachdem  die 
Spannkraft  im  Stabe  ih'  oder  im  Stabe  i'h  gleich  Null  angenommen 
wird  — 

_0  =  ^oder-0=^' 


Die  Einflußlinie  für  -WäIt»  besteht  aus  den  Geraden  A'H  und 
HB'\   sie  ist  bestimmt  durch 

-^^,  _  x,x:  _   (3 . 3,6)  (7  >  3,6)  _ 

~"     Ir^    ~    (10  . 3,6)  .  5,34    —  ^'*^' 

während  die  aus  den  Geraden  A'J  und  JB'  bestehenden  {M^ :  r<)-Linien 
durch  die  Strecke 

-^_  x,x:  _    (2  . 3,6)  (8  . 3,6)  _  ,  ^^ 

^^-~^-    (10  . 3,6) .  4,61    -^'"^^ 

gegeben  ist  Mit  Hilfe  der  ( Jf*  :  r;fc)-Linie  wird  der  Einfluß  der  in  den 
Knotenpunkten  i,  A,  /*,  d,  b  angreifenden  Lasten  gefunden,  mittels  der 
(Mf :  rrf)-Linie  der  Einfluß  der  übrigen  Bjaotenlasten;  schließlich  werden 
die  Endpunkte  der  auf  diese  Weise  bestinunten  Ordinaten  durch  gerade 
Linien  verbunden.  Ganz  ebenso  wird  die  Fig.  411b  erhalten.  Den  in 
die  Figuren  eingezeichneten  Zugstellungen  sowie  der  ständigen  Last 
gr  =  l;74'  entsprechen  die  Werte: 

Fahrbahn  unten.  Fahrbahn  oben. 


f  0^  =  — 2P7|  =  —  125' 

^-^^{o:=-,x2;=-43^ 

•v.     X    f  0,  =  —  119'  (Fehler  60/„) 

angenähert  \q^_ 43. 


0,  =  — 2Pt)  =  —  114' 
0,  =  — (7X2ti  =  -41' 

0,  =  — 112- 
0.  =  —  42'. 


*)  Zur  Umsetzung  der  Strecken  aus  dem  Maßstabe  1<  =  26''^  in  den  Maßstab 
1«  =  12^—  diente  der  "Winkel  oberhalb  Fig.  400. 

HüUer-BreBlaa,  Graphische  Statik.    II.  1.  29 
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Die  Übereinstimmung  zwischen  der  angenäherten  und  genaueren 
Rechnung  ist  also  hier  eine  befriedigende. 

Die  gewöhnliche  Zerlegung  in  zwei  Teilfach  werke,  von  denen  jedes  für  die 
Hälfte  der  Belastung  zu  berechnen  ist,  würde,  wenn  in  jedem  Teilfachwerke  die  wirk- 
liche Richtung  des  Gurtstabes  i'h'  beibehalten  wird,  zu  der  Formel 


(3) 


«»-K^+f) 


führen,  und  hierein  wird  man  zweckmäßig,  um  allen  überflüssigen  Feinheiten  aus 
dem  Wege  zu  gehen,  für  Mi  und  Mh  gleichzeitig  die  Größtwerte  einführen,  trotzdem 
diese  bei  verechiedenen  Zugstellungen  entstehen.  Wir  würden  dann  nach  Band  I, 
Seite  142*)  erhalten 

3/<  =  702'-    3/*  =  918»-,  also 

^-"       2  \^  4,51  ^  5.34  j ""      lb4--i-C/, 

während  sich  vorhin  ergab 

für  Fahrbahn  unten  0  =  —  125  —  43  =  —  168', 
für  Fahrbahn  oben     0  =  —  114  —  41  =  —  155*. 

Es  leuchtet  ein,  daß  Formel  (3)  jedenfalls  der  Abschätzung  der  Querschnitts- 
abmessungen zugrunde  gelegt  werden  darf,  falls  eine  schärfere  üntersuchxmg  ver- 
langt werden  sollte.  Nach  der  Ansicht  des  Verfassers  ist  die  Gleichung  (3)  aber  auch 
für  die  endgültige  Berechnung  genügend  genau. 

Wesentlich  anders  verhält  es  sich  mit  den  Füllungsstäben.  Hier  befriedigte 
schon  das  Ergebnis  der  genäherten  Einflußlinien  nicht  sonderlich,  und  noch  imgenauer 
wird  die  Rechnung  auf  Grund  der  Zerlegung  in  Teilfachwerke  mit  den  halben  Lasten. 

Betrachten  wir  beispielsweise  behufs  Bestimmung  von  maxDp  im  Stabe  h'ff  das 
Teilfachwerk  Ik'ih'g  .  .  .,  Fig.  412.  Der  Eisenbahnzug  sei  bis  h'  vorgeschoben  \md 
die  den  Schrägstab  D  auf  Druck  beanspruchende  Belastung  d&s  Knotens  i  sei  ver- 
nachlässigt —  eine  jedenfalls  sehr  imgünstige  Voraussetzung.  Es  entsteht  am  linken 
Auflager  J.  =  26'  und 

n,aJ>p  =  +  22',**) 

während  sich  vorhin  maxDp  =  -{-SV  ergab.    Der  Felüer  beträgt  also  ii^jo- 

Hinzugefügt  werde  noch,  daß  sich  nach  Aufzeichnung  der  X-Linie 
die  übrigen  Einflußlinien  außer  auf  die  vorhin  beschriebene  Art  noch 
nach  verschiedenen  anderen  Verfahren  zeichnen  lassen.  So  könnte  man 
nach  Ermittlung  der  0-Linien  und  Z7-Liuien  die  D-Linien  auf  die  in 
Band  I,  Seite  242  angegebene  Weise  bestimmen,  desgl.  nach  Seite  181 


*)  An  der  angezogenen  Stelle  sind  die  Maximabnomente  eines  Balkens  von  36*" 
Stützweite  und  3,6*"  Feldweite  berechnet  worden,  g  ist  =  1,74'  f.  d.  Meter.  Der 
Eisenbahnzug  stimmt  mit  dem  im  vorliegenden  Beispiele  eingeführten  nicht  ganz 
überein;  man  wird  aber  auch,  falls  man  Gleichung  (3)  anwendet,  mit  den  sonst  üb- 
lichen Radständen  rechnen,  nicht  mit  den  besonderen  auf  Tafel  7  angenommenen. 
**)  Wir  haben  in  Fig.  412  ma^Dp  kinematisch  ermittelt.  Beseitigt  man  D  und 
schi-eibt  man  dem  Punkte  /t"  die  lotrechte  Geschwindigkeit  /i'Ä"  zu,  so  entsprechen 
den  Punkten  i  und  /  die  Geschwindigkeiten  ii"  und  //".  Wählt  man  /<",  so  daß 
das  Lot  von  h"  auf  D  gleich  Ä  ist  so  ist  das  Lot  von  /"  auf  Ä  gleich  ma»Dp, 
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des  vorliegenden  Bandes.  Drittens  ist  es  möglich,  mit  Hilfe  der  für 
die  Knotenpunkte  T,  Z,  k\  A,  .  .  .  aufzustellenden  Gleichgewichtsbe- 
dingungen schrittweise  die  Einflußlinien  für  die  Spannkräfte  in  den 
Stäben  19',  20',  19,  20  usw.  herzuleiten. 

Ein  viertes  Verfahren  besteht  darin,  die  Lasteinheit  der  Reihe  nach 
in  den  sämtlichen  Knoten  anzunehmen  und  für  jeden  dieser  Belastungs- 
fälle einen  das  ganze  Fachwerk  umfassenden  Kräfteplan  zu  zeichnen. 
Die  so  gewonnenen  Pläne  enthalten  dann  die  Ordinaten  aller  Einfluß- 
linien. In  Mg.  399  auf  Tafel  7  ist  ein  Teil  eines  solchen  Planes  ge- 
zeichnet worden;    er  entspricht  einer  in  h  angreifenden  Last  1. 

2.  Untersuchung  eines  dreifach  statisch  unbestimmten  vierteiligen  Netzwerks. 

175.  Allgemeines  über  die  BerechnoDg  der  Formänderangen.  Das 
in  Kg.  413  dargestellte  vierteilige  Netzwerk  von  SO*  Spannweite, 
2"'  Feldlänge,  4"  Höhe  und  unten  liegender  Fahrbahn  ist  im  I.  Bande 
in  Nr.  230  nach  dem  angenäherten  Yerfahren  der  Zerlegung  in  vier 


Fig.  413. 


statisch  bestimmte  Systeme  berechnet  worden  und  soll  nunmehr  genauer 
untersucht  werden.  Als  statisch  bestimmtes  Hauptsystem  betrachten 
wir  den  in  Fig.  414  abgebildeten,  durch  Beseitigung  der  drei  Yer- 
tikalen  v\  v^  und  v^  erhaltenen  Träger;  seine  Knotenpunkte  sind  der 
Reihe  nach  zweistäbig  an  die  linke,  aus  aneinander  gereihten  Dreiecken 
bestehende  steife  Endscheibe  angeschlossen,  und  es  lassen  sich  daher 
die  elastischen  T'erschiebungen  der  Knotenpunkte  leicht  zeichnerisch 
ermitteln,  am  besten  wohl  mit  Hilfe  eines  WiUiotschen  Yerschiebungs- 
planes.  Aber  auch  die  analytische  Berechnung  der  Verschiebungen 
gestaltet  sich  sehr  einfach  und  möge  hier,  ihrer  größeren  Genauigkeit 
wegen,  bevorzugt  werden. 

Zunächst  ändern  wir  die  Stützung  des  Hauptsystems  in  der  Weise, 
daß  wir  den  unteren  Kjiotenpunkt  0  des  Stabes  v  und  die  Richtung 
dieses  Stabes  festhalten  und  berechnen  die  vertikalen  Yerschiebungen 
''Qu  '"la  •  •  •  ''Qm  •  •  •  ^^^  Knoten  1,  2,  .  .  .  w,  .  .  .  der  unteren  Gui- 
tung,  nach  dem  in  Nr.  9,  Seite  13  und  14  entwickelten,  zu  der  Glei- 
chung h^-=^S' tks  führenden  Yerfahren.    Fig.  413    gibt  Aufschluß 

29* 
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über  die  Bezeichnung  der  Stablängen*);  in  die  Figuren  415,  416,  417, 
418  und  419  sind  die  Spannkräfte  eingetragen  worden,  welche  eine 
der  Reihe  nach  in  den  Knotenpunkten  1,  2,  3,  4,  5  angenommene 


Fig.  414. 


Last  1    in   den  Stäben   des  Hauptsystems  erzeugt    Mit  Hilfe  dieser 
Werte  erhält  man 


•^1  = 

•»14  = 
•^5  = 


0,5  V2  (A52  —  Asg)  +  ^^\  —  0,5  Av, 

l,5V2ASsj— 0,51/2  A58—y2A5^+At;^  — 1,6  A«;+V2Adj  —  Awi, 

V2  (A^i  —  A5^)  +  1,5 1/2  (A^g  —  As,)  +  Ai;«  —  2  Av,  —  0,5  A v 

+  V2Ad,  — (Ai^i  +  Aw,), 
2 1/2  Asi  +  1,5 1/2  Asg  —  2,5 1^2  ASg  — 1/2  As^  —  2  Ar,  +  Av, 

+  0,5  At;  + 1/2  (Arf^'—  ArfjjO  —  (AWi  +  Aw,  +  At^j)  +  2  Ao^, 
2 1/2  (Asi  —  As^)  +  2,5 1/2  (As^  —  Asg)  —  2  At;,  +  3  Av«  —  0,5  At? 
+l/2(Arf/— AO  — (^«^i  +  ^«^2+^«^s+^«*4)  +  2(Ao,  +  Ao,). 


*)  Die  Bezeichnung  ist  so  gewählt  worden,  daB  die  vier,  die  beiden  Endscheiben 
verbindenden  Strebenzüge 


und 

gut  hervortreten. 


d^d^d^     ....  (/jei     dgd^d^     ...  (/i^ 
d^' d^  d^  .  .  .  .  du',    d^ d^  d{  .  .  .  rfjj' 
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Die  übrigen  Yerschiebungen  i]  findet  man  mit  Hilfe  der  mittels 
Rg.  420  abgeleiteten  Formel 

-n^+i  —  ^«  =  2  y"2  {^s,  +  Hs,  —  A^3  —  A5j  +  2  (At;,  —  Ai;,) 
+  V2  (Ad^+,  —  Ad«+,)  —  (Ai^)  +  2  {[Aö]  —  [Ai^]}, 


wo 


bedeutet. 


(Aw)  die  Längenänderung  der  Strecke  m(m-f-4) 
[Ao]    ,,  „  „         „         l(w— ^ 


«J-. 


^. 


fj 


N^^ 
r 

♦v? 

.T 

/\ 

N^ 

? 

/ 

^ 

7 

^ 

-/ 

\ 

+** 


]K4-^ 


Fig.  416  bis  420. 

Zur  Berechnung  von  ^[^^  — 1\^^  betrachten  wir  den  in  Fig.  421 
dargestellten  Belastungszustand.  In  den  Diagonalen  entstehen  die  Spann- 
kräfte ±0,5^2;  in  der  oberen  Gurtung  werden  die  Stäbe  o^,  Og,  o^', 


O^^  Os    9  0^ 


o^o  »i  ^o  Os      ^i      ^J*r  ^^  ii 


tu,        u^ju^^  »^     u^ 


Fig.  421. 


■»f^* 


Og'  mit  -j-  1  beansprucht,  in  der  unteren  Gurtung  die  Stäbe  u^^  ti^ 
und  W4'  mit  —  1 ;  die  übrigen  Gurtstäbe  sind  spannungslos.  Von  den 
Stäben  der  Endscheiben  werden  nur  die  folgenden  beansprucht: 
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$1  und  Sj'  mit  -|-0,5y2 
^3     ^^    ^a'    ^^    —  ^j^  V 2  Und  V  mit  +  0,5. 
Es  ergibt  sich  daher 

■»lie  —  '^is  =  0^5  V2  (Asi  +  Asg'—  Asj  —  As^')  +  0,5  At;  +  Ao^  +  A05 
-f-  ^Oß'-f-  ^Og' —  A Wj  —  A W7  —  ^^4'"!-  0?5  V2  ( —  Ad2'+  ^^4' —  ^d^' 
+  ...+Ad,eO+0,5V2(-Arf3+Arf5— Ad,+  ...  — Adjs). 

176.  Bereolinang  von  X«,  X»  und  X«.  Als  statisch  unbestimmte 
Größen  führen  wir  nicht  die  Spannkräfte  F/,  F/,  F'  in  den  drei  über- 
zähligen Stäben  i;/,  i-/,  t'',  sondern  drei  Werte  X„,  Xj,^  X„  ein,  die 
mit  den  Größen  F/,  F.',  F'  durch  die  Gleichungen 

Vo  =  —  X^  —  Xj,  —  -X., 
F«  =  -f-  X„  —  Xj,  —  Xe 
F'  =  2X 
verbimden  sind.*)    Im  Belastungsfalle  -X„  =  —  1  ist  also 

f;=  +  i,    f:=-i,    f'=o. 

Dem  Zustande  -X'j  =  —  1  entsprechen  die  Werte 

f;=  +  i,    f:=  +  i,    f'=o, 

und  der  Zustand  Xc  =  —  1  erzeugt 

f;=  +  i,    f;=  +  i,    f'=-2. 

Die  Tabelle  I  enthält  die  Werte  S.,  Sj,  und  S^  für  sämtliche  Stäbe, 
und  man  erkennt  sofoit,  daß 

S « 6  =  2  Sa  Sj  ^r^  =  0 

ist,  weil  sich  für  die  einander  entsprechenden  Stäbe  der  linken  und 
rechten  Hälfte  des  Trägers  gleiche  Spannkräfte  S^  und  entgegengesetzt 
gleiche  Spannkräfte  S„  ergeben.    Weiter  findet  man 


6c  =  2  SftiS^  f^^  =  0, 


s 
EF 


während  h^c  ini  allgemeinen  einen  endlichen  Wert  annimmt 

Um  die  Rechnimg  tunlichst  weit  mit  Buchstaben  durchführen  zu 
können,  haben  wir  die  Querschnittsverhältnisse  i^^ :  JF  für  die  Gurtungen 

mit  tti,  ttg,  .  .  .  für  die  Diagonalen  mit  -^,  —4-,  .  .  .  und  für  die 

n  ^  y 

Glieder  der  Endscheiben  mit  v,  v',  — ^-  bezeichnet  und  diese  Zeichen  in 

V2 


')  Yergl.  Nr.  13,  Seite  25. 
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Tabelle  I. 
a)  Gurtungen  und  Ständer. 


8 
Sc 

Sa 

& 

s. 

'    F. 
F 

l     F 

1 

1 

s 

Sc       1 

Sa 

Si 

Sc 

0| 

«1 

1,0 

_^^  1 

+  1 

+  1 

1 

«1 

1,0 

+  1 

+  i'+i 

0, 

«• 

0,6 

+  1 

+  1 

—  1 

«/, 

04 

0,6 

-  1 

+  1   -1 

0» 

«8 

0,4 

—  1 

1 

—  1 

«» 

«8 

0,4 

+  1 

—  1 

1 

"4 

«4 

0,4 

+  1 

—  1 

+  1, 

«4 

«4 

0,4 

1 

—  1 

+  1 

0» 

«ft 

0,3 

+  1 

+  1  '  «s 

«6 

0,3 

+  1 

+  1 

+  1 

Oe 

«6 

0,3 

+  1 

—  1 

—  1 1  «» 

«6 

0,3 

1 

+  1 

1 

"t 

«7 

0,3 

—  1 

-1       M, 

Ox 

0,3 

—  1 

—  1 

—  1 

0,' 

«7 

0,3 

+  1 

1 

+  1 

«7 

«7 

0,3 

—  1 

—  1 

+  1 

oi 

.    «6 

0,3 

—  1 

+  1 

+1 

< 

«e 

0,3 

+  1 

+  1 

+1 

0.' 

«5 

0,3 

+  1 

+  1 

—  1 

< 

«6 

0,3 

—  1 

+  1 

—  1 

< 

«4 

0,4 

—  1 

—  1 

< 

«4 

0,4 

+  1 

1 

—  1 

0» 

«8 

0,4 

+  1 

—  1 

+  1 

< 

«8 

0,4 

—  1 

—  1 

--1 

0/ 

o« 

0,6 

+  1 

+  1 

u: 

0« 

0,6 

+  1 

+  1 

--1 

Ol' 

«1 

1,0 

+  1 

+  1 

—  1  ll   M,' 

«1 

1,0 

-1 

+  1 

—  1 

r 

V 

0,6 

0 

0 

+  2 

!  r' 

V 

0,6 

0 

0 

9, 

Vo 

v' 

1,5 

^ 

+  1 

-r 

fo' 

f 
V 

1,5 

+  1 

+  1 

+1 

Vu 

V 

1,5 

+  1 

+  1 

- 1 '!  '•.' 

.1 

f 

1 

1,5 

—  1 

+  1 

+  1 

b) 

Diagoni 

Jen. 

i^e/2" 

i^c/2 

S 

Sa          Sh 

Sc 

F./2 

FcV2 

1 

8 

•     Sa 

Sb  '    Sc 

i^ 

F 

1 

Sc  V^ 

/2 

/2- 
0 

1^2 

F 

F 

i  Sr/2 

1 

\Y2 

i 

V2 

1 V2" 

l 

d. 

ßt 

1,3 

1           —1 

1    rf/' 

ß4 

1,8 

1 

+  1 

0 

1 

d. 

ß« 

2,4 

2       +1 

0 

+  1 

dl 

ß* 

1,8 

2 

0 

+  1 

d. 

ß. 

2,4 

.  2 

1 

0 

—  1 

di 

ß. 

4,2 

2 

,  +  1 

0-1 

ds 

ßi. 

5,7 

2 

1 

+  1 

0 

+  l',rf.'. 

ß. 

4,2 

1        2 

1 

0   +1 

dio 

ßi. 

5,7 

2 

—  1 

0 

1 

dxQ 

ßa 

4,2 

2 

+  1 

0    -1 

d,. 

ß. 

,    2,4 

2 

+  1 

0 

+1: 

d' 

ß> 

4,2 

2 

o,  +  i 

du 

ß« 

!    2,4 

2 

—  1 

0 

-li'rfu, 

?4 

1.8 

2 

+  1 

o!-i 

d,. 

ß. 

<     1,3 

1 

+  1 

0 

■ + 1  i  <hi\ 

i!            1 

ß4 

1,8 

1 

0   +1 

1 

d^ 

ß.  ■ 

1,5 

2 

+  1 

1 

0 

d; 

P 

2,1 

2 

i!-i.     0 

1                           1 

d. 

ß7 

3,3 

2 

1 

0 

'/.' 

ß< 

2,1 

2 

!  +  i 

+  1 

0 

d, 

ßl 

I    3,3 

2 

+  1 

—  1 

0 

'/,' 

ß« 

4,8 

2 

—  1 

0 

d. 

ß. 

4.8 

2 

1 

+  1 

0 

./.' 

ß« 

4,8 

2 

+  1 

-1'      0 

rf,i 

ß. 

4,8 

2      !  +  l 

0|//,/' 

ßt 

3.3 

2 

1     1.    0 

^1. 

ß< 

2,1 

2 

—  1 

+  1 

o! 

f'is'i 

ßi 

3,3 

2 

+  1 

+  1!      0 

d,. 

ß. 

2,1 

!       2 

+  1 

0  ^,; 

'  1 

ß> 

1.5 

2 

1'      0 

1 

^i 

v" 

'     1,2 

0,5 

0 

0 

+  1  V 

V 

1.2 

0,5 

0'     0:  — 1 

»« 

ff 

V 

.    1,2 

0,5 

0 

0 

—  1 

v" 

1,2 

0,5 

;    «;    0 

+  1 

«3 

V 

1,2 

0,5 

0 

0 

-i! 

V 

V 

1,2 

0,5 

0 

0 

+  1 

»4 

ff 

V 

,     1'2 

1 

0,5 

0 

0 

+  1. 

! 

1 

ff 
V 

1.2 

0.5 

1     0 

0 

-1 
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die  Tabelle  eingetragen.*)  F^  ist  ein  beliebiger,  konstanter  Querschnitts- 
inhalt Zwei  in  einem  unbelasteten  Knotenpunkte  zusammenstoßende 
Diagonalen  erhalten  gleiche  Querschnitte,  also  auch  gleiche  Werte  ß. 
Die  Querschnitte  der  einander  entsprechenden  Stäbe  der  oberen  und 
unteren  Gurtung  unterscheiden  sich  voneinander  so  wenig,  daß  es  stets 
zulässig  ist,  ihnen  gleiche  Werte  F^ :  F  beizulegen.  Die  dritte  Spalte 
der  Tabelle  enthält  die  Verhältniszahlen  5 :  s«,  wo  s^  die  Feldlänge,  A  i. 
die  Länge  eines  Gurtstabes,  bedeutet 

Mit  diesen  Bezeichnungen  ergibt  sich  nun 

'^/'' 8..  =  2 s.S. f -^J- =  8  (ß,  +  4  ß,  +  2  ßie -  3  ß,- 4  ßg) 

und  dieser  Wert  wird  gleich  Null,  sobald 

ist,  eine  Bedingung,  welche  sich  stets  durch  geringfügige  und  für  die 
Endergebnisse  der  Untersuchung  belanglose  Änderungen  der  auf  Grund 
der  angenäherten  Berechnung  gewonnenen  Querschnittsflächen  erfüllen 
läßt**)  Die  Zahlenwerte  der  vierten  Spalte  der  Tabelle  genügen  der 
vorstehenden  Bedingung,  und  es  sind  daher  die  drei  Elastizitäts- 
gleichungen voneinander  unabhängig.  Der  Einfluß  einer  im  Knoten- 
punkte m  angreifenden  Last  P«  =  1  auf  die  statisch  unbestimmten 
Größen  ist  also 

5  4  i 

Y      ___       *•«  "Y"    ^mb  "y    _____    ^me 


'ee 


au  0(»  ^t 

und  hierein  ist,  mit  den  Bezeichnimgen 

ß,-f  4ße  +  2ß,o  =  3ß,+  4ßg  =  ^„ 

*)   Die  Querschnittsverhältnisse  Fc'.F  runde   man   gut   ab.    Die  Einführung 

runder  Werte   Fe  y^2  '.  F    für   die   Diagonalen    erleichtert    die   Rechnung    außer- 
ordentlich. 

**)  Die  zunächst  nach  der  Näherungstheorie  berechneten  Stabquerschnitte  und 
die  ihnen  entsprechenden  Werte  a,  p  und  v  sind  in  der  Tabelle  VJLll  zusammen- 
gestellt worden;  Fe  wurde  gleich  100  qcm  gewählt.  Es  ergaben  sich  die  nur  wenig 
voneinander  abweichenden  Werte 

ß.,  +  4  ße  +  2  ßio  =  1,33  +  4 .  2,57  +  2  •  5,66  =  22,93  und 
3ß4  +  4ß8  =  3  •  1,77  +  4 .  4,04  =  21,37. 

Der  Querschnitt  von  d^  wurde  nun  gleich  29  qcm  (statt  25)  angenommen;   sodann 
wurden  die  Werte  ß,  v  und  v'  so  abgerundet,  daß  sie  den  Teiler  3  erhielten.    Ebenso 

T 

wurde   dafür  gesorgt,   daß  ^a  ohne  Rest   durch  3  geteilt  werden  konnte.    Diese 

Maßnahmen  erleichtern  die  Zahlenrechnungen,  da  irjiea,  TJieft  ^i^d  ^Qiec  durch  30  geteilt 
werden  müssen. 
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ZU  setzen: 

Sc                                  S, 

F 

Sc                          s^ 

K 

F 

K 

F 

-^-  =  42a«  +  4v'+8(4.i  +  ^,) 
J"-  =  42a>  +  4v'+8^i 


=  4Sa„  +  4v'+8(v  +  v")  +  8il),. 

Man  erhält 

Sa,  =  3,3,   '1^1  =  21,9,    +,=22,2. 

1 

EF  EF  EF 

-  — 5.^  =  372,0,   ^^^^»  =  194,4,    ^^^  5,,  =  211,2. 

Sc  Sg  Sff 

EF 

An  Stelle    der  Durchbiegungen  8^  berechnen  wir  die  Werte      -  *  8^ 

Ss                            EF 
indem   wir  die  Längenänderungen  As  =  -v,^  ersetzen  durch  -^s 

s     F  EF 

=  S =^-    Den  sich  hebenden  Faktor streichen  wir.    Zunächst 

Sc     F  s, 

nehmen  wir  das  statisch  bestimmte  Hauptsystem  auf  die  in  Mg.  421 

angegebene  Art  gestützt  an,    berechnen  für  die  Zustände  ^«  =  —  1, 

Xf,  =  —  1  und  Xg  =  —  1  die  Durchbiegungen  t)  und  finden  dann  für 

den  im  Abstände  x^  vom  linken  Stützpimkte  liegenden  Knotenpunkt  m 

8Ck  IM 

Die  senkrechten  Verschiebungen  der  Stützpunkte  A  und  B  stimmen 
mit  denen  der  Knotenpunkte  0  und  16  überein,  weil  die  Ständer  0^ 
und  16  B  in  den  hier  in  Frage  kommenden  drei  Belastungsfällen 
spannungslos  sind. 

Mit  Hilfe  der  auf  Seite  452 — 454  abgeleiteten  Formeln  ergeben 
sich  die  folgenden  Werte  t). 

Zustand  ^  =  —  1 

■»li.  =  v'  =  l,5 

iri,.=             v'-2ß,-    a,                                                            =-  2,1 

•JQta  =^2« +4v'— 8ße  — 4a,+3(a5— a8)+    (a^— as)                    =—  18,6 

''Qioa='*)6a  +4v'— Sßio— 4a,+4(a2— a3)+4(a4— a8)+2(a«--a7)=—  61,0 

'»lw='ni»-+4v'--8ße  — 4a,+3(a2-a8)+    (a*— tts)                    =—  77,5 

71,.=       +3v'+4ß,  -    (a-o,)  =+    10,1 

lT.=^i.+4v'+8ßT-4(a,-a,)-3(as-a,)-   (a^-a«)  =+   40,9 

iq,i.=tlT.  +4/+8ß,  -4(a,-a,)-4(a,-a4)-3(a,-ae)  =+   83,7 

Ii5.=1n.+4v'+8ß5 -3(a -a,)-   (ol-ol,)  =+105,3 
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■»)4,  =      +3v'— 6ß,— 3a,+   (oj— a,)  =—  9,1 

V=V  +4v'-8ß,-4a,  +  4(a,-a,)  +  3(a,-a,)  +  (a,-a,)  =-39,6 
■»lij.='»ln  +4v'— 8ß,— 4a,+4(ai-a,)  +  3(a»  — a»)  +  (a,  — a,)  =  —  70,1 

>)8-  =      +5v'+8ß,-3(a.-a,)-   ((x,-a,)  =+23,1 

■»l»-  ='»i5.+4v'+8ß,— 4(ai— Oj)— 4(a,— aj— 3(aj— a,)=+65,9 
1,».=1».+4v'+8ß,—4(ai—a,)— 3(03— aj—3(a5-a,)=-|- 96,7 

%6- -  lu.  =  -  2a  -  2  (ij^i  +  v|;,)  =  -  91,5 

1 

Tfjig  =  105,3  —  91,5  =  13,8. 
Zustand  Xf,  =  —  1 

7]lj  =  v'  =  l,5 

TQs»   =v'  — tti  =  +  0,6 

le»   =  •»!«»  +  a,  —  a,  +  a^  —  «5  =  +  0,8 
■^10»  ==  "»Ic»  =  +  0?8,      -»ii^j  =  TQ^j  =  +  0,5 

•^36   =  — v'—  4ß5  —  («1  +  o,)  =  —    9,1 

•»176  =  "^86  —  8ß7  —  (»8  +  a^  +  »5  +  ttg)  =  —  36,9 
•^ii»  =  %»  —  8ß9  —  («7  +  «7  +  ae  +  «j)  =  —  76,5 
liö*  =  •^11»  —  Sßs  —  (»4  +  «8  +  a«  +  »i)  =  —  96,7 

^4»     =— ^'+«1  —  0^  +«3  =  —  0,7 

■^8»     =  "^4»    «4  +  «5  «6  +  «7  =  0,8 

"^126  =  "^46  =—0,7 

t|5,  =v'  +8ß5  +  ai+a, +a, +a,  =  +  20,7 
"^9»  =  "»Is»  +  Sß»  +  ttg  +  ttß  +  a^  +  a^  =  +  60,3 
•^13»  =  "»196  +  8ß7  +  «e  +  ttj  +  a^  +  ttj  =  +  88,1 


7 


1i6»  — 1i5»  =  2a  +  2vl»i=       47,1- 

1 

%  8»  =  —  95,7  +  47,1       =-48,6. 

Zustand  X^  =  —  1 
•^1«  =  — v'— v  =  — 2,1 
yi2.   =  — 2v"  — 3v-v'  — 2ß,  — a,  =—    9,3 

•^6*  =•^2«  —  Sße  —  («2 +  a8  +  a4  +  a5)  =  — 30,2 
•^10-  =  'nee  —  8ßio  —  («6  +  a7  +  a7  +  ag)  =  —  77,0 
•^14«  =  "^lo«—  Sße    —  («4  +  «3  +  a,  +  aj  =  —  97,9 

7]g,  =v'— V— tti+ttg  =  +  0,5 

•»17*   =  'Hs*   —  »3  +  a^  —  ttß  4-  tte  =  +  0,5 

•^11^  =  •^7«  — «6  +«5  =  +  0,5 

•^15*^  =  'niU  —  «4  +  «3  —  «2  +  «1  =  +  0,9 
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^4. 


2v"  +  v'  +  V  4-  6ß^  +  tti  4-  a,  +  ttj 
'^Ac  +  Sßg  +  a^  +  a5  +  ttß  +  «7 

•»18*»  +  Sßg  +  «7   +  «6  +  «5  +  «4 


+  17,3 

+  52,2 
+  87,1 


•»löc  =  —  v'  —  V  +  tti  —  a,  +  ttj  —  a^  =  —  1,7 
•^9^   ='^5c  +«5  — «6  =  —  1,7 

•^i6c-r,,5c  =  v  +  2v"  +  2a  +  2+,  =  50,7 

1 

%«.  =  0,9 +  50,7  =  51,6. 
Die  aus  den  Werten  •»)  berechneten  Größen 


■' = x:  G' 


X 


hecj") 


sowie  die  in  der  weiteren  Untersuchung  gebrauchten  Ausdrücke 

Y,  =  X  +  X,       Y,=X.  +  X, 


Y^   =  Xa 


■  ^h  ^  4  =  -^a -^« 

sind  in  der  Tabelle  11  zusammengestellt  w^orden. 


TabeUe  IL 


m 

Xa 

^ 

Xc 

y. 

y. 

n 

y. 

1 

4-0,003 

+  0,016 

0,018 

+  0,019 

—  0,013 

—  0,015 

+  0,021 

2 

—  0,009 

+  0,027 

—  0,068 

+  0,018 

0,036 

—  0,077 

+  0,059 

3 

+  0,021 

—  0,006 

—  0,038  1  +  0,015 

+  0,027 

-  0,017 

+  0,059 

4 

—  0,033 

+  0,055 

+  0,025     +  0,022 

—  0,088 

—  0,008 

—  0,058 

5 

+  0,051 

+  0,181 

0,081     +  0,232 

0,130 

—  0,030 

+  0,132 

6 

—  0,064 

+  0,096 

—  0,232     +  0,032 

—  0,160 

0,296 

+  0,168 

7 

+  0,094 

—  0,081 

—  0,104     +  0,013 

+  0,175 

—  0,010 

+  0,198 

8 

-  0,125 

+  0,121 

—  0,125     —0,004 

0,247 

0 

0,250 

9 

+  0,156 

+  0,452 

—  0,146  !  +  0,608 

—  0,296 

+  0,010 

+  0,302 

10 

-0,186 

+  0,162 

—  0,518  i   -  0,024 

—  0,348 

0,704 

+  0,332 

11 

+  0,199 

-  0,219 

0,169  , 

0,020 

+  0,418 

+  0,030 

+  0,368 

12 

0,217 

+  0,188 

+  0,225 

—  0,029 

0,405 

+  0,008 

—  0,442 

13 

+  0,229 

+  0,662 

—  0,212 

+  0,891 

—  0,433 

+  0,017 

-  -  0,441 

14 

—  0,241 

+  0,228 

—  0,682     —  0,013 

—  0,469 

0,923 

--0,441 

16 

+  0,247 

-  0,251 

—  0,232 

—  0,004 

1         ' 

+  0,498 

+  0,015 

+  0,479 
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177.  Spannkräfte  in  den  Stäben  der  Endscheiben.  Für  die  Spann- 
kräfte in  den  Stäben  i\\  ?;/,  i\\  Sy\  s^^  s^\  s^'  der  rechten  Endscheibe 
gelten  die  Formeln 

I  r=-2Jf„  v:=-x^-x,-x,,  r:=  +  x.-x,—x, 

(1)  5/  sin  9  =  —  S/  sin  9  =  +  J:, 

l  5/  sin  9  =  —  «3 '  sin  9  =  i  (^  +  n  =  0,5  ß  —  X , 

wo  B  den  Widerstand  der  rechten  Stütze  bedeutet  Die  Einflußlinien 
für  die  Spannkräfte  V  und  S  der  linken  Endscheibe  sind  die  Spiegel- 
bilder der  Einflußlinien  der  entsprechenden  Kräfte  V  und  S'  der  rechten 
Scheibe.  In  der  Tabelle  EI  sind  die  Ordinaten  der  Linien  für  F^,  F. 
und  S^  zusammengestellt  worden.    Die  S^  sin  9-Linie  und  die  F^-Iinie 


Tabelle  m. 


m 

F. 

Vo 

S^  sin  9 

m 

Vu 

Vo          ^4  sin  9 

1 

+  0,730 

+  0,236 

+  0,251 

'      9 

+  0,279 

+  0,091 

+  0,113 

2 

+  0,213 

+  0,695 

0,232 

10 

+  0,072 

+  0,200 

0,049 

3 

0,221 

0,679 

+  0,205 

11 

—  0,049 

0,151 

+  0,069 

4 

0,630 

—  0,196 

—  0,608 

12 

0,113 

0,047 

+  0,142 

5 

+  0,587 

4-  0,189 

-    0,131 

13 

+  0,065 

+  0,023 

+  0,045 

6 

+  0,170 

+  0,542 

0,201    ■ 

;   14 

+  0,032 

+  0,050 

—  0,018 

7 

—  0,150 

—  0,462 

+  0,137 

15 

+  0,005 

—  0,001 

—  0,001 

8 

0,372 

—  0,121 

+  0,375 

1 

zeigt  Fig.  422;  vergleicht  man  sie  mit  den  im  I.  Bande  auf  Seite  529 
nach  dem  Näherungsverfahren  gewonnenen  Linien,  so  findet  man  eine 
recht  gute  Übereinstimmung.  Um  die  Vergleichung  zu  erleichtem, 
haben  wir  die  Geraden,  in  denen  die  Punkte  der  angenäherten  Einfluß- 
linien liegen,  mit  eingezeichnet;  sie  schneiden  auf  der  Senkrechten 
durch  A  die  Strecken  0,25,  0,50  und  0,75  ab.*)  Als  Lasten  sind 
drei-  oder  vierachsige  Lokomotiven  von  1,2"'  Badstand  und  16*  Achs- 
druck angenommen  worden.  Die  ständige  Belastung  beträgt  g  =  1,6*/^ 
also  3,2*  für  jeden  der  Knotenpunkte  2  bis  14  und  2,4*  für  jeden  der 
Punkte  1  und  14.  Den  Einfluß  des  Eigengewichts  ermittelt  man  in 
der  Weise,  daß  man 

A'.,  =  +  0,20',   J:»,  =  +  6,41',    X,  =  +  6,60' 

bestimmt  und  hierauf  die  Formeln  1  benutzt  Man  erhält  auf  diesem 
Wege  die  folgenden  größten  Stabkräfte,  denen  die  nach  dem  Näherungs- 
verfahren gewonnenen  in  Klammer  beigefügt  worden  sind. 


*)  Man  achte  darauf,  daß  wir  im  I.  Bande  die  /Sj- Linie,  jetzt  aber  die  Äj  sin^- 
Linie  dargestellt  haben. 


^''^S^beo  über 


slatisoi 
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ndn 


V  =  ^..F,  +  T;  =  -  108,5  —  13,2  =  -  122'  (—  1220 

•..F.  =  ^F.,+  F.,=  +  42,2+  1,4  =  4-  44' (+450 
^F,  =  _F,,+  T;,=  +  41,3+  1,0  =  +  42'(+430 
^S^sin?  =+    42,5+    5,0  =  +   47,5' (+47,60 

^Asin9  =  iF=  — 61'(-610. 

Die  Übereinstimmung  der  genauen  und  angenäherten  Werte  ist 
eifie  ganz  vorxügliclie,  und  es  folgt  daraus  ohne  weiteres,  daß  auch 
die  0,  U  und  D  nach  dem  Xäherungsverfahren  berechnet  werden 
dürfen.  Wir  wollen  aber  trotzdem  die  genauere  Berechnung  auch  für 
die  übrigen  Stäbe  durchführen  und  noch  verschiedene  Vergleichungen 
mit  den  angenäherten  Ergebnissen  vornehmen.*) 

178.  Die  Spannkräfte  in  den  Diagonalen  ergeben  sich  aus  den 
Gleichgewichtsbedingungen  für  die  einzelnen  Knotenpunkte.  Für  die 
Spannkräfte  !>„  JDj,  D^\  D^'  gelten  die  Formeln 

2>g  sin  9  =  D«g  sin  9  +  X^  +  X^  =  A2  sin  9  +  1 , 
JDg  sin  9  =  Z>o3  sin  9  —  X^-\-  X^  =  D^^  sin  9  —  Y^ 
Z)/sin  9  =  D^^'sm  9  +  J[,  —  X  =  A4'sin  9  +  T^ 
Z^ß'sin  9  =  -Doö'sin  9  —  X^  —  Xt,  =  As'sin  9  —  Y^, 

Die  Z>o-Linien  lassen  sich  nach  dem  im  I.  Bande  angegebenen  Verfahren 

ermitteln.    Fig.  414  zeigt^  die  Einflußlinien  für  JD^^  sin  9  und  D^^  sin  9. 

Die  übrigen  Bi'äfte  D  sind  durch  die  Gleichungen  bestimmt 

D,'  =  -DJ,    D,'  =  —  D,\    Z)/  =  — 2>„usw. 

Dg  sin  9  =  — 1)4  sin  9  =  Dj  sin  9  —  Pg 
D7  sin  9  =  —  Z>5  sin  9  =  JDj  sin  9  —  P^ 
Dg 'sin  9  =:  —  Dg 'sin  9  =  D4'sin  9  —  P^ 


usw., 


wo  Pj,  P3  . .  die  in  2  oder  3  usw.  angreifenden  Knotenlasten  bedeuten. 
Die  Tabelle  IV  enthält  die  Ordinaten  der  Einflußlinien  für  alle  Unks- 
steigenden  Diagonalen.  Die  D^  sin  9-Linie  ist  in  Fig.  422  dargestellt 
worden;  sie  weicht  nur  imwesenüich  von  der  im  I.  Bande  nach  dem 
genäherten  Verfahren  der  Zerlegung  des  Netzwerks  in  statisch  be- 
stimmte Teilsysteme  gewonnenen  ab.  Für  die  „„D  sin  9  ergeben  sich 
die  folgenden  Werte,  denen  die  nach  dem  Näherungsverfahren  ge- 
wonnenen in  Klammem  beigefügt  worden  sind.**) 


*)  Herr  Professor  G.  Mehrtens  hat  in  der  Deutschen  Bauzeitung  1902,  Seite  75, 
die  von  mir  im  ersten  Bande  dieses  T\''erkes  durchgeführte  Näherungsberechnung  als 
einen  „unzureichenden  Notbehelf*'  bezeichnet  imd  damit  nur  gezeigt,  daß  er  selbst 
die  Spannkräfte  eines  derartigen  Systems  noch  nie  genau  untersucht  hat. 

**)  Vergl.  Band  I,  Seite  529  und  530.  Die  dort  angenommene  Belastung  haben 
wir  etwas  geändert,  indem  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Mittelachse  des  Tenders 
an  einen  Knotenpunkt  rückten. 
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Tabelle  lY. 


m 


DjSinqp  Z>,sin9 


Z)/sin9  Z^g'sinqp 


D^sinq» 


Z>7sin9  Dgsm<p 


Dg  sin  9 


i>ioSin9 


1 
2 
3 
4 

O 


—  0,015  -  0,004 
+  0,9231—0,014 

—  0,017  +  0,890 


—  0,008 

—  0,030 


-  0,029 

—  0,020 


+  0,004 
+  0,009 


—  0,019 

—  0,018 


-  0,024  —  0,015 
+  0,825  —0,022 

—  0,018  +  0,768 


0,015 
0,077 
0,017 
0,008 
0,030 


0,004 
0,014 
0,110 
0,029 
0,020 


+  0,004 
+  0,009 

—  0,024 

-  0,175 
~  0,018 


0,019 
0,018 
0,015 
0,022 
0,232 


0,015 
0,077 
0,017 
0,008 
0,030 


6   +0,704 
0,010 


7  ' 


8 

9 

10 


0 
+  0,010 
+  0,296 


-  0,023 
+  0,608 
-0,003 
+  0,013 
+  0,031 


-  0,015 

-  0,019 
+  0,500 
+  0,019 
+  0,015 


—  0,032 

—  0,013 
+  0,004 
+  0,392 
+  0,024 


+  0,704 
—  0,010 

0 
+  0,010 
+  0,296 


-  0,023 
+  0,608 

—  0,003 


-  0,015 

—  0,019 
+  0,500 


+  0,013  +  0,019 
+  0,031  +  0,015 


—  0,032 

—  0,013 
+  0,004 
+  0,392 
+  0,024 


-  0,296 

—  0,010 
0 

+  0,010 
+  0,296 


11 
12 
13 
14 
15 


+  0,030+0,232+0,018  +0,020  +0,030|  + 0,232, +  0,018 


+  0,008+  0,022+  0,175 
+  0,017  +  0,016  +  0,024 


+  0,077 
+  0,015 


+  0,019  -  0,009 

+  0,019  —  0,004  +  0,004 !  +  0,015 


+  0,029 :  +  0,008 
+  0,109 :  +  0,017 
+  0,013 '  +  0,077 


+  0,022 
+  0,016 
+  0,019 
+  0,019 


+  0,175 
+  0,024 

—  0,009 

—  0,004 


+  0,020 
+  0,029 
+  0,109 
+  0,013 
+  0,004 


+  0,030 
+  0,008 
+  0,017 
+  0,077 
+  0,015 


Z>,  sin  9  =  ^„Z>„  sin  9  +  D^,  sin  9  = 


«tax 


Z>3  sin  9 
D^  sin  9 
Dg'sin  9 
7>ß  sin  9 
D^  sin  9 
Dg'sin  9 
Dg 'sin  9 


=  47,8  +  5,6 
=  41,3  +  4,8 
=  35,5  +  4,0 
=  28,1  +  3,2 
=  22,5  +  2,4 
=  17,9  + 1,6 
=  13,4  +  0,8 
=  10,2  +  0 


64,4  +  6,4  =  60,8'  (60,00 
=  53,4'  (52,10 
=  46,1'  (45,50 
=  39,5'  (39,60 
=  31,3'  (31,00 
=  24,9'  (24,90 
=  19,5'  (20,20 
=  14,2'  (16,30 
=  10,2'  (12,40. 


9  = 


179.   Die  Spannkräfte  in  der  oberen  Gnrtnng.    Man  erhält,  da 
45°  ist, 

Oj  =  Sj  sin  9  —  D3  sin  9 

Og  =  Ol  .-f-  Ä'  sin  9  —  D^'  sin  9  =  Oj  —  2  DJ  sin  9 


O3  =  0,  —  2D/sin9,     0^  =  0,—2D^  sin  9, 


usw. 


Tabelle  V  enthält  die  nach  diesen  Formeln  berechneten  Ordinaten  der 
O-Ldnien.  In  Tabelle  VI  haben  wir  diese  Linien  nach  dem  Näherungs- 
verfahren  berechnet  und  zwar  für  eine  Lasteinheit  von  P=  120.  Die 
angenäherte  S^  sin9-Linie  zeigt  Kg.  423;  die  Werte  Dsm<f  sind  der 
Tabelle  auf  Seite  530  des  ersten  Bandes  entnommen  worden ;  sie  mußten 
mit  4  multipliziert  werden,  da  jene  frühere  Untersuchung  die  Last- 
einheit P  =  30  voraussetzte.  Dieses  Näherungsverfahren  führt  außer- 
ordentlich rasch  zum  Ziele  und  liefert  vorzügliche  Ergebnisse.  Bei 
der  Berechnung  von  0^   wurden  dieselben  Achslasten  und  Radstände 
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angenommen,  wie  bei  der  Ermittlung  der  F,  S  und  D.  Die  übrigen 
Werte  0  sind  für  den  neuen  preußischen  Belastungszug  (Band  I, 
Seite  338)  berechnet  worden.    Man  vergleiche  die  Mgor  422,  in  der 


S,mf 


Fig.  423. 


Tabelle  Y. 


m 

-0, 

-0, 

-0. 

-0, 

-0. 

-Oe 

-Or 

1 

0,228 

0,236 

0,198 

0,168 

0,160 

0,168 

0,130 

2 

0,668 

0,686 

0,650 

0,496 

0,468 

0.486 

0,450 

3 

1,102 

1,054 

1,024 

0,990 

0,770 

0,746 

0,716 

4 

—  0,254 

1,396 

1,352 

1,336 

1,278 

0,928 

0,884 

5 

0,149 

0,113 

1,649 

1,589 

1,549 

1,513 

1,049 

6 

0,495 

0,465 

0,401 

1,809 

1,763 

1,733 

1,669 

7 

0,754 

0,716 

0,690 

0,670 

1,886 

1,848 

1,822 

8 

—  0,128 

0,872 

0,880 

0,880 

0,874 

1,874 

1,882 

9 

0,117 

0,155 

0,939 

0,959 

0,985 

1,023 

1,807 

10 

0,263 

0,293 

0,341 

0,933 

0,995 

1,025 

1,073 

11 

0,313 

0,349 

0,389 

0,449 

0,913 

0,949 

0,989 

12 

—  0,003 

0,347 

0,405 

0,421 

0,465 

0,815 

0,873 

13 

0,054 

0,102 

0,320 

0,354 

0,386 

0,434 

0,652 

14 

0,087 

0,069 

0,095 

0,249 

0,287 

0,269 

0,295 

15 

0,037 

0,029 

0,037 

0,067 

0,105 

0,097 

0,105 
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die  Einflußlinien  für  0^  und  O5  abgebildet  sind.    Alle  eingeklanunerten 
ZaMen  sind  Ergebnisse  der  angenäherten  Berechnung.    Man  erhalt 


tm« 


0,  =  ^0„  +  0„  =  -  85,4  — 12,2  =  —  98'  (-  950 


wnn 


0,  =  — 121,0  —  21,8  =  — 143' 
0,  =  — 157,9  —  29,8  =  — 188' 

04  =  — 184,9  —  36,2  =  —  221' 

05  =  —  204,1  —  39,4  =  —  244' 
Og=  —  219,4  —  42,6  =  —  262' 
O7  =  —  213,2  —  44,2  =  —  257' 


— 139') 
— 187') 
2210 

—  2450 

—  2580 

—  2540- 


180.  Die  Spaimkräfte  In  der  unteren  Gnrtnng  wurden  imt]^Hilfe 
der  Formeln 

CT,  =  S^  sin  9  —  Dj'  sin  9 

CT,  =  CTj  +  2),  sin  9  —  Z)^  sin  9  =:  Ui  +  22),  sin  9  —  Pg 

Ug  =  Uj-\-  2Dj  sin  9  —  Pj  usw. 

untersacht    Zur  Probe  wurde  U^  noch  mittels  der  Gleichung 

berechnet    Tabelle  YU.  enthält  die  Ordinalen  der  Einflußlinien.    Man 
findet 

£/i  =  -«  CT,,  +  ü,,  =  70,1  +  9,0  =  79* 


Z7j=  92,7  +  18,6  =  111' 
tr,  =  126,1  +  26,6  =  153' 
Ui  =  147,8  +  33,0  ==  181' 
C7g  =  167,1  +  37,8  =  205' 
Ug  =  197,7  +  41,0  =  239' 
Uj  =  215,9  +  42,6  =  258' 

Tabelle  TU. 


m 

u. 

l^. 

u. 

u. 

u. 

u. 

u. 

1 

0,232 

0,202 

0,194 

0,202 

0,164 

0,134 

0,126 

2 

—  0,250 

0,596 

0,568 

0,586 

0,550 

0,396 

0,368 

3 

0,190 

0,156 

0,936 

0,888 

0,858 

0,824 

0,604 

4 

0,586 

0,570 

0,512 

1,162 

1,118 

1,102 

1,044 

5 

0,949 

0,089 

0,849 

0,813 

1,349 

1,289 

1,249 

6 

—  0,233 

1,175 

1,129 

1,099 

1,035 

1,443 

1,397 

7 

0,124 

0,104 

1,320 

1,282 

1,256 

1,236 

1,452 

8 

0,379 

0,379 

0,373 

1,373 

1.381 

1,381 

1,375 

9 

0,505 

0,525 

0,551 

0,589 

1,373 

1,393 

1,419 

10 

—  0,025 

0,567 

0,629 

0,659 

0,707 

1,299 

1,361 

11 

0,089 

0,149 

0,613 

0,649 

0,689 

0,749 

1.213 

12 

0,171 

0,187 

0,231 

0,581 

0,639 

0,655 

0,699 

13 

0,154 

0,188 

0,220 

0,268 

0,486 

0,520 

0,552 

14 

—  0,005 

0,149 

0,187 

0,169 

0,195 

0,349 

0,387 

15 

0,003 

0,033 

0,071 

0,063 

0,071 

0,101 

0,139 
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181.  Eine  sehr  schnell  zum  Ziele  führende  angenäherte  Berechnung 
der  größten  Gurtspannkräfte  ist  die  folgende.  Man  ermittle  mit  Hilfe 
der  im  I.  Bande  auf  Seite  539  abgedruckten  Tabelle  der  größten 
Biegungsmomente  den*  Wert 


Jfgp        832 


femer  den  Wert 


jr-=-W=''''^ 


^8.  _g^'_  1,6-30»  _ 
Ä  8Ä  ~    8.4,0    ~      ' 


zeichne  über  der  Stützweite  l  eme  Parabel  vom  Pfeile  45'  imd  stelle 

die   ««ü^ :  A-Linie   nach  Band  I  Fig.  526   durch  zwei  Parabelstücke 

und  eine  gerade  Linie  von  der  Länge  0,12  l  =  3,6"*  dar.    Dann  setze 

M                     M 
man  0^  = r^,  0^  = ~^  usw.     Man  erhält,  Fig.  424: 

0,=  — 253*,  Oe=  — 252',  Oö=  — 244',  0^  =  — 225', 

Oa  =  —  194',  0,  =  —  153',  0^  =  —  100', 

das  sind  Zahlen,  die  von  den  vorhin  ermittelten  nur  wenig  abweichen. 


Fig.  424. 


182.  Einflnfi  einer  nnglelclimäJilgen  Erwännang.  Schreibt  man 
allen  Stäben  der  unteren  Gurtung  die  Temperatur  ^«,  den  Stäben  der 
oberen  Gurtung  die  Temperatur  t^  und  den  Ständern  (v)  und  Streben 
(s  und  d)  die  Temperatur  t,  zu,  so  entsteht 


^at  = 


Se<S..  EF^      e^.SS,«  +  s^,2S.«  +  e<.SS,« 


^-    EF 


s    F 


WO  2,  2,  2  sich  der  Keihe  nach  auf  die  untere  und  die  obere  Gur- 

tung  und  auf  die  Füllungsglieder  beziehen;    und  ähnliche  Ausdrücke 
erhält  man  für  Xf,  und  X^, 

30* 
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Mit  Hilfe  der  Tabelle  I  findet  man  nun 

25.»  =  0,       2S,s  =  0,       25.5  =  0, 

2S»s  =  2,0,    2iS»s  =  2,0,    2S»s  =  — 4, 

S5,s  =  0,       2S.s  =  0,       2S.s  =  0, 

mithin 

„        s^j;      2t,  +  2t.  —  4t. 

42a  +  4v'+8«J<, 

1 

Für  unser  Zahlenbeispiel  ergibt  sieh,  wegen  F^  =  0,01  gm,  s^  =  2,0' 
und  6JE'=2507^ 

1,25  (2^, +  2^.  — 4^.) 


:>c,,= 


194,4 


Macht  man  die  wohl  am  nächsten  liegende  Annahme 

so  erhält  man  Jr6<  =  0.  Nimmt  man  an:  ^«  =  0,  ^^  =  26°,  ^,  =  5°, 
so  erhält  man  trotz  der  sehr  ungünstigen  Voraussetzung  den  vemach- 
lässigbaren  Wert  Jlj,  =  0,2'.  Temperaturändeningen  spielen  also  gar 
keine  Rolle. 

183.   Untersuoliimg  der  Durohbiegiingen.    ÜbnngsaTifgabeii.    Wir 

beginnen  mit  der  Berechnung  der  Biegungslinie  für  den  in  Mg.  425 


Fig.  425. 

dargestellten  Belastungsfall.  Dieser  ist  so  gewählt,  daß  die  vier  ver- 
schiedenen Teilsysteme  möglichst  ungleichmäßig  belastet  werden.  Der 
Strebenzug  d^  d^  d^  ....  wird  sogar  nur  durch  das  Eigengewicht 
beansprucht.  Die  auf  die  einzelnen  Knotenpunkte  entfallenden  Lasten 
sind,  einschließlich  des  Eigengewichts,  der  Reihe  nach 

11,4*  21,2*  12,2*  3,2*  12,8*  32,0*  12,8*  3,2*  12,2*  21,2*  11,4*; 

sie  erzeugen  in  den  Ständern  die  mittels  der  Einflußlinien  berechneten 
Spannkräfte 

r  =  —  102,0*,     F«  =  +  24,4*,     F,  =  28,8*. 
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Die  übrigen  Spannkräfte  sind  mit  Hilfe  der  für  die  einzelnen  Knoten- 
punkte aufgestellten  Gleichgewichtsbedingungen  berechnet  und  in  der 
Tabelle  VJLLL,  Spalte  8\  zusammengestellt  worden;  sie  erzeugen  die 
Längenänderungen 

S's 
EF 


TabeUe  Vni. 

a)   Gurtungen  und  Ständer. 


Smax 

F 

Fe 

s 

S' 

EFcti's 

1 

Smax 

F 

Fe 

s 

S' 

EFcH's 

F 

Sc 

'^      , 

F 

Se 

Se 

Ol 

98 

125 

0,80 

1       -    73 

58 

1 

79 

100 

1,00 

h   18 

+  18 

0, 

143 

180 

0,56 

1       -   83 

—  46 

w. 

111 

140 

0,71 

hl03 

+  73 

Os 

188 

275 

0,36 

1            114 

41 

«• 

153 

228 

0,44 

-136 

+  66 

04 

221 

275 

0,36 

178 

64 

W4 

181 

228 

0,44 

-142 

+  62 

Ob 

244 

328 

0,30 

—  198 

—  59 

«% 

205 

260 

0,38 

hl60 

+  61 

Oe 

262 

328 

0,30 

—  201 

—  60 

«*« 

239 

325 

0,31 

-192 

+  60 

07 

257 

328 

0,30 

207 

—  62 

W7 

258 

325 

0,31 

h200 

+  62 

V 

122 

166 

0,60 

—  102 

61 

Vo 

42 

66 

1,51 

+  28,8 

+  43 

Fe  — 100  qem 

Vu 

44 

66 

1,51 

+  24,4 

+  37 

t 

qem 

t 

t 

b)   Diagonalen. 


,Ä 


F 


k/2! 


s 


F 


8e  •/2         •/2 


S'      I  EFe^ 

Sei  2 


Ä 


max 


F 


FeVl^ 

F 


8 


V2 


S' 


d. 

86 

108 

1,31 

d^\  44 

55 

2,57 

rfe     44 

55 

2,57 

«?8|  14 

25 

5,66 

<k     76 

95 

1,49 

rfs     35 

44 

3,22 

d^    35 

44 

3,22 

rfg      20 

25 

5,66 

si\  86 

115     1,23 

«5     86 

115 

1,23 

«s    67 

115 

1,23 

Sa 

67 

115 

1,23 

1 

2 

2 
2 

2 
2 
2 
2 

0,5 
0,5 
0,5 
0,5 


+  53,2 

—  32,0 
+  32,0 

0 

+  22.2 

—  10,0 
+  10,0 
+    2,8 

—  51 
+  51 

—  2,6 
+   2,6 


+  70 

—  16 
+  16 

0 

+  66 

—  64 
+  64 
+  31 

—  31 
+  31 

—  2 
+   2 


^9' 


64 

80 

1,77 

1 

-  4,8 

64 

80 

1,77 

2 

+  4,8 

28 

35 

4,04 

2 

-  1,6 

28     35 

4,04 

2 

+  1,6 

56 

70 

2,02 

2 

—  15,6 

56 

70 

2,02 

2 

+  15,6 

20 

25 

5,66 

2 

—   2,8 

20 

25 

5,66 

2 

+   2,8 

EFc^ 

s„i2 


—  8 
+  17 

—  13 
+  13 

—  63 

+  63 

—  31 

+  31 


Die  erste  Spalte  der  Tabelle  VDI  gibt  die  absoluten  Werte  der  für 
die  Querschnittsberechnung  maßgebenden  größten  Spannkräfte  an;  sie 
enthalt  also  eine  Zusammenstellung  der  in  Nr.  177  bis  180  berechneten 
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Werte.    An  Stelle  der  A's  wurden  die  Wert» 


EF.^s 


beziehungsweise 


V2s. 


in  Tonnen  angegeben.     Mit  Hilfe  dieser  Zahlen  findet  man 


nun  mittels  der  in  Nr.  175  abgeleiteten  Formeln  die  Verschiebungen 

■»li  =  0,6-2  (31  +  2)  +  37  +  0,5  •  61  =  100,5 

i),  =  l,5-2.31  +  0,5-2-2  — 2.2  +  37+l,5-61  +  2-70— 18  =  280,5 

1),==  2  (— 31  —  2)  + 1,5  •  2  (31  +  2)  +  37  — 2 .  43  +  0,5  •  61  +  2  •  66 

—  (18  +  73)  =  85,5 

1]^  =  —  2 . 2  •  31  +  1,5  •  2 .  31  +  2,5 . 2  •  2  —  2  . 2  —  2 .  43  +  37 

—  0,6 .  61  +  2  (17  +  8)  —  (18  +  73  +  66)  —  2 .  58  =  —  327,5 
■1)5  =  2  •  2  (—  31  —  2)  +  2,5 . 2  (31  +  2)  —  2  •  43  -f  3  •  37  +  0,5  •  61 

+  2  (63  +  63)  —  (18  +  73  +  66  +  62)  —  2  (58  +  46)  =  —  56,5 
•»1,  =  1),  — 12*)  _|-  2  (16  +  16)  —  (73  +  66  +  62  +  61) 

+  2(— 58  — 46  — 41  — 18)  =  — 255,5 
1)7  =  •»],—  12  +  2  (64  +  64)  —  (66  +  62  +  61  +  60) 

_|_2(— 58  — 46  — 41  — 64  — 18  — 73)  =  — 519,5 
-.),  =  -T)^-  12  +  2  (13  +  13)  —  (62  -I-  61  +  60  +  62) 

+  2  (—  58  —  46  —  41  —  64  —  59  — 18  —  73  —  66)  =  — 1382,5. 


Fig.  426. 


Für  1),,  ergibt  sich  mit  Hilfe  des  in  Kg.  426  dargestellten  Belastungs- 
faUes  der  allgemeine  Ausdruck 

-,),,=  7,5  V2  (Asi+  As,)  —  8  V2  As,—  7  V2  As^+  0,5  V2  (As,'—  As«*) 

—  8  Ar,  +  7 Ar.  +  7Ao,  +  6  (Ao,  +  Ao,  +  AoJ  +  5  A05 

+  4  (Ao.  +  Ao,  +  AOjO  +  3  AOe'+  2  (Ao/+  Ao/+  Ao,-)  +  Ao,' 

—  7(AMi-|- Aj/g)  —  6Ai<,  —  5(A«4+  AWj-j-  Am,)  —  4Att, 

—  3  {^u^'-\-  AWg'-f-  AMj')  —  2  AM4' — (A«^  + Am,+ AUi) 

+  0,5  y2  (Ad,  —  Adg  +  Ad,  —  Ad,  +  Adi,  —  Ad«  +  Adjs) 

—  0,5  V2  (Ad,'— Ad/+ Adg'— Ad/+Ad,o'— Ad„'+Ad,/— Ad.,-). 

Da  nun  ein  symmetrischer  BelastungsfaU  vorliegt  und  außerdem 


•)  2  (Ar.  —  Ar.)  =  2  (37  —  43)  =  —  12. 
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A5i  =  —  A^j  und  A58  =  —  AS4  ist,  so  geht  die  vorstehende  Formel 
über  in 

7)jg= — 8At;o+''^^-+7(+AOi  +  Ao2 — Ai^a — AWi  +  AOg  +  AOa — ^^l^) 

-j-8  ( — AWj  —  ^^2  +  ^^s  +  ^^4 —  ^^5 —  ^^6+  ^^7) 
+  0,5 y2  (+  Adj—  Adg  +  Aciy  —  Arfj>  +  Ad^'—  A^g'^-  Ac^')- 

Die  Einsetzung  der  Zahlenwerte  liefert 

7ije  =  — 8.43  +  7.37+7(— 58  — 46  — 66  — 62  — 69  — 60  — 62)' 
-|-8(— 18— 73— 41— 64— 61— 60— 62) 
+  0,5.2(+66  +  64  +  64  — 31  — 31  — 63  — 63) 

d.  i.  abgerundet  '^16  =  —  6000. 

Der   mit  Ä  =  107,2*   belastete  untere  Teil   des   Endständers,    dessen 
Querschnitt  180  qcm  beträgt,  wird  um 

^,_    Ss   _  107,2.100  _ 

^*  -  EF  -  2150 .  180  ""  "'""*     ^ 

verküizt,  und  es  ergeben  sich  daher  die  Senkungen  h  der  Knotenpunkte 
aus  der  Formel 

8-=^(-n--%6^"-)  +  o,03'-, 

EF,        2150  •  100 


..     -        200 
Man  findet  der  Beihe  nach 

8  =  3,1--   8,5""    10,4-"    10,3""    16,5""   18,4""    19,7""    15,4" 
imd  erkennt,  daß  sich  bei  den  imbelasteten  Knotenpunkten  4  und  8  in 

der  Gurtung  Knicke  von  y  (10,4  +  16,5)  — 10,3  =  3,2""  bezw.  19,7 

— 15,4  =  4,3""  Pfeile  bilden,  die  bei  der  kurzen  Feldweite  genügen, 
um  in  einer  gelenklosen  steifen  Gurtung  erhebliche  Biegungsspannungen 
hervorzurufen.  Aus  diesem  Grunde  ist  das  untersuchte  Netzwerk  nur 
für  Träger  mit  Bolzengelenken  zu  empfehlen. 

Weiter  möge  noch  die  Durchbiegung  \  für  den  in  Mg.  427  ab- 
gebildeten Belastungsfall  angegeben  werden.  Da  8g  nur  von  den  Längen- 
änderungen des  den  Strebenzug  d^^  d^\  d^\  d^'  .  .  ,  .  enthaltenden 
Teilsystems  abhängig  ist,  so  wenden  wir  die  Formel 

;  auf  die  wirklichen  Spannkräfte  S  und  auf  die  Spannkräfte  S'  infolge 


*)  Es  wurde  für  Flußeisen  ^  =  2150000  »i'/,^«  =2150'/«««  gesetzt. 
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einer  am  Teilsysteme  in  8  angreifenden  Last  1  an.  Ersetzen  wir 
diese  Last  1  durch  eine  Last  von  der  Größe  8,  so  nehmen  die  S'  die 
in  die  linke  Hälfte  der  Figur  eingeschriebenen  Werte  an  und  wir  er- 
halten daher 


88a  = 


'8 


SiS'As  =  2  [1-  AOj— 7(A02+ A03  + AO4+AO5)  — lö  (AOg+ Ao^) 
+  3  (AWj  -j"  ^^2  +  ^^h)  4"  11  (^^4  4"  ^^5  "f"  ^^8  "f"  ^^7) 
+  4  y  2  (—  ^d^'+  Ad/—  Ade'+  ^^sO  —  A«;^  —  3  Ar, 
+  2  At'  +  V2  (ASi  —  A5,)  —  3  y 2  (Aä,  —  Aä^)]  +  8,. 


-/y*    -IMS     -« 


/r        ff       17       17      4f 


17      //* 

Fig.  427. 


j-^l^j^j^ 


#y    //* 


Hierin  sind  Ao,  A^^,  Ad,  .  .  .  Mittelwerte  aus  den  Längenänderungen 
der  einander  entsprechenden  Stäbe  der  linken  und  rechten  Trägerhälfte. 
Beispielsweise  erfährt  der  Stab  0^  durch  die  angegebene  Verkehrslast 
und  durch  das  Eigengewicht  einen  Druck  von  75*,  Stab  0^  einen  solchen 

von  65';    wir  schreiben  also  beiden  Stäben  den  Druck  -^  (75  +  65) 

=  70'  zu.  Auf  diese  Weise  sind  die  in  die  rechte  Hälfte  des  Träger- 
netzes eingetragenen  Spannkräfte  bestimmt  worden.   Die  für  die  geneigten 

Stäbe  angegebenen  Werte  sind  noch  mit  y2  zu  multiplizieren.  8,  be- 
deutet die  Verkürzimg  des  imtersten  Teiles  des  Endständers.  Man  erhält 
schließlich 

1 


'8 


23-«- _ 


1300 


Z. 


Die  in  Rg.  425  dargestellte  Biegungslinie  läßt  sich  durch  Hinzu- 
fügung eines  Mittelständers,  der  mit  den  ihn  kreuzenden  Diagonalen 
befestigt  werden  muß,  erheblich  verbessern.  Es  werden  gewissermaßen 
die  vier  Teilsysteme  an  der  Stelle  8  miteinander  verbunden  und  ge- 
zwungen, sich  bei  8  gleich  stark  durchzubiegen.  Die  Berechnung 
dieses  fünffach  statisch  unbestimmten  Systems  ist  ziemlich  einfach  und 
keineswegs  zeitraubend,  sie  sei  dem  Leser  als  Übungsaufgabe  empfohlen. 
Mit  der  Anzahl  eingeschalteter  Ständer  bessert  sich  einerseits  die  Über- 


§  18.  Formveränderung  eines  statisch  bestimmten  mehrteiligen  Fachwerkbalkens.  473 

einstimmung  der  Biegungslinien  der  Teilsysteme,  während  andererseits 
die  Schwierigkeiten  der  genauen  Berechnung  wachsen. 

Als  weitere  Übungsaufgaben  empfehlen  wir  die  Untersuchung  des 
in  Kg.  429  dargestellten  fünffach  statisch  unbestimmten  sechsteiligen 
Netzwerks,  dessen  Elastizitätsbedingungen  sich  leicht  voneinander  un- 


Fig.  428. 


Fig.  429. 


Fig.  430. 


abhängig  machen  lassen  und  schließlich  des  in  Rg.  430  abgebildeten 
einfach  statisch  unbestimmten  Systemes,  dessen  Hauptsystem  im  Band  I, 
Nr.  228,  untersucht  worden  ist 


§  18. 

Untersuchung  der  Formveränderung  eines  vierteiligen  statisch 
bestimmten  Netzwerks  Mehrtensscher  Bauart. 

184,  Die  Besprechung  des  Versehiebungsplanes  des  in  Fig.  432  dargestellten 
Netzwerks  muß  ich  durch  eine  Bemerkung  einleiten,  die  sich  auf  einen  zwischen 
Herrn  Professor  G.  Mehrtens  und  mir  in  der  Deutschen  Bauzeitung  stattgehabten 
Meinungsaustausch  bezieht.*)  Die  Veranlassung  hierzu  gab  die  im  ersten  Bande 
dieses  "Werkes  an  einem  mehrteiligen  Fach  werke  Mehrtensscher  Bauart  von  mir 
geübte  Kritik.  Ich  hob  auf  Grund  einer  allgemeinen  Untersuchung  des  statisch  be- 
stimmten mehrteiligen  Netzwerks  und  der  Berechnung  eines  Sonderfalles  (I,  Nr.  227) 
hervor,  daß  der  Schlußsatz  einer  von  Herni  Mehrtens  über  derartige  Fachwerke 
veröffentlichten  Abhandlung  in  allen  Punkten  unrichtig  sei,  und  betonte  besonders, 
daß  von  dem  seitens  des  Herrn  Mehrtens  den  Netzwerken  seiner  Bauart  zugeschriebenen 
Vorzüge,  alle  Lasten  gleichmäßig  über  das  gesamte  Stabwerk  zu  verteilen,  gar  keine 
•Rede  sein  könne.  Ich  zeigte,  daß  in  der  Diagonale  D^  des  als  Beispiel  untersuchten 
rterteiligen  Trägers  sogar  eine  Spannkraft  erzeugt  wird,  die  ebenso  groß  ist,  als  in 


")  Deutsche  Bauzeitung  1901,  Nr.  80  u.  Nr.  90  und  1902,  Nr.  12. 
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der  Diagonale  eines  anteiligen  Systems  gleicher  Spannweite  und  wies  darauf  hin, 
daß  man  mit  mehrteiligen  Fachwerken  vor  allem  das  Streben  nach  Yerkleinerung 


Fig.  431. 


der  Beanspruchung  der  "Wandglieder  verbinden  müsse.    Nach  einem  erfolglosen  Ver- 
suche, die  Behauptung  einer  gleichmäßigen  Beanspruchung  seines  Stabwerks  zu  recht- 
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fertigen*),  erklärt  Herr  Mehrtens  schließlich:  ,,Er  habe  durchaus  nicht  an  eine  gleich- 
mäßige Spannkraftverteihing  gedacht,  sondern  die  konstruktiven  Mängel  der  ungleich- 
mäßigen Formänderungen  im  Auge  gehabt,  die  daraus  entspringen,  daß  die  einzelnen 
Teilsysteme  der  Wand  bei  den  in  Vergleich  gezogenen  unbestimmten  Anordnungen 
die  wandernden  Einzellasten  nicht  gleichmäßig  übertragen.  Bei  der  üblichen  Zer- 
legung in  Teilsysteme  erscheine  sogar  nur  dasjenige  Wandsystem  gespannt,  in  welchem 
die  Knotenlast  P  liegt;  alle  anderen  Wandsysteme  seien  spannungslos.^^  Mit  seinen, 
mehrteiligen  Wandgliederungen  behauptet  nun  Herr  Mehrtens,  bessere  Wirkungen 
zu  erzielen;  daß  er  sich  aber  auch  in  diesem  Punkte  irrt,  beweist  der  in  Fig.  431 
für  einen  Träger  seiner  Bauart  (Fig.  432)  —  dasselbe  vierteilige  Netzwerk,  dessen 
Beanspruchung  in  Band  I,  Xr.  227,  untersucht  worden  ist  —  gezeichnete  Ver- 
schiebungsplan. Die  beigegebene  Tabelle  enthält  die  absoluten  Werte  der  mittels 
Einflußlinien  und  auf  Grund  der  im  Band  I  angegebenen  Belastungen  gefundenen 
größten  Spannkräfte  S,  femer  die  Querschnitte  imd  Längen  der  Stäbe,  die 'Spann- 
kräfte S'  infolge  der  in  Fig.  432  dargestellten  Belastung  (Zugstellung  für  maxD^)  ein- 

schheßlich  der  Wirkung  des  Eigengewichts  und  die  Werte  Elis  =  — ^^—  in  t :  em. 

Das  feste  Auflager  liegt  bei  Stütze  0.  Die  senkrechten  Verschiebungen  der  Knoten- 
punkte 1  und  2  wurden  mit  Hilfe  der  Formel  Ö  =  S5'As  berechnet;  ihre  wage- 
rechten Verschiebungen  sind  Aw,  und  Awi+A«<j.  Zur  Bestimmung  der  Ver- 
schiebungen der  übrigen  Knotenpunkte  wurde  das  WiUiotsche  Verfahren  benutzt. 
Als  Zeichnungsproben  standen  die  Bedingungen  zur  Verfügung,  daß  die  gegenseitige 
senkrechte  Verschiebung  der  Ejiotenpunkte  16  und  17  gleich  der  lÄngenänderung 
des  Stabes  16 — 17  und  die  Senkung  des  Punktes  17  gleich  der  Verkürzung  des 
Stabes  11 B  sein  muß.  Außerdem  wurde  die  SenJmng  des  Knotenpunktes  5  nach- 
träglich noch  gerechnet ;  sie  stimmte  mit  der  zeichnerisch  gefundenen  genau  überein. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  außerordentlich  ungünstig.    Die- größte 
Durchbiegung  beträgt  43'"*",  also  =^  der  Stützweite.    Die  in  Fig.  432  dai^gestellten 

Biegungslinien  der  Gurtungen  bilden  einen  Zickzack,  gegen  den  sich  die  Knicke  in 
der  für  das  imbestimmte  System  gefundenen  und  in  demselben  Maßstäbe  gezeichneten 
Linie  recht  winzig  ausnehmen.  Neun  Knotenpunkte  bewegen  sich  aufwärts.  Die 
Strecke,  imi  die  Punkt  1'  nach  oben  rückt,  ist  größer  als  die  größte  Durchbiegung 
des  vorhin  untersuchten  unbestinmiten  Systems.  Die  gegenseitige  senkrechte  Ver- 
schiebung der  Punkte  1  und  1'  beträgt  60"""  d.  i.  tk?:  der  Stützweite.    Und  ebenso 
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groß  ist  auch  die  gegenseitige  senkrechte  Verschiebung  der  nur  4"  voneinander  ent- 
fernt liegenden  Knotenpunkte  3  und  5.  Der  erste  Knotenpunkt  neben  dem  festen 
Auflager  senkt  sich  bereits  um  35*"".  Dies  hat  eine  ganz  unzulässige  Drehung  des 
Stabdreiecks  0 — 15  —  1  zur  Folge  und  bewirkt,  daß  sich  der  Knotenpunkt  15  um 
nmd  40*"*'  in  wagerechter  Richtung  verschiebt.  Da  nun  die  wagerechte  Verschiebung 
des  oberen  Endpunktes  0'  des  Endständers  verhältnismäßig  gering  ist,  so  zeigt  der 
nur  4"*  hohe  Endständer  in  der  Mitte  einen  Knick  von  rund  35"^Pfeil.  Beim  An- 
blick dieser  beiden  merkwürdigen  Biegungslinien  wird  man  unwillkürlich  an  die  be- 
kannte Nürnberger  Schere  erinnert 


*)  S.  Deutsche  Bauzeitung  1901,  Nr.  80.  Dort  verlangt  Herr  Mehrtens,  daß 
man  eine  gleichmäßige  Vei-teilung  der  Lasten  immer  dann  anerkenne,  wenn  sämtliche 
Stäbe  an  deren  Übertragung  teilnehmen,  ohne  Rücksicht  auf  das  Gesetz,  das  diese 
Teilnahme  regelt  und  ohne  zu  prüfen,  ob  hierbei  nicht  etwa  die  größte  Unregel- 
mäßigkeit heri-scht 
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Unsere  Untersuchung  zeigt,  daß  der  in  Fig.  432  dargestellte  Träger  in  jeder 
JBQnsicht  eine  verfehlte  Konstruktion  ist.  "Wir  verweisen  noch  auf  die  interessante 
Abhandlung  von  Bender  über  Netzwerke  MehrtenssdhBT  Bauart  (Zentralblatt  der 
Bauverwaltung  1905,  S.  426),  welche  im  Anschluß  an  des  Verfassers  Untersuchungen 
Beispiele  für  symmetrische  Träger  dieser  Bauart  bringt,  die  ebenfalls  zu  sehr  un- 
günstigen Ergebnissen  führen.  Herr  Mehrtens  antwortete  hierauf  (Z.  d.  B.  1905, 
S.  580)  mit  der  Erkläi-ung,  er  habe  diese  Träger  den  Fachgenossen  niemals  empfohlen, 
sondern  nur  zum  ersten  Male  nachgewiesen,  daß  derartige  Wandgliedenmgen  statisch 
bestimmt  angeordnet  werden  können;  er  verstehe  nicht,  warum  man  von  diesen 
Trägem  so  viel  Aufhebens  mache  und  an  deren  unfruchtbare  Berechnung  so  viel 
Zeit  und  Mühe  verschwende. 

Da  nun  HeiT  Mehrtens  die  Versicherung,  jene  Systeme  niemals  empfohlen  zu 
haben,  im  dritten  Bande  seiner  Vorlesungen  über  Statik  der  Baukonstruktionen  in 
einer  gegen  den  Verfasser  gerichteten  Anmerkung  wiederholt,  so  mögen  auch  an 
dieser  Stelle  die  Tatsachen  wiederholt  werden,  welche  der  Verfasser  Herrn  Mehrtens 
bereits  im  Zentralblatt  der  Bauverwaltung  1905,  S.  647,  und  in  der  Beilage  zu  seinem 
Buche  „Erddi-uck  auf  Stützmauern",  Stuttgart  1906,  entgegengehalten  hat;  sie  stehen 
mit  der  Versicherung  des  Herrn  Mehrtens  in  grellem  Widei-spniche. 

1.  Herr  Mehrtens  hat  sich  keineswegs  damit  begnügt,  den  Nachweis  der 
statischen  Bestimmtheit  zu  führen,  sondern  er  hat  der  neuen  Trägerart  die  Empfehlung 
mit  auf  den  Weg  gegeben:  „Vergleicht  man  schließlich  die  gebräuchlichen  mehr- 
teiligen Netzwerke  mit  den  erörterten  endlosen  statisch  bestimmten  Netzwerken,  so 
finden  sich  die  mehr  als  zweiteiligen  unbestimmten  Anordnungen  insofern  im  Nach- 
teil, als  sie  stets  {t  —  2)  */«  Viereckzüge  (wo  t  die  Teilungsziffer  bedeutet)  enthalten, 
die  beweglich  sind  und  für  die  Lastübertragung  nicht  taugen.  Dagegen  verteilen 
die  statisch  bestimmten  mehrteiligen  Netxtcerke  alle  Lasten  gleichmäßig  über  das 
gesamte  Stabwerk  der  Wand,  der  Ourte  tmd  der  Ständer}'' 

2.  In  der  Deutschen  Bauzeitung  schreibt  Herr  Mehrtens  zu  seiner  Verteidigung 
u.  a.  (1902,  S.  74):  „Ich  füge  noch  hinzu,  daß  man  in  Amerika  mit  der  von  mir 
vorgeschlagenen  statisch  bestimmten  mehrteiligen  "Wandgliederung  Versuche  angestellt 
hat",  und  auf  S.  75  sagt  er  von  den  fraglichen  Trägem:  „Eine  größere  Bedeutung 
haben  sie  für  den  Kriegsbrückenbau,  und  hierfür  habe  ich  sie  seinerzeit  an  maß- 
gebender  Stelle  in  Vorschlag  gebracht,'''' 

3.  Im  Jahre  1899  hatte  Herr  Mehrtens  sogar  den  Versuch  gemacht,  sich  seine 
Erfindung  patentieren  zu  lassen.  Die  Patentanmeldung  ist  am  20.  Febmar  1899 
unter  M.  15152  Kl.  19  ausgelegt  worden.  Der  Patentanspmch  lautete:  „Statisch 
bestimmtes  mehrteiliges  Netzwerk  für  Träger  und  Keüer,  dadui-ch  gekennzeichnet, 
daß  die  rechts-  und  linksfallenden  "Wandstäbe  einen  die  ganze  Ti-äger-  oder  Pfeiler- 
wand zwischen  Ständern  und  Gurten  ausfüllenden,  ununterbrochenen  Zug  bilden,  der 
von  einer  Ständerecke  ausgeht  und  in  einer  anderen  Ständerecke  endigt."  In  der 
Erläuterung  des  Patentanspruches  behauptete  Herr  Mehrtens,  daß  eine  an  einem  be- 
liebigen Knoten  angreifende  Einzellast  sämtliche  Wandstreben  sehr  gleichmäßig  spanne, 
und  folgert  hieraus,  daß  das  von  ihm  erfundene  Netzwerk  sich  eigne:  „für  Träger 
aller  Art,  bei  denen  man  die  Wirkung  von  Einzellasten  möglichst  gleichzeitig  über 
die  Trägerwand  verteilen  will,  z.  B.  für  Träger  von  großen  Stützweiten,  in  denen 
man  nicht  zu  große  Querträgerentfernungen  erhalten  will,  für  "Windverbände  großer 
Brücken,  für  Träger  von  Hängebrücken,  wenn  es  sich  um  gleichmäßige  Übertragung 
von  Einzellasten  auf  Kabel  und  Ketten  handelt."  Auch  für  Pfeiler  sei  das  Netzwerk 
mit  ununterbrochenem  Strebenzuge  verwendbar. 

Diese  offen tüch  ausgelegte  Patentanmeldung  beweist,  daß  Herr  Mehrtens  seine 
Erfindung  nicht  nur  empfohlen,  sondern  sogar  in  recht  überschwenglicher  Weise 
empfohlen  hat;  denn  es  ist  ein  wichtiges  und  umfangreiches  Anwendungsgebiet,  das 
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er  an  seiner  Erfindung  rühmt,  um  dem  Patentamte  die  Möglichkeit  ihrer  gewerb- 
lichen Verwertung  zu  beweisen.  Am  meisten  aber  muß  es  befremden,  daß  Herr 
MeJirtens,  nach  der  in  der  Deutschen  Bauzeitung  abgegebenen  Erklärung,  für  wichtige 
Aulgaben  der  Landesverteidigung  an  maßgebender  Stelle  ein  Bnickensystem  in  Vor- 
sc^hlag  gebracht  haben  will,  das  nach  dem  jetzt  von  ihm  selbst  geföllten,  vernichten- 
den Urteile  so  unbrauchbar  ist,  daß  es  sich  nicht  einmal  lohnt,  „an  dessen  unfrucht- 
bare Berechnung  Zeit  und  Mühe  zu  verschwenden". 


§  19. 

Herleitung  der  Biegungslinien  aus  den  Momentenlinien. 

185.  Wir  schließen  unsere  Untersuchung  des  ebenen  Fachwerks 
mit  der  Angabe  eines  Yerfahrens:  die  Biegungslinien  in  der  Weise  aus 
den  Momentenlinien  herzuleiten,  daß  die  Ermittlung  der  Durchbiegungen 
für  eine  Keihe  von  Belastungsfällen  immer  nur  die  Neubestimmung 
der  Momentenlinie  erfordert,  während  alle  von  den  Querschnittsab- 
messungen und  Stablängen  abhängigen  Größen  nur  einmal  berechnet 
werden  müssen. 

Zu  diesem  Zweck  setzen  wir  voraus,  es  seien  die  Stabkräfte  durch 
die  auf  die  Kiiotenpunkte  .  .  .  (w — 1),  tw,  (w-|- 1)  .  .  .  bezogenen 
Angriffsmomente  .  .  .  iCi,  ilf«,  -äf„+i,  .  .  .  ausgedrückt  und  auf  die 
Form 

(1)      S= +  vp_iif_i  +  ^>«JiC  +  vI;«+iif«+i  + 


gebracht,  unter  4»  Werte  verstanden,  welche  von  dem  jeweiligen  Be 
lastungszustande  unabhängig  sind.    Es   ist   dann  nach  Seite  114  der 
EinfluJB  der  Änderung  A«  einer  Stablänge  s  auf  die  Gewichte  w: 

(2) tv^i  =  ^^,^Sj  t^^  =  v];^As,  w^+,  =  ^^+,^s, 


Ss 
oder,  wenn  ^8=  gesetzt  und  8  mittels  Gleich.  (1)  bestimmt  wird: 

Bildet  man  auf  diese  Weise  die  Beiträge,  welche  die  einzelnen  Stäbe 
zu  den  Gewichten  iv  liefern,  so  gelangt  man  schließlich  zu  Ausdrücken 
von  der  Form: 


§  19.    HerleitcLDg  der  Biegungslinien  aas  den  Momentenlinien. 


479 


worin  die  Werte  a  von  der  Gestalt  des  Fachwerks  und  den  Quer- 
scfanittsabmessnngen  abhängig  sind,  nicht  aber  von  dem  Belastungs- 
zustaade. 

Anstatt  nun  die  Durchbiegungen  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  zu 
bestimmen,  welches  mit  der  Polweite  Eins  zu  den  Gewichten  w  ge- 
zeichnet wird,  kann  man  auch  in  der  Weise  verfahren,  daß  man  das 
Gewicht  w^  (und  ebenso  alle  übrigen  w)  durch  die  Gewichte 


Jtf«-i,  Jf„,  3/^+1, 


in  den  Abständen 


^(mt—\  )  m  j     ^(«1+ 1)  m 


vom  Pole  0  ersetzt    Denn  die  nach  den  Endpunkten  der  Gewichte 

Jk^i-i,  ^mt  ^m+}^ gezogenen  Strahlen  zerlegen  w^  in 

die  Abschnitte: 


,  iC-, 


a 


,  ^-. 


im-\)m 


^mm 


7     ^m+l 


^im+\)m 


Fig.  433  a. 


Fig.  433b. 


Fig.  433  c. 


Vergl.  Kg.  433  b,  in  der  ein  von  drei  Momenten  abhängiges  Gewicht  iv 
vorausgesetzt  wurde.  Treten  negative  Werte  a  auf,  so  werden  .die 
entsprechenden  M  als  negative  Gewichte  aufgefaßt,  wie  dies  die  in  der 
Regel  vorliegende  Figur  433  c  angibt 

Durch  die  im  vorstehenden  beschriebene  Änderung  des  Kräfte- 
zuges ist  das  gesteckte  Ziel  erreicht  Die  von  den  Lasten  unabhängigen 
Werte  a  werden  ein  für  allemal  berechnet,  und  die  Untersuchimg  eines 
neuen  Belastoagszustandes  erfordert  nur  die  Aufzeichnung  der  neuen 
Momentenliaie.    Ein  Beispiel  möge  das  Verfahren  erläutern. 
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£rste  Abteilung.    Zweiter  Abschnitt. 


186.   ZahienbeispieL    Es  liege  der  in  Fig.  436  dargestellte  Hauptträger 
einer  Eisenbahnbrücke  von  36"*  Spannweite  mit  10  Feldern  vor. 

Die  Spannki-aft  in  einem  Stabe  der  oberen  Gurtung  ist  (Fig.  434): 


0«  =  - 


und  die  Änderung  der  Stablänge  o«  hat  nur  Einfluß  auf  tr«,;  sie  erzeugt: 


=+ 


und  man  erhält,  mit  den  in  der  folgenden  Zusammenstellung  angegebenen  Quer- 
schnittsabmessungen,  zunächst  für  E=zl  die  nachstehenden  Beiträge  zu  den  Ge- 
wichten Wi^  tTg,  w^. 


Stab 

Om 

Tm 

F^ 

Ol 

Os 

7,31 
7,23 
7,20 

3,68 
4,68 
4,92 

0,0160 
0,0320 
0,0320 

Wi  =  36,62  Jfj 
IT,  =  10,77  3f, 

Mt 

ter 

qm 

Dem  Untergurtstabe  Ur  entspricht  (wegen  rh  =  kk) 

MkUh       ,    . 


Stab 


Uh 


Th 


Fm 


7,20 
7,20 


4,28 
4,92 


0,0240 
0,0320 


IT,  =  16,38  ifj 
tr4=  9,30  Jf4 


Fig.  434. 


Für  die  Diagonale  des  wten  Feldes  ergibt  sich: 

3/«  _  Mm^\ 


Yy   /  I    3/wi  _  3/wt-i\  dm 

*"  \~    hm  hm^\  J    ^m  ' 


wobei  die  oberen  Vorzeichen  für  eine  linkssteigende,  die  unteren  für  eine  rechts- 
steigende Diagonale  gelten.    Aus  der  Gleichung  für  Dm  folgt 


«r«  =  + 


ädm     d* 


=  + 


Dm  dm 


■m 


dl 


«^•-1  =  + 


hm  ^m  Etmhm        X, 

Arf«,   dm  —        Dmdm         dm 


EFmXlh'm 

di 


r^m- 


EFm'kmhm-lhm 


hm-l  X« 


=  + 


EFmhm-X     X, 


£Fm^mflm~lhm 


M^+ 


A 


EF^Xlhl-i: 


3/- 


Mm~] 


§  19.    Herleitung  der  Bi^ingslinien  aiis  dun  Momenten]  inien. 
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Stab 

d^ 

IJ^     \ 

•-^          » 

^1 

4.69 

0,0210 

«?!  =  28,61  3fi 

d. 

5,59 

0,0150 

?r,=  49,05  3/,- 

-  57,68  3/1 ;    /ri  = 

57,68  34+   67,82  34 

d^ 

5,59 

0,0070     //',=  90,99  Af,- 

.   97,803/,;    m?,  = 

-  97,80  3/,  +  105,11 34 

d. 

6,10 

0,0060 

«^4  — 110,59  .¥4- 

-128,983/,;    /r,  = 

- 128,98  3/4  + 137,95  3/, 

d. 

6,10 

0,0060 

w^  =  120,59  3/5  - 

-120,593/4;    0-4  = 

-  120,59  3/5  + 120,59  34 

Fig.  435. 


Dem  linküii  Endständer  entflicht 


Fo  = r-^,   also   irj 


Kq/*^    ,       34  Äo 


EF^\ 


=  + 


und  mit  i',  =  0,0160  qm : 

tt^i  =  14,47  34 . 

Für  den  Pfosten  ww  in  Fig.  435  würde  man,  wenn  Km  die  Bela«?tung  des 
Knotens  m  bedeutet,  erhalten: 

Hailer-BresUu,  Graphische  Statik.   II.  1.  31 
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Erste  Abteilung.    Zweitor  AWhnitt. 


r-  =  +  Ä-=C-+i-e-  = 


Mm+\  ^^m  yfm  —  ^fm—\ 


mit 

worein  zu  Beizen: 


X 

X 


A/^«,=: 


F^Ä« 


(3/«+ir-Z.V«  — l/^-i). 


i:i^       ^Fx 

Eine  derartige  umständliche  Berücksichtigung  der  Längenänderungen  AA  der 
Zwischenpfosten  ist  jedoch  im  vorliegenden  Falle  entbehrlich.  Man  denke  sich  diese 
Stäbe  vielmehr  beseitigt,  zeichne  eine  Biegungslinie,  welche  die  lotrechten  Ver- 
schiebungen der  Knoten  1,  3,  5,  7,  9  der  unteren  Gurtung  und  der  Knoten  0,  2, 
4,  6,  8,  10  der  oberen  Gurtung  angibt  und  beachte  schließlich,  daß  sich  die  Ver- 
schiebungen von  zwei  durch  einen  lotrechten  Stab  verbundenen  Knoten  um  die 
Längenänderungen  dieses  Stabes  unterscheiden  (vergl.  S.  103). 

Die  Zusammenzählung  der  an  denselben  Knotenpunkten  angreifenden  (Gewichte  tc 
ergibt  nun: 

tr»  =   36,64  Ml  +  28,61  M^  —  57,68  M^  +  67,82  3/,  +  14,47  Mi ,  d.  i. 

Wi  =  146,55  Ml  —  57,68  M,  und  ebenso: 

wt  =  —  57,68  A/i  +  170,54  M,  —   97,80.^, 

tr,  =  —   97,80  ilf,  4-  239,71  M^  —  128,98  M^ 

w^  =  —  128,98  Jf,  +  250,48  M^  —  120,69  M^ 

w^  =  —  120,69  3/4  +  260,48  M^  —  120,59  J^,*) 

und  zwar  gelten  diese  Werte  für  JS7=1.  Wird  beispielsweise  ^=  1800 000 */„e« 
=z  180000007g«,  gesetzt,  so  sind  sämtliche  tr  durch  18000000  zu  dividieren. 

Die  Momente  M  werden  zweckmäßig  mit  Hilfe  eines  Seilpolygons  auf  die  Form 

M„  =  Hffm 

gebracht,  wo  H  die  Polweite  bedeutet.  Wird  //.in  Tonnen  ausgedrückt,  so  müssen 
die  1/  im  Längenmaßstabe  der  Trägerzeichnung  gemessen  imd  in  Metern  ausgedrückt 
werden.    Die  Gewichte  w  sind  Zahlen. 

In  unserem  Beispiele  wählen  wir  für  den  Träger  den  Maßstab  1 :  400  und  für 
die  Durchbiegungen  den  Maßstab  1:1;  femer  //=  135'.  Wir  müssen  dann  in  die 
für  die  Gewichte  w  gefundenen  Ausdmcke  setzen; 

_    136. y«.      400  _  Sijn, 

"• ""  1800000Ö  '  ~  1     ""1000 
und  erhalten: 

1000 
und  auf  dieselbe  Weise: 


fr,  =  146,55  ^^}  -  57,68  ^^  =  -/«  -  -  ~^^ 


1000 


2,27        5,78 


w^  = 


/r,= 


ic^  = 


ICk  =  — 


Vi 
5,78 

3,41 
Vi 


^''°"^i,95       "^' 
■^  1,39 


^9  I  ^^4 


2,58 

I/a 
2,76 


1,33 
"^  1,33 


3,41 
2,58 
2,76 

ye 

2,76 


/r-  =  — 


w,= 


Vb 


~r   1  QQ 


Vi 


2,76    •    1,33 

__y6_  ,  _y't_ 

2,58  "^  1,39 


W^z=. 


1/ 9  =1 


Vn 


Vb 


O    ;I1  1"     i     Qt 


3,41 
Vb     , 


1,95 

y» 


2,76 

yt 

2,58 

y> 

3,41 


5,78    '    2,27 


*)  Bei  Berechnung  von  iv^  denke  man  an  den  Einfluß  von  D^. 
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Die  in  den  Nennern  stehenden  Zahlen  geben  die  Pol  weiten  a  der  Gewichte  y  in 
Metern  an,  sie  werden  im  Maßstabe  1 :  400  aufgetragen. 

Nach  Erledigung  dieser  vorbereitenden  Rechnungen,  welche  für  jedes  Fachwerk 
nur  einmal  auszuführen  sind,  ist  man  imstande,  die  Biegungslinien  /,  /Z,  ///  .  .  .  für 
irgendeinen  Belastungszustand  schnell  aus  dem  die  Momentenlinie  vorstellenden  Seil- 
polygone abzuleiten. 

Die  Richtung  der  Seite  /  wird  willkürlich  angenommen.  Mit  Hilfe  von  y^  und  y^ 
wird  die  Richtung  der  Seite  //  festgestellt,  hierauf  mittels  i/j,  y,,  y^  die  Richtung 
von  II  u.  s.  w.  Man  vergleiche  Fig.  435  d,  welche  durch  wiederholte  Anwendung  des 
in  Fig.  433  c  dargestellten  Verfahrens  entstanden  ist  und  einer  weiteren  Erklärung 
kaum  bedarf.  Die  Punkte  1,  2,  3,  .  .  .  dieser  Figur  sind  in  so  gi-oßen  Abständen 
voneinander  angenommen  worden,  daß  die  den  einzehien  Knoten  entsprechenden 
Kräftezüge  ^m-i?  y«)  ^m+i  gut  überschaut  werden  können. 
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